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非常 适合 作为 研究 生 教材 ， 对 其 他 数学 研究 者 也 很 有 帮助 。” 
一 一 《数学 评论 》 


还 包含 了 对 未 来 的 乐观 展望 。 本 书 已 经 经 过 课堂 检验 ， 的 确 是 容易 使 用 的 。 行文 简洁 流畅 ， 立 
场 别具一格 ， 习 题 非 常 丰富 。 学 生 应 该 掌握 的 内 容 ， 恰 是 这 本 书包 含 的 内 容 。” 


一 一 亚马逊 读者 评论 


本 书 是 在 Lax 教 授 多 年 来 为 纽约 大 学 柯 朗 数 学 研究 所 二 年 级 研究 生 授课 的 讲义 基础 上 整理 而 成 的 。 书 
中 除了 泛 函 分 析 的 基本 内 容 外 ， 还 介绍 了 一 些 非常 重要 的 深刻 论题 ， 比 如 自 伴 算 子 的 谱 分 解 和 谱 表 示 、 紧 算 
子 理论 、 不 变 子 空间 和 强 连 续 单 参数 半 群 等 。 本 书 还 涉及 了 对 于 计算 拓扑 不 变量 十 分 重要 的 算 子 的 指标 、 强 
有 力 的 分 析 工 具 Lidskii 迹 公式 、Fredholm 行 列 式 及 其 推广 ， 以 及 源 自 于 物理 的 散射 理论 及 其 他 特殊 论题 。 

本 书 理论 内 容 紧 密 联系 具体 应 用 ， 包 含 了 大 量 习 题 和 例题 。 书 中 还 给 出 了 一 些 历史 注 记 。 这 部 优美 简 
洁 的 著作 已 被 很 多 学 校 用 作 教 材 或 主要 参考 书 。 


Peter D. Lax ”当代 最 杰出 的 数学 家 之 一 ，2005 年 阿 贝尔 奖 和 1987 年 沃 尔 夫 奖 得 主 ， 美 国 科学 院 院 
士 ， 于 1986 年 荣获 美国 国家 科技 奖章 。Lax 1926 年 5 月 1 日 生 于 匈牙利 ，1941 年 随 父母 定居 纽约 ， 自 
1958 年 开始 就 一 直 在 纽约 大 学 从 事 教 学 与 研究 工作 ， 曾 担任 柯 朗 数学 研究 所 所 长 。 他 在 纯 数 学 与 应 
用 数学 的 诸多 领域 都 有 卓越 的 建树 ， 影 响 深远 。 同 时 ， 他 一 生 致 力 于 数学 教育 ， 独 立 撰写 或 与 他 人 
合 著 教 材 20 多 部 。 


DEE ISBN 978-7-115-23174-1 
EO oS 


www.wiley.com D sr. £ 
图 灵 网 站 : www.turingbook.com 热线: (010)51095186 
9"787115"231741 


反馈 /投稿 /推荐 信箱 ，contact@turingbook.com 
有 奖 勘 误 : debug@turingbook.com 


分 类 建议 . ISBN 978-7-115-23174-1_ 
人 民 邮 电 出 版 社 网 址 : www.ptpress.com.cn 定价 :79.00 元 


aaga autama 47 


[ 美 ] PeterD.Lax x 
修成 军 HI © 


人 民 邮 电 出 版 社 
dt 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


泛 函 分 析 / ( 美 ) 拉克 斯 (Lax, P. D.) #; FEAL, 
王 利 广 译 一 北京 : 人 民 邮 电 出 版 社 , 2010. 8 

(图 灵 数 学 . 统计 学 丛书 ) 

书 名 原文 : Functional Analysis 

ISBN 978-7-115-23174-1 


LOZ- 1. 0i OK OE: 下. ODIT 
析 W. 0177 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2010) 第 126516 号 


内 容 提要 


本 书 根据 作者 多 年 来 在 纽约 大 学 柯 朗 数学 研究 所 教授 二 年 级 研究 生 泛 函 分 析 课 程 的 
讲义 撰写 而 成 ， 给 出 了 泛 函 分 析 的 基本 内 容 以 及 数学 中 一 些 不 可 缺少 的 深刻 论题 ， 包括 自 
伴 算 子 的 谱 分 解 和 谱 表 示 、 紧 算 子 理论 Krein-Milman 定理 Gelfand 的 交换 Banach 代数 
理论 、 不 变 子 空间 、 强 连续 单 参数 半 群 等 . 书 中 各 章 短小 精辟 ， 并 配 有 习题 ， 易于 读者 充 
分 理解 所 学 内 容 . 

本 书 适合 理工 科 专 业 、 数 学 专业 的 本 科 生 、 研 究 生 阅读 . 


图 灵 数 学 . 统计 学 丛书 


IZ 68 53 8 
oF [3€] Peter D. Lax 
BE RRE ER 


责任 编辑 ”明永 玲 
€ 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 发 行 北京 市 崇文 区 夕照 寺 街 14 号 
邮编 100061 电子 函件 315@ptpress.com.cn 
Whi: http://www.ptpress.com.cn 
A) FE BEC Mal BR SAT ZS e] CH koll 
€ 开本 : 700X1000 1/16 
Esk: 30.75 
FR: 603 FF 
EM: 1-2 500 At 
著作 权 合同 登记 号 ”图 字 : 01-2006-3669 5 
ISBN 978-7-115-23174-1 


tt: 79.00 元 
读者 服务 热线 : (010) 51095186 — 印 装 质量 热线 : (010) 67129223 
反 盗 版 热线 : (010) 67171154 


版 权 声 明 


Original edition, entitled Functional Analysis, by Peter D. Lax, ISBN 0-471- 
55604-1, published by John Wiley & Sons, Inc. 

Copyright © 2002 by John Wiley & Sons, Inc. All rights reserved. This trans- 
lation published under License. 


Simplified Chinese translation edition published by POSTS & TELECOM PRESS 
Copyright ©2010. 


本 书简 体 字 中 文 版 由 John Wiley & Sons, Inc. 授权 人 民 邮 电 出 版 社 独家 出 版 . 
版 权 所 有 , 侵权 必 究 . 


il} 


前 


本 书 根据 我 多 年 来 在 纽约 大 学 柯 朗 数学 研究 所 教授 二 年 级 研究 生 泛 函 分 析 课 
程 的 讲义 撰写 而 成 . 它 不 是 论文 集 也 不 是 专 论 , 而 是 一 本 研究 生 教材 . 书 中 大 多 数 
章节 都 短小 精辟 , 为 的 是 易于 读者 消化 所 学 内 容 . 当然 并 非 所 有 内 容 都 可 以 用 简短 
的 语言 描述 出 来 , 因此 有 些 章节 相对 较 长 . 在 每 章 中 , 定理 、 引 理 和 方程 都 是 按照 
顺序 连续 标号 的 . 

前 23 章 的 内 容 对 读者 的 要 求 不 是 很 高 , 是 很 好 的 研究 生 阶 段 泛 函 分 析 入 门 课 
程 的 教材 . 余下 的 内 容 可 以 用 于 研究 生 泛 函 分 析 或 者 Hilbert 空间 理论 高 级 课程 的 
教学 . 

当 我 还 是 个 学 生 的 时 候 , 当时 仅 有 的 泛 函 分 析 教 材 就 是 Banach 在 1932 年 所 
写 的 那 本 最 早 的 经 典 教材 ; Hille 所 著 的 书 直到 我 毕业 的 时 候 才 面世 , 像 是 给 我 的 毕 
业 礼 物 . 有 关 Hilbert 空间 理论 的 教材 , A Stone 于 1932 年 出 版 的 Colloquium 和 
Sz.-Nagy 的 Ergebnisse， 从 那 以 后 , 泛 函 分 析 的 书籍 越 来 越 多 , 先是 出 现 了 Riesz 
和 Sz.-Nagy. Dunford 和 Schwartz 以 及 Yosida MARB; 后 来 又 出 现 了 Reed 和 
Simon 以 及 Rudin 的 书 . 对 于 Hilbert 空间 理论 , 出 现 了 Halmos 的 优美 而 又 简明 的 
著作 以 及 Achiezer 和 Glazman 的 教材 , 我 十 分 欣赏 这 些 书 , 它们 让 我 受益 菲 浅 . 此 
后 又 出 现 了 许 许多 多 好 的 教材 . 但 是 我 相信 , 本 书 还 是 给 出 了 一 些 新 东西 : EAA 
编排 顺序 上 , 理论 内 容 之 后 紧 跟 具体 的 应 用 , 这 使 得 抽象 的 内 容 变 得 有 血 有 肉 ; A 
时 , 书 中 还 包含 了 可 以 用 泛 函 分 析 的 观点 澄清 和 解决 的 非常 丰富 的 数学 问题 

在 选择 论题 时 , 我 听从 了 我 的 老师 Friedrichs 的 警告 “如 果 你 想 把 所 知道 的 有 
关 某 论题 的 全 部 内 容 都 放 进去 , 那么 写 一 本 书 是 很 容易 的 .本 书 给 出 了 泛 函 分 析 的 
基本 内 容 以 及 数学 中 一 些 不 可 缺少 的 深刻 论题 ,比如 自 伴 算 子 的 谱 分 解 和 谱 表 示 、 
紧 算 子 理论 、Krein-Milman 定理 、Gelfand 的 交换 Banach 代数 理论 、 不 变 子 空间 、 
强 连 续 单 参数 半 群 . 本 书 还 涉及 对 于 计算 拓扑 不 变量 十 分 重要 的 算 子 的 指标 , 强 有 
力 的 分 析 工 具 Lidskii BAK, 沉睡 近 百 年 的 Fredholm 行列 式 及 其 推广 , 还 有 源 自 
物理 的 散射 理论 . 与 此 同时 , 本 书 还 包括 了 一 些 (但 不 是 全 部 ) 与 我 的 研究 很 接近 的 
特殊 论题 . 

那么 , 哪些 内 容 被 省 略 了 呢 ? 非 线 性 泛 函 分 析 , 为 此 我 推荐 Zeidler 的 四 卷 本 专 
3&. BR Gelfand 的 交换 Banach 代数 理论 以 外 的 算 子 代数 理论 , 还 有 Banach 空间 几 
何 理论 , 让 人 高 兴 的 是 , 由 Bill Johnson 和 Joram Lindenstrauss 编著 的 有 关 此 论题 
的 一 本 手册 已 经 由 North Holland 出 版 社 出 版 . 
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阅读 本 书 需要 哪些 预备 知识 呢 ? 每 位 二 年 级 研究 生 以 及 许多 本 科 生 都 应 该 了 
解 如 下 知识 . 

e 朴素 集合 论 . 可 数 集 , 连续 统 假设 , Zorn 引 理 . 

。 线性 代数 . 线性 映射 , 矩阵 的 迹 和 行列 式 , 矩阵 和 对 称 和 矩阵 的 谱 理论 , 矩阵 函 
数 . 

e 点 集 拓扑 . 完备 度量 空间 , Baire 纲 原 理 , Hausdorff 空间 , 紧 集 , Tychonov © 
理 . 

e 单 复 变 函数 的 一 般 理 论 . 

e 实 分 析 . Arzela-Ascoli 定理 , 及 上 测度 的 Lebesgue DAF, 紧 集 上 的 Borel W 


度 . 

历史 上 , 测度 论 比 泛 函 分 析出 现 得 早 . 测度 论 中 的 通常 表述 没有 用 到 泛 函 分 析 
的 概念 和 构造 . 在 关于 Riesz-Kakutani 表示 定理 的 附录 中 , 本 书 说 明了 如 何在 测度 
论 中 应 用 泛 函 分 析 的 工具 . 另 一 个 附录 总 结 了 Laurent Schwartz 的 广义 函数 理论 
的 基本 内 容 . 

本 书 中 的 许多 应 用 都 是 关于 偏 微分 方程 问题 的 . 在 这 里 , 熟悉 一 点 Laplace 77 
程 和 波动 方程 理论 将 会 有 所 帮助 , 对 这 些 内 容 了 解 不 多 的 读者 也 能 够 从 这 些 应 用 中 
学 到 一 些 基 本 知识 . 

像 大 多 数 数学 家 一 样 , 我 也 不 是 历史 学 家 . 然而 在 某 些 章 中 , 我 还 是 给 出 了 一 
些 历史 注 记 , 主要 是 在 我 有 第 一 手 资料 时 , 或 者 涉及 1930~1940 年 欧洲 恐怖 时 期 许 
多 泛 函 分 析 鼻 祖 的 悲惨 命运 的 地 方 . 

我 要 感谢 许 许 多 多 的 人 .从 我 的 老师 Friedrichs WE, 我 学 习 了 泛 函 分 析 的 基 
础 以 及 如 何 应 用 它们 . 后 来 , 我 的 观点 受到 Tosio Kato 工作 的 影响 , 他 应 用 泛 函 分 
析 这 一 有 力 的 工具 解决 了 许多 问题 . 还 有 与 Ralph Phillips 的 长 期 而 又 愉快 的 合作 
给 出 了 泛 函 分 析 中 一 些 不 寻常 的 应 用 . 从 Israel Gohberg 那里 , 我 学 到 了 许多 东西 ， 
特别 是 Toeplitz 算 子 的 指标 理论 ; 从 Bill Johnson 和 Bob Phelps 那里 又 分 别 学 到 了 
Banach 空间 的 几何 知识 和 Choquet 定理 .感谢 Reuben Hersh 和 Louise Raphael, 
他 们 对 涉及 广义 函数 的 附录 提出 了 意见 ; 感谢 Jerry Goldstein 对 半 群 和 散射 理论 的 
内 容 提 出 的 中 肯 建 议 . 我 对 上 述 所 有 人 士 以 及 Gabor Francsics 表示 衷心 的 感谢 . 

Jerry Berkowitz 和 我 在 柯 朗 数学 研究 所 轮流 讲授 泛 函 分 析 课 程 . 如 果 他 还 活 
着 并 能 批阅 本 书 的 手稿 , 这 本 书 将 会 更 加 完善 . 

感谢 Jeff Rosenbluth 和 Paul Chernoff 仔细 阅读 了 本 书 前 面 的 一 些 章节 ; 感谢 
Keisha Grady 用 TEX 打印 了 手稿 并 做 出 了 最 后 的 修改 和 订正 . 

泛 函 分 析 课 程 讲义 在 柯 朗 所 的 研究 生 中 非常 受 欢迎 . 我 希望 本 书 保 留 了 原 讲义 
br. 


Peter D. Lax 
2001 年 11 月 于 纽约 
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fle 线性 空间 


WF 是 一 个 数 域 , X 是 一 个 非 空 集合 . 称 X 是 数 域 DB Aem, 是 指 在 
X 中 定义 了 两 种 运算 : 加 法 和 标量 乘法 . 
其 中 , 加 法 运算 用 + 表示 : 任 给 X 中 的 元 素 x 与 y, dE X 中 存在 唯一 的 元 素 


c+y 


与 之 对 应 . 加 法 满足 交换 律 


T+y=yrs, 


zr+(y+z)=(e@+y) +2, 


并 且 X 按照 加 法 构成 一 个 群 , 其 零 元 用 0 表示 : 


2 十 0 一 20. 


加 法 的 逆 运 算 记 为 一: 


z+(—-r)=r-z=0Q. 


第 二 种 运算 是 数 域 F 中 的 元 素 kt X 中 的 元 素 x 的 标量 来 法 : 


ka 仍 是 


ka. 
X 中 的 元 素 . 标量 乘法 满足 结合 律 
k(ax) = (ka)a, 


k(x +y) = kz + ky, 
(a 4- b)z = ax + bz. 


而 且 数 域 F 中 的 单位 元 1 与 X 中 元 素 的 标量 乘法 是 恒 等 作 


dam. 


以 上 规则 是 线性 代数 中 的 公理 . 由 此 我 们 可 以 推导 出 一 些 
FE (8) RPR b= 0, 则 对 X 中 所 有 的 a, 


在 ( 


2k 


限 维 线性 空间 , 即 不 是 有 限 维 的 线性 空间 . 数 域 P 是 实数 域 R 或 复数 域 C. 下 面 


Ox = 0. 


用 : 


(10) 


8) 式 中 取 a = 1, b= 一 1. 利用 (9) RM (10) R, 我 们 得 到 , 对 所 有 的 zx， 


(—1)z = —z. 
代数 课程 中 处 理 的 空间 都 是 有 限 维 线性 空间 . 在 本 


B 


我 们 给 出 一 些 线性 空间 的 例子 . 


A 


(11) 


P, 我 们 重点 研究 无 
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例 1 单个 变量 s 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 X 是 数 域 FF = R 上 的 一 个 线性 空间 
例 2 n 2E s1,… ,sn 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 X 是 瑟 = 及 上 的 一 个 线性 空间 . 


例 3 WG 是 复 平 面 上 的 一 个 区 域 , 则 G 内 的 复 解析 函数 的 全 体 X EF=CH 
的 一 个 线性 空间 . 
例 4 带 有 无 限 多 个 实 分 量 的 向 量 z = (a1,a2,…) 构成 的 集合 
X = (z—(a1a3,:--) :a; € R} 
是 五 = 民 上 的 一 个 线性 空间 . 
例 5 设 @ 是 一 个 Hausdorf 空间 , W Q 上 的 实 值 连续 函数 的 全 体 X 是 F =R 
上 的 一 个 线性 空间 . 
例 6 设 M 是 一 个 Ce 微分 流 形 , WW M 上 可 微 函 数 的 全 体 X = Co (M) 是 一 个 
线性 空间 . 
例 7 w 是 一 个 测度 空间 , m 是 Q 上 的 测度 , 则 x = L, m) 是 一 个 线性 空 
间 . 
例 8 wQ 是 一 个 测度 空间 , m 是 Q 上 的 测度 , 则 x = LQ, m) 是 一 个 线性 空 
间 . 
例 9 上 半 平 面 内 的 调和 函数 的 全 体 X 是 一 个 线性 空间 . 
例 10 一 个 线性 偏 微分 方程 在 给 定 区 域内 的 解 的 全 体 X 是 一 个 线性 空间 . 
例 11 给 定 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函数 的 全 体 是 = C 上 的 一 个 线性 空间 . 
我 们 从 最 基本 的 构造 和 概念 开始 发 展 线性 空间 的 理论 . 给 定 线 性 空间 X 的 两 
个 子 集 9 和 了 , RIRES (r— y -2:y € Sze TVA S HIT MR, iA S^ T. 
MEF {x = -y:yeSl 为 5 的 负 集 , 记 为 一 5. 
给 定 同 一 数 域 上 的 两 个 线性 空间 Z AI U, 它们 的 直 和 是 由 所 有 有 序 对 (z,)， 
z E Z, u EU 构成 的 线性 空间 , 记 为 2 @ U; 其 加 法 和 标量 乘法 分 别 按 分 量 进行 相 
加 和 标量 相 乘 . 
定义 Xe Y 是 线性 空间 X 的 一 个 子 集 . Gh Y 中 元 素 的 加 法 和 标量 乘法 仍 属于 Y, 
则 称 Y 是 六 的 一 个 线性 子 空间 . 
定理 1 
(i) 集合 {0} 4e X AE X 的 线性 子 空间 . 
(ii) 任意 一 族 子 空间 的 和 仍 是 线性 子 空间 . 
(iii) 任意 一 族 子 空间 的 交 仍 是 线性 子 空 间 . 
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(iv) 车 线性 空间 X 的 一 族 子 空间 按照 由 集合 的 包含 关系 定义 的 偏 序 是 一 个 全 
序 子 集 , 则 它们 的 并 仍 是 X 的 线性 子 空间 . 
习题 1 证 明定 理 1. 
WS 是 线性 空间 X MIT TR IV} EX 的 所 有 包含 S 的 线性 子 空 间 构 
成 的 集 族 . 由 于 x 属于 此 集 族 , 因此 它 是 非 空 的 . 
定义 ” 称 所 有 包含 集合 S 的 线性 子 空 间 Yo 的 交 NY, 29 S 的 线性 张 . 
定理 2 
(i) 集合 5 的 线性 张 是 包含 5 的 最 小 线性 子 空 间 
(ii) S 的 线性 张 由 所 有 形 如 


t= > Aiti, Ti E S, Qi € F, n 是 任意 的 自 然 数 (12) 
1 


的 元 素 z 构成 . 

WEBB (i) 只 是 线性 张 定义 的 重新 描述 . 为 了 证 明 (ii), 一 方面 , 我 们 注意 到 形 

如 (12) 的 元 素 构成 了 一 个 线性 空间 ; 另 一 方面 , 形 如 (12) 的 元 素 x 包含 于 任 一 包 
含 5 的 子 空间 YP. 


iki 形 如 (12) 的 元 素 m 称 为 点 z1,… ,xn 的 线性 组 合 . 因此 定理 2 可 以 重新 叙 
述 为 : 
TÈ S 的 线性 张 是 由 5S 中 元 素 的 所 有 线性 组 合 构成 的 线性 空间 . 

定义 ” 设 X 是 一 个 线性 空间 ,Y 是 X 的 线性 子 空间 . 若 X 中 的 两 个 点 zi 和 za 
满足 zi 一 za CY, 则 称 v. 和 zs 是 模 Y 等 价 的 , 记 为 zl = za (mod Y). 
由 加 法 的 性 质 可 知 , mod Y 等 价 是 一 个 等 价 关 系 , 即 它 是 对 称 的 、 自 反 的 和 传 
递 的 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 把 X 分 解 为 mod Y 的 不 同 的 等 价 类 . 我 们 用 X/Y 
表示 所 有 等 价 类 的 集合 , 在 其 上 有 一 个 自然 的 线性 结构 . 两 个 等 价 类 的 和 定义 为 从 
每 个 等 价 类 中 任 取 一 个 元 素 相 加 的 和 所 在 的 等 价 类 . 容易 证 明 , 等 价 类 的 和 与 代表 
元 的 选取 无 关 , WA zi = zi, za = 20, I] £1 +22 = z1 +22 modY. 类 似 地 , 我们 
把 数 与 等 价 类 中 任意 元 素 的 标量 乘法 所 在 的 等 价 类 定义 为 等 价 类 的 标量 乘法 . 由 
To xim 23, W kx, = kz modY, 因此 标量 乘法 也 与 代表 元 的 选取 无 关 . 当 商 集合 
X/Y 赋 以 这 个 自然 的 线性 结构 时 , 我 们 称 X/Y 2g X BEY 的 商 空 间 . 我 们 定义 
codim Y = dim X/Y. 


习题 2 验证 上 述 结论 . 

和 所 有 代数 结构 一 样 , 对 线性 空间 我 们 有 同 构 的 概念 . 
定义 WX MY 是 同一 数 域 上 的 两 个 线性 空间 . 如 果 存 在 从 六 到 了 上 的 一 对 一 
的 上 映射 工 把 元 素 的 和 映 为 象 的 和 , 把 元 素 的 标量 乘法 映 为 象 的 标量 乘法 , 即 
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T(xı + 23) = T (21) + T(z2), 
T(kzr) = KT (x), (13) 
则 称 x 和 YY 是 同 构 的 . 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 同 态 的 概念 . 在 本 书 中 我 们 称 同 态 为 线性 映射 . 
定义 设 和 和 7 是 同一 数 域 上 的 线性 空间 . 若 映射 MT:X — U 把 元 素 的 和 映 为 
象 的 和 , 元 素 的 标量 乘法 映 为 象 的 标量 乘法 ; 即 对 X 中 所 有 的 zy, F 中 所 有 的 k, 
都 有 


M(x + y) = M(x) + M(y), 


M(kx) = kM(x), (14) 
则 称 M 是 一 个 线性 映射 , X 为 M 的 定义 域 , U 为 M 的 终点 . 
注 2 "" 空间 的 同 构 是 一 个 一 对 一 的 映 到 上 的 线性 映射 . 


定理 3 
(i) € M:X—U 是 一 个 线性 映射 , n x 的 线性 子 空间 YY 在 M 下 的 象 是 
U 的 一 个 线性 子 空间 . 
(ii) U 的 线性 子 空间 在 M TEASE X 的 一 个 线性 子 空间 . 


习题 3 证 明定 理 3. 


西 性 是 实 线性 空间 中 一 个 非常 重要 的 概念 . 
定义 ” 设 X 是 一 个 实 线性 空间 , K EX 的 一 个 子 集 . 如 果 对 K 中 任意 的 元 素 x 
Aly, 以 x Al 为 端点 的 线段 
ar+(l—a)y, O<asl (15) 
上 的 点 都 属于 K, ER K 是 一 个 西 集 . 
平面 上 凸 集 的 例子 有 圆 盘 、 三 角形 和 半圆 盘 . 凸 集 的 下 列 性 质 是 其 定义 的 直接 
Eie. 
定理 4 设 开 是 实 线性 空间 X 的 一 个 西子 集 . 若 x1,…,zn 属于 K, 则 形 如 
gue aes aj > 0, Nu edi (16) 
1 j=l 
的 每 个 x 都 属于 K. 
习题 A 证明 定理 4. 
形 如 (16) 的 x MA z1,x2,… ,zn 的 一 个 廿 组 合 . 
定理 5 设 X 是 一 个 实 线性 空间 , N 
(i) 空 集 为 凸 集 . 
(i) ARADA. 
(Gi) X 的 每 个 线性 子 空 间 都 是 凸 集 . 


EX 
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+ 


(iv) ASDF 0 29 DA. 
(v) È K ADK, N -K 4x s. 
(vi) 任意 一 族 西 集 的 交 仍 是 西 集 . 
(vii) {Kj} 按照 由 集合 的 包含 关系 定义 的 偏 序 是 一 个 全 序 子 集 , 则 它们 的 并 
集 UK; 是 凸 集 . 
(vi) 酝 集 在 线性 映射 下 的 象 是 凸 集 . 
(ix) DRERI TF RADR. 
习题 5 证 明定 理 5. 
EN WS 是 实 线性 空间 X 的 一 个 子 集 . 称 包含 S 的 所 有 凸 集 的 交 为 S NG 
S faa s. 
定理 6 
(i) S 的 西 包 是 包含 S 的 最 小 凸 集 . 
(ii) S 的 西 包 由 S 中 的 点 的 形 如 (16) 的 凸 组 合 构成 . 
习题 6 证 明定 理 6. 
定义 ”如 果 凸 集 KK 的 子 集 EE: 
(i) E JédEz 8; 
(ii) %4 E PRA s 可 以 表示 为 z = 时 2 (yzeK) i, y Al > 都 属于 E, 则 称 
Ej K 的 一 个 极 子 集 . 
只 包含 一 个 点 的 极 子 集 称 为 K 的 极 值 点 . 
i K 是 区 间 {zx :0<a <1}. 区 间 的 两 个 端点 是 五 的 极 值 点 . 


K 
例 2 设 天 是 闭 圆 盘 


{(z,y):2?+y? <1}. 
圆周 ((,u) :232 -y? — 11 上 的 每 一 个 点 都 是 KK 的 极 值 点 . 


例 3 [oi] Zt 


(aria +y? <1} 


没有 极 值 点 . 

例 4 Xt K 是 多 面体 (包含 所 有 的 面 ). K 的 面 、 边 、 顶 点 和 KK 自身 都 是 K m 
子 集 . 

定理 7 RKA-S+OGR ERK ORFREAPFR ERSTE MPAK YH 
极 子 集 . 


习题 7 证明 定理 T. 
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定理 8 AM 是 从 线性 空间 X 到 线性 空间 U 的 一 个 线性 映射 . E OK XOU 的 一 

MGF È, E Æ KATR, I ENWERATERTK 的 逆 象 的 一 个 极 子 集 . 

习题 8 证 明定 理 S. 

习题 9 ”举例 说 明 极 子 集 在 线性 映射 下 的 象 未 必 是 象 的 极 子 集 . 
当 线 性 空间 U 是 一 维 的 时 候 , 我 们 得 到 如 下 推论 . 

推论 8 jk HARMS X 的 一 个 丁子 集 ,& 是 从 天 到 下 的 一 个 线性 映射 , Hain 

和 Haa DEATH 中 使 得 2 达到 最 小 值 和 最 大 值 的 点 构成 的 集合 . 

断言 当 Hase Hmax FZ, CMA H 的 极 子 集 . 
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2.1 ”线性 映射 生成 的 代数 


由 第 1 章 我 们 知道 , 如 果 从 线性 空间 X 到 同一 个 数 域 上 的 另 一 个 线性 空间 U 
的 映射 M: xX U 是 一 个 代数 同 态 , 即 
M(x + y) = M(x) + M(y), 
M(kz) = k M(x), (1) 
WRK M ÆA X BU 内 的 线性 映射 . 本 节 只 考虑 由 纯 代 数 结构 (1) 所 决定 的 线性 
映射 的 性 质 , 而 对 线性 空间 X ILU 不 加 任何 拓扑 上 的 限制 . 
A X FU 内 的 两 个 线性 映射 M 和 的 和 与 标量 乘法 分 别 定 义 为 
(M+ N)(z) = M(x) + Nx), (2) 
(kM) (x) = kM(«). (3) 
这 使 得 从 和 到 U 内 的 所 有 线性 映射 构成 了 一 个 线性 空间 . 我 们 把 这 个 空间 记 
为 A(X,U). 给 定 两 个 线性 映射 M: X = UM N:U >W, 我 们 定义 这 两 个 映射 
的 复合 


(NM)(z) = N(M(z)) (4) 
为 它们 的 乘积 . 由 于 映射 的 复合 满足 结合 律 , 线性 映射 的 复合 也 满足 结合 律 . 我 们 
将 会 看 到 , 映射 的 复合 不 满足 交换 律 . 
从 现在 开始 , 我 们 省 略 括号 而 把 线性 映射 M 在 > 上 的 作用 表示 为 
M(x) = Mz. 
这 个 符号 表明 映射 M 在 > 上 的 作用 是 一 种 乘法 . 事实 上 , (1) 和 (2) 说 明 这 种 乘法 
满足 分 配 律 . 
习题 1 验证 两 个 线性 映射 的 复合 仍 是 线性 映射 而 且 满 足 分 配 律 : 
M(N+ K)= MN+ MK, 
(M+ K)N= MN+ KN. 


EN GA X AU 的 映射 M 把 XX 一 对 一 地 上 映 到 上 上, 则 称 M J&vr3é 63. 
车 MT, 则 它 的 逆 M71 满足 
M` M= Ix, MM '=I, 
这 里 Ix 和 Ip 分 别 表示 X MU 上 的 恒 等 映射 . FM 是 线性 映射 , 则 M 也 是 
线性 映射 . 
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定义 ”被 M 映 为 零 的 点 构成 的 集合 称 为 M 的 零 空间 , WA Nm. X 在 映射 M 下 
的 象 称 为 M 的 值 域 , WA Rm. 

定理 1 设 M: 针 一 U 是 一 个 线性 映射 . 

EB Ny 是 X 的 线性 子 空间 , 值 域 Ry XOU 的 线性 子 空间 . 

M 是 可 逆 的 当 且 仅 当 Ny = (0) E Rm =U. 

M 把 商 空间 X/Nm 一 对 一 地 映 到 Ru E. 

#M:X- UK: U-W ARTEN, 则 它们 的 乘积 也 是 可 送 的 , 并 
且 


(KM)t= M HK”. 
(v) 若 KM 是 可 逆 的 , 则 Nm = {0}, Re =W. 


习题 2 ”证明 定理 1. 


我 们 注意 到 , 34 X =U =W 均 为 有 限 维 时 , 乘积 NM 的 可 道 性 意味 着 N 和 
M 都 是 可 逆 的 . 但 是 在 无 限 维 的 情形 下 此 结论 不 成 立 . 例如 , Ye X 是 由 所 有 无 穷 
序列 


r= (a1, a2, >) 
构成 的 线性 空间 , 定义 RAL 分别 为 右 平移 和 左 平移 : Re = (0,a1,a2,:…), Le = 
(a2,a3,:--). WR, LR 是 恒 等 映射 , 但 是 RR 和 工 都 不 可 首 , 而 且 RL 也 不 是 恒 等 
映射 . 
我 们 现在 给 出 与 线性 空间 X 到 自身 内 的 映射 
M:X—X 


有 关 的 一 些 有 用 的 记号 和 结果 . 
ii N; 是 MW j ORIN ZN: 


N; = Nui. (5) 
定理 2 由 (5) 式 定 义 的 子 空间 Ni 满足 : 
对 所 有 的 Ny C Nyaa (6) 
且 
对 所 有 的 j, dim(N;/N; 4) > dim(Nj41/N)). (7) 


WEBB (6) 是 (5) 的 直接 推论 . 为 证 (7), 我 们 首先 证 明 M 把 IN; /N; 一 对 一 
地 映 到 Nj/Nj_1 内 . 为 此 , 注意 到 Nyy1/N; 的 一 个 非 零 元 由 属于 Nj 但 不 属于 
N; 的 一 个 点 z RR. 显然 , Mz 属于 Ny 但 不 属于 Nj, 这 证 明了 M 把 Nj41/N; 
一 对 一 地 映 到 N;/N;-. 内 . 由 此 可 知 , WiHiAN 和 N/N 的 一 个 子 空间 同 构 , 从 
而 (7) 式 成 立 . 当 Nj41/N; 是 无 限 维 时 , N/N- 也 是 无 限 维 的 . 


下 面 的 结论 是 (7) 式 的 直接 推论 . 
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定理 2/ 若 存 在 i 使 得 
Ni = Nişi, (8) 
则 对 所 有 的 > 
Ni = Np. (8) 
EN We Y 是 线性 空间 X 的 一 个 线性 子 空间 . FRIERI M :和 一 和 把 了 映 
BY rn, WRK Y 是 M 的 一 个 不 变 子 空间 . 
定理 3 设 Y 是 线性 映射 M :和 一 X 的 一 个 不 变 子 空间 . N 
(i) M 可 以 自然 地 视 为 X/Y 一 X/Y 的 一 个 映射 ; 
(ii) 车 映射 


M:Y >Y fe M:X/Y 5 X/Y 
均 是 可 逆 的 , 则 M: X 5 X 4, vp 3 69. 
证 明 “我们 把 G) 的 证 明 留 给 读者 . 在 (ii) 中 , 我 们 首先 证 明 M: X X 的 
零 空 间 是 平凡 的 . 为 此 , 假设 


Mz=0. 

PE M:X/Y > X/Y 的 零 空 间 是 平 几 的 , 故 > BT Y. 但 是 M :并 一 了 的 
空间 也 是 平凡 的 , 故 z = 0. 

下 面 我 们 证 明 M: x o x ÆRA ER, 即 对 X 中 每 个 uo, 
M zo = uo (9) 

都 有 一 个 解 zo. 为 此 , 我 们 分 两 步 解 方程 (9). 首先 我 们 解 同 余 式 

Mx = uo(mod Y), 

由 于 M 把 X/Y REY X/Y E, 这 是 可 解 的 . 设 zi 是 解 所 在 等 价 类 中 的 一 个 元 素 ， 
即 zi 满足 


— 


Mz,-—ugo-cz, z € Y. 
因此 (9) 的 解 co 是 
£o = £1 — Y, 
这 里 , y 是 方程 
My = z 
Tr Y 中 的 解 . 由 于 假设 M 把 Y 映 到 Y E, 这 样 的 解 y 是 存在 的 . 


我 们 注意 到 , 虽然 MEY M X/Y 上 的 可 逆 性 保证 了 MM 在 X 上 的 可 逆 性 ， 
但 是 此 命题 的 逆 在 无 限 维 空间 的 情形 下 不 成 立 . 例如 , dx X EHER 上 所 有 的 有 界 
连续 函数 构成 的 线性 空间 , S. 是 移 位 算 子 
(Sz)(t) = z(t — 1), 
是 由 在 负 实 轴 上 为 零 的 函数 z(t) 构成 的 子 空 间 . 显然 , Y 在 移 位 算 子 作用 下 是 
不 变 的 , 同样 很 明显 , S 在 X 上 是 可 逆 的 , 其 逆 为 左 单位 移 位 . 但 是 8 EY 上 和 


10 第 2 章 线性 映射 


X/Y 上 都 不 是 可 逆 的 : 在 Y 上 它 的 值 域 由 所 有 当 上 和 工时 取 值 为 零 的 函数 z(t) FJ 
成 , 在 X/Y 上 它 有 非 平凡 的 零 空间 . 


习题 3 S dE X/Y 上 的 零 空间 是 什么 ? 
第 25 章 将 会 构造 不 变 子 空间 . 这 里 , 我 们 把 下 列 有 用 的 事实 放 在 一 起 ， 


定理 4 设 M :总 一 和 是 一 个 线性 映射 

(i) *F X 中 任意 的 y, 集合 {p My :2 是 任意 的 多 项 式 } 是 M 的 不 变 子 空间 . 

(ii) 设 卫 :和 一 X 是 线性 映射 且 了 与 M 可 交换 : TM = MT, W THRE 
间 是 M 的 不 变 子 空间 . 

证 明 (i) 的 证 明基 于 如 下 事实 : 若 p(M) 是 多 项 式 , 则 Mp(M) 也 是 多 项 

xX. (ii) 由 以 下 事实 得 出 : MM TRH z 在 工 的 零 空 间 中 , BD Tz = 0, N 

TMz = MTz = M0 = 0. 


2.2 ”线性 映射 的 指标 


下 面 一 组 定理 描述 了 一 类 重要 的 特殊 映射 
定义 “ 若 线性 映射 G 的 值 域 是 有 限 维 的 , 即 
dim Re < oo, (10) 


则 称 G 是 退化 的 . 
定理 5 退化 映射 在 如 下 意义 下 构成 了 一 个 理想 . 
(i) 两 个 退化 映射 的 和 还 是 退化 的 . 
(ii) 在 退化 映射 的 左 端 或 右 端 来 以 任意 线性 映射 所 得 到 的 映射 仍 是 退化 的 , BP 
若 G 是 退化 的 , 则 当 MG 和 NG 有 意义 时 ,MG 和 NG 都 是 退化 的 . 


习题 4 证 明定 理 5. 


定义 WM:X SUM L:U- X RAEN, Ix 和 ;分别 是 上 和 UV 上 
的 恒 等 映 射 . 如 果 存 在 退化 映射 Gi: X X Fl Go: U UV, 使 得 
LM = Ix + G, ML=Iv+G,, (11) 

则 称 M 和 工 HAI. 
习题 5 ”证明 定理 1 后 面 描 述 的 右 移 位 和 左 移 位 在 所 有 序列 构成 的 空间 上 互 为 伪 
定理 6 

(i) X L Fe M BAA, 则 对 任意 的 退化 映射 Gi 和 Go, L+ Gi 42 M+ Go 

也 互 为 伪 逆 . 
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(ii) @M:X SU fe A:U SW Zr SV 43É LF B, I] AM fe LB £7) 
ME. 

习题 6 证 明定 理 6. 

回忆 一 下 , 线性 空间 U 的 线性 子 空 间 R 的 余 维 数 定义 为 

codim R = dim(U/R). 
定理 7 线性 映射 M :X OU AA, 当 且 仅 当 
dim Nu < co, codim Ry < oo. (12) 
证 明 ”为 了 证 明 “ 必 要 性 ”, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 


ES 车 G:X 一 X 是 退化 映射 , 则 


dim NT+G < oo, codim Rr+g < oo. (13) 
证 明 对 Nrrc 中 的 每 个 z, 有 
t+ Gr=0. 
这 说 明 
Nise C Re; 


结合 (10) XX, 这 证 明了 (13) 式 的 第 一 部 分 . 
由 定理 (iii), G 把 Z/ Ne 一 对 一 地 映 到 Re E, 故 


codim Na = dim Re. (14) 
显然 , Ic GE Ne 中 的 每 个 x 映 到 Ne 中 ; 这 说 明 Rra D Ne, 由 此 可 知 
codim Rjıc < codim Ne. (14) 


由 (14) 式 和 (14^) sh, 我 们 断定 codim Rı+c < dim Rg. 由 (10) 3X, 我 们 得 到 (13) 
式 的 第 二 部 分 . 

现在 假设 M HAMA, 则 (11) 式 成 立 . 由 (11) 中 的 第 一 个 关系 式 , 我 们 推 
出 Nm C Nra, 从 而 dim Nm € dim Nra; 结合 (13) 的 第 一 部 分 , 我 们 得 到 (12) 
式 的 第 一 部 分 . 由 (11) 中 的 第 二 个 关系 式 , Ry 2 Rra. 因此 
codim Rm < codim Rria. 
结合 (13) 中 的 第 二 个 关系 式 即 得 (12) 式 的 第 二 部 分 . 

为 了 证 明 “ 充 分 性 ”, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 9 线性 空间 X 的 每 个 子 空间 N 都 有 一 个 补 子 空间 Y, 即 存在 X 的 子 空间 
Y 4247 X=NOY. 这 意味 着 X 中 的 每 个 r 都 可 以 唯一 地 分 解 为 

T=n+y, nen, yey. (15) 


证 明 考虑 X 的 所 有 与 N 的 交 为 (0) 的 子 空间 Y 构成 的 集 族 F, 在 多 中 
用 集合 的 包含 关系 定义 偏 序 . F 的 每 一 个 全 序 子 集 (Q5) 均 以 所 有 Y; 的 并 为 上 界 . 
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Zorn 引 理 说 明 , 在 多 中 存在 一 个 最 大 元 Y; Y 显然 满足 引 理 中 的 性 质 . 如 果 某 个 
a 不 能 表示 成 (15) 的 形式 , 我 们 可 以 把 z 加 到 了 rp, 这 与 Y 的 最 大 性 矛盾 . 
ER, 补 子 空间 不 是 唯一 确定 的 . 在 确定 了 N 的 一 个 特殊 的 补 子 空间 Y 
后 , 通过 (15) 我 们 定义 从 和 到 N 上 的 投影 PP: 

Pr=n. 


习题 7 证 明 P 是 线性 映射 . 
习题 8 证 明 当 N 的 余 维 数 有 限时 , dim Y = codim N. 
现在 我 们 回 到 定理 7 中 “充分 性 ”的 证 明 . 由 (15) 式 可 知 , X 的 每 个 mod N 
的 等 价 类 都 恰好 包含 Y 中 的 一 个 元 素 , 而 且 这 个 对 应 是 一 个 同 构 : 
YoX/N. 
假设 M :和 一 7 满足 条 件 (12). 选取 M 的 零 空间 的 补 子 空间 Y 和 M 的 值 
域 的 补 子 空间 V: 


X=NMSY, U=RmeV. (16) 
根据 定理 105), M 把 X/Nm 一 对 一 地 上 映 到 Rm E. 由 于 X/Nm 与 Y 同 构 , 故 


M:Y Hw 


ETÉ. 记 其 逆 为 MC! 并 定义 映射 K 如 下 : 


1 
Kr | M x, TE Ru, (17) 
0, rev. 
利用 (16) sh, 我 们 可 以 把 K 延 拓 到 整个 U E. BA, 
A I, 在 Y E, We I, ÆRm t, (17) 
0， 在 Nm 上 ， 0， 在 V 上 


把 (17) EHEN 


KM=I-P, MK-I-Q, 
KE, P Æ X SN 上 的 投影 , Q 是 U BV 上 的 投影 . 由 此 可 知 , KM M 在 (11) 
式 意义 下 互 为 伪 逆 . 由 于 P Q 是 退化 的 , 这 就 完成 了 定理 7 的 证 明 . 
定义 设 M:X 一 7 是 有 伪 逆 的 线性 映射 . BR 

ind M = dim Nm — codim Rm (18) 


为 映射 M 的 指标 . 

由 定理 7, 这 个 定义 是 有 意义 的 . 

定理 10 i M: X —U dfe L:U 一 W 是 两 个 有 伪 逆 的 线性 映射 , 则 乘积 LM 
有 伪 逆 且 
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ind(LM) = ind L+ind M. (19) 

证 明 ”由 定理 Qu) 可 知 , LM 有 伪 逆 . 为 证 (19) R, 我 们 以 正 合 列 作为 计数 

手段 

定义 给 定 线性 空间 Vo, Vi, VY V, 和 线性 映射 T; i Vj — Vig. 4 T; 的 值 域 是 
T ji 的 零 空间 , 则 称 


To T, "D T. 4 


Vo Vi 


是 一 个 正 合 列 . 
引 理 11 假设 在 上 面 的 正 合 列 中 , 每 个 V 都 是 有 限 维 的 , mE 


dim Vo = 0 = dim Vp, (20) 
则 
y (-1)7dim V; = 0. (20^) 
证 明 GV, AA 
Vi = Nj @ Y;, 
这 里 Nj 是 Tj 的 零 空 间 , Y 是 N; 的 补 子 空间 . 正 合 的 条 件 说 明 T; AE Y; IN; Qa 
之 间 的 同 构 . 由 于 dim V; = dim Ni + dim Yj, it 
dim V; = dim N; + dim Njj4, Oj <n-1. (21) 
根据 (20), 
dim No = 0, dim V1 = dim N 1. (21’) 


将 (21) 和 (21^) 代入 (20) 的 左边 就 证 明了 交错 和 为 零 . 

为 了 证 明定 理 10, 我 们 构造 下 面 的 正 合 列 : 

0> Nm EN SE Nr SOU/RM WORT We > 0. (22) 
映射 Ip 把 Na 等 同 为 Nom 的 一 个 子 空 间 . Q 是 把 U 中 的 点 映 到 包含 它们 的 
U mod Ru 的 等 价 类 的 自然 映射 . E HEW mod Rem 的 等 价 类 映 到 mod Ry 的 
等 价 类 的 映射 . 
习题 9 ”验证 (22) 是 一 个 正 合 列 . 

我 们 把 关系 (20) 应 用 到 正 合 列 (22) E, 此 时 

Vo 20, Vi= Nu, V2=Nim, Va — Nr, 
Va =U/Rm, Vs =W/Rim, Vo — W/Rp, V; —0. 
利用 余 维 数 的 定义 , 我 们 把 (20) 写 为 
dim Nm — dim Nr + dim Nr, — codim Rm + codim Rp — codim Rz = 0. 

利用 指标 的 定义 (18), 我 们 得 到 了 指标 的 乘积 公式 (19). 

下 面 的 结果 称 为 指标 的 稳定 性 . 
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定理 12 设 M:XX 一 U 是 有 伪 逆 的 线性 映射 , G: X U 是 退化 的 线性 映射 , 则 
M+ GAA, E 
ind (M+ G) = ind M. (23) 
WEBB ”我 们 首先 验证 (23) AH U = X A M = 了 时 成 立 . 为 此 , 我 们 需要 下 
面 的 引 理 . 
引 理 13 ik X 是 一 个 线性 空间 , KX OU AA X BU AMAA. 
ik Xo 是 X 的 一 个 余 维 数 有 限 的 线性 子 空间 , 则 KE Xo 上 的 限制 Ko: Xo — U 
有 伪 逆 , E 


ind Ko = ind K — codim Xo. (24) 
WEBB 把 Ko 分 解 为 
Ky = KIo, (24') 
这 里 Ip: Xo 一 X RABUN. 显然 , Nj, = (0), Rr, = Xo, 于 是 
ind Ip = —codim Xp. (25) 


现在 对 (24) 应 用 乘积 公式 (19) 即 得 (24). 


设 G:X 3X 是 一 个 退化 的 映射 ; 令 K:Xo X N 


K=-I+G. (26) 
显然 , 了 是 KB. w Xo 为 G 的 零 空 间 ; 
Xo = Ne. (27) 


根据 (14), Xo 的 余 维 数 有 限 . 因为 G 在 Xo LA, KE Xo 上 的 限制 Ko EAA 
映射 Tp. 因此 , 由 (25) XX, 
ind Ko = ind Ip = —codim Xo. 
里 13. 由 (24), 
ind Ko = ind K — codim Xo. 
由 上 述 最 后 两 个 关系 式 可 知 , 对 形 如 (26) 的 每 个 K, 
ind K=0. (28) 
这 在 MT= 工 的 情形 下 证 明了 (23) XX. 
MER M 为 有 伪 逆 的 任意 映射 , 用 L:Uo X 表示 M WINE. 由 定义 ， 
LM=K=I+G, 
这 里 G' 是 一 个 退化 的 映射 . 由 (28) XX, 
ind (LM) = ind (I + G^) =0. (29) 
利用 乘积 公式 (19), 由 (29) 知 


对 K MAIS 


H 


ind L 2 —ind M. (30) 
正如 我 们 在 定理 6(i) 中 看 到 的 , 对 退化 的 G, L 也 是 M +G KAX. 因此 , 再 次 
利用 (30) 式 , 我 们 得 到 
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(30°) 


ind L = —ind (M + G). 


结合 (30) 和 (30), 我 们 得 到 了 (23) X. 


注 记 
本 章 的 第 一 部 分 是 标准 的 . 非 标准 的 内 容 如 下 . 

(i) 有 伪 逆 的 线性 映射 的 指标 的 概念 , 定理 T. 
(i) 指标 的 乘积 公式 , 定理 10. 
(ii) 指标 在 退化 映射 摄 动 下 的 不 变性 , 定理 12. 
奇怪 的 是 , 这 些 线性 代数 的 结果 最 早 来 源 于 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 映射. 
它们 的 成 立 不 依赖 于 拓扑 结构 的 存在 , 所 以 很 具有 普遍 性 . Donald Sarason 第 一 次 
FE 合 列 给 出 的 证 明 属 于 Sergiu 


在 论文 中 给 出 了 可 乘 性 的 结论 及 其 证 明 ， 这 里 利用 了 
Klainerman. 


参考 文献 
Sarason, D., The multiplication theorem for Fredholm operators. Am. Math. Monthly, 


94(1987): 68-70. 


第 3 章 Hahn-Banach 定理 


3.1 延 拓 定理 


Hahn-Banach 定理 由 于 它 的 简单 性 及 由 其 导出 的 意义 深远 的 结果 而 著名 ， 它 
处 理 线性 泛 函 的 延 拓 . 
EX We 是 数 域 上 的 线性 空间 X 到 下 的 一 个 映射 . 如 果 对 X 中 任意 的 zx,y， 

f(x + y) = L(x) + L(y); 


XSHERH) EF, 


K(kz) = RO, 
MARC 是 X 上 的 一 个 线性 泛 函 . 
在 本 节 中 , 我 们 主要 研究 实 线性 空间 和 实数 值 的 线性 泛 函 . 
定理 1(Hahn-Banach Æ) iX X 是 实 线性 空间 ,p X 上 的 一 个 实 值 函 数 且 
p 满足 下 列 性 质 . 
(i) EAM: 对 X 中 的 每 个 m, 


Va > 0, p(ax) = ap(x). (1) 
(ii) 次 可 加 性 : 对 X PHAR eA y, 
ple + y) < p(x) + p(y). (2) 
BY E x HAREP ES, CRY 上 定义 的 受 p 控制 的 一 个 线性 泛 函 : 
对 YY PAHI y, (y) < ply). (3) 
断言 《可 以 延 拓 为 X 上 的 受 p 控制 的 线性 泛 函 ( 仍 记 为 0): 
对 入 中 所 有 的 x, C(x) < ple). (3^) 


证 明 ANY 不 是 整个 X, 则 在 X 中 存在 z 不 属于 Y. HE Z 表示 和 和 > 
的 线性 张 , 即 由 形 如 


ytaz, yeY, acR 
的 点 构成 的 集合 . 我 们 的 目标 是 把 4 延 拓 为 Z 上 的 一 个 线性 泛 函 , 使 得 (3) 对 2 
中 的 x 都 成 立 , 即 对 Y 中 所 有 的 y 和 所 有 的 实数 a 都 有 
L(y + az) = (y) + at(z) < p(y + az). 
(3) Al, 上 述 不 等 式 对 a = 0 成 立 . 由 于 p 是 正 齐 性 的 , 我 们 只 需 证 明 上 面 的 不 
等 式 对 a = +1 INA: 
L(y) + £(z) < ply + z), L(y’) - Lz) < ply’ — 2). 


de 下 
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这 等 价 于 对 YY 中 所 有 的 y Ay’, 均 有 


L(y’) — ply’ — z) < (z) < ply + z) — Lly) (4) 
成 立 . 这 样 的 &(z) EXE, 当 且 仅 当 对 节 中 任意 的 y RU y, 
(y) — ply’ — z) < ply + z) — L(y). (5) 
此 即 
tly’) - (y) = £y +y) < ply +z) + ply! — 2). (5) 
HF y+y! BT Y, (3) 式 成 立 ; 
Ly’ +y) < ply +y’). (6) 


FH p 的 次 可 加 性 ， 
ply +y) ^ p(y - z t y' — z) < ply + z) * p(y — 2). (7) 
(6) 和 (7) 合 在 一 起 给 出 了 (5) sh, 这 证 明了 我 们 可 以 把 L 延 拓 到 Z E, 所 以 (3^) 
仍然 成 立 . 
F = {(Z, 0: Z 是 包含 Y 的 线性 空间 ， 
LE Z 上 的 延 拓 (TUN Cie SE). 


在 F 上 定义 偏 序 ee 


意味 着 Z 包含 Z, riz 上 的 限制 与 4 相等 . 

设 {Z,,4} Æ F 的 一 个 全 序 子 集 . 我 们 在 2 = UZ 上 定义 £ lE Z, EN 
限制 与 6, 相等 . 显然 ,上 在 2 上 满足 (3); 同样 显然 , 对 所 有 的 v, (Zo 6) < (Z, 0). 
这 说 明 多 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 . 因此 根据 Zorn 引 理 , 多 中 存在 一 个 最 大 的 
延 拓 . 但 是 根据 前 面 的 证 明 , 最 大 的 延 拓 所 对 应 的 线性 空间 2 一 定 是 整个 空间 X. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


3.2 Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 


尽管 Hahn-Banach 定理 的 证 明 是 非 构造 性 的 , HB 定理 仍 有 大 量 非常 具体 的 应 
H. 其 中 最 重要 的 应 用 之 一 是 关于 凸 集 的 分 离 定理 , 有 时 也 称 为 Hahn-Banach 定理 
的 几何 形式 . 
定义 WN 是 一 个 实 线性 空间 , SEX 的 子 集 . 如 果 对 x 中 任意 的 v, 存在 一 个 
依赖 于 y 的 e, 使 得 
对 所 有 满足 |t| <e 的 实数 t，zo++ty€5, 


设 KK 是 有 一 个 内 点 的 凸 集 , 不 妨 设 此 内 点 为 原点 . 用 pk 表示 K 关于 原点 的 
FEAL: 
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pr(a)=inffa|a>0,2eK}. (8) 
由 于 假设 原点 是 K 的 一 个 内 点 , 对 每 个 m, 
DK(Z) < oo. 


定理 2 在 实 线性 空间 X P, SRK 的 度 规 pk 满足 正 齐 性 和 次 可 加 性 . 
证 明 由 定义 (8), 即使 K 不 是 凸 的 , 正 齐 性 也 成 立 . 为 证 次 可 加 性 , 设 zx 和 
y 4E X 中 的 任意 两 点 , a 4 b 是 正 数 , 使 得 
ze K, EK. (9) 
正如 第 1 章 定 义 的 那样 , K 的 凸 性 意味 着 K 中 点 的 任意 凸 组 合 属于 K. 我 们 取 
xja f y/b 的 凸 组 合 , 权 分 别 是 a/(a +b) 和 b/(a +b). 它们 是 和 为 1 的 非 负数 . EU 
a zc b oy „24% 
a+ba » a+bb a+b 
HT (c y)/(a4- b) EF K, 根据 定义 (8, py(z--y) «ao. 由 于 这 对 满足 (9) 的 
所 有 正 数 a Al b 均 成 立 , 故 有 
pK(T+Y) <inf (a+b) = inf a +inf b = p(x) + px(y), 
在 最 后 一 步 我 们 又 一 次 用 到 (8). 这 就 证 明了 pr 的 次 可 加 性 . 


定理 3 AK AOR. 


K. 


ZxEeK, N p(x) <1. (10) 
PK(T) <1 舍 z 是 的 一 个 内 点 . (10^) 
证 明 (10) 是 px 的 定义 (8) 的 卫 接 结论 . 


习题 1 证 明 (10^). 


定理 3 的 逆 命题 也 是 对 的 . 
定理 4 设 p 是 实 线性 空间 X 上 的 一 个 满足 正 齐 性 的 次 可 加 函数 . 


(i) 满足 
p(z) «1 
的 点 x 构成 的 集合 是 X 的 西子 集 且 0 为 其 内 点 . 
(ii) 满足 
p(x) <1 


的 点 x 构成 的 集合 是 X 的 凸 子 集 . 
习题 2 ”证明 定理 4. 


现在 我 们 给 出 超 平面 的 定义 . 假设 4 是 一 个 不 恒 等 于 0 的 线性 泛 函 , 对 任 
Be X 中 所 有 的 点 « 属于 且 只 属于 下 列 3 个 集合 中 的 一 个 : 


Ed 


将 
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{x: Lx) <c}, {x: l(a) =ch}, {x: Lx) > ch. 
所 有 满足 
l(a) =c 
的 点 z 构成 的 集合 称 为 超 平 面 ; 满足 (a) < c(BK C(x) > c) 的 点 z 构成 的 集合 称 为 
开 的 半 平 面 . 满足 
l(zZ)>c 或 f(z)«c 
的 点 构成 的 集合 称 为 闭 的 半 平 面 . 
定理 5( 超 平面 分 离 定理 ) 设 开 是 实 线性 空间 X 的 一 个 非 空 西子 集 且 K 中 的 每 
个 点 都 是 内 点 . 则 不 属于 数 域 K 的 任意 点 y 都 可 以 通过 超 平面 U(x) =c 与 KA 
B, 即 存在 依赖 于 y 的 线性 泛 函 ,使 得 
Va E€ K, &a)<c f(y)—c. (11) 

证 明 ”不 妨 假设 0€ K, pr 是 K 的 度 规 . 由 于 K 中 的 点 均 为 内 点 , 由 定理 3 

可 知 , 对 K 中 的 每 个 zx, px(x) «1. $ 


fy) =1, (12) 
则 7 对 所 有 形 如 ay 的 元 素 z AEX, 
Lay) =a. (12^) 


我 们 断定 , 对 所 有 这 样 的 z, 
&(z) € px(z). 

对 ax 0, HF (2) € 0 M pe > 0, 故 这 是 显然 的 . 由 于 y DE K 中 , 由 (8) A 

pr(y) > 1. 由 正 齐 性 可 知 , XJ a > 0, px (ay) > a. 

于 是 我 们 证 明了 , 在 一 维 子 空间 {ay : a e R} 上 定义 的 4 pr 控制 . 由 HB 

定理 , L 可 以 延 拓 到 整个 X ERSZ px 控制 . 由 此 以 及 (10) 可 知 , 对 K 中 任意 


化 


L(x) <pr(x) « 1. 
取 c= 1, 这 就 证 明了 (11) 的 第 一 部 分 ; (11) 的 第 二 部 分 就 是 (12) XX. 


推论 5 设 开 是 至 少 有 一 个 内 点 的 凸 集 , 则 对 不 属于 K 的 任意 y, 存在 一 个 非 零 
线性 泛 函 [, 使 得 


对 天 中 所 有 的 z，4L(z) xy). (13) 
定理 6( 广 义 超 平面 分 离 定理 ) KX 是 一 个 实 线 性 空间 , H fe MX 的 两 个 不 
ROTH, 且 其 中 至 少 有 一 个 有 内 点 , WW e M. 可 以 被 一 个 超 平面 x) = c 分 
离 , 即 存在 非 零 线性 泛 函 l 和 数 c, 使 得 对 万 中 所 有 的 wu 和 M T FOR v, 
Ku) < c < Lw). (14) 
WEBB ”根据 第 1 章 定理 5, ZE H - M — KEW. 由 于 五 或 者 M 包含 一 
个 内 点 , K 也 包含 一 个 内 点 . 
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由 于 五 和 MM 是 不 交 的 , Od K. 对 y = 0 应 用 推论 5 的 (13), 存在 一 个 线性 
泛 函 e, 使 得 


X K PERI x, La) < (0) = 0. (15) 
HY K =H- M 中 的 所 有 元 素 x IÉU x= u- ovu Æ H "n, v 在 MM 中 ), (15) 


Ku) < tv), 
取 c= sup,erl(u) 即 得 到 (14) XX. 


3.3 Hahn-Banach 定理 的 延 拓 


下 面 的 HB 定理 的 延 拓 既 实用 又 漂亮 , 此 结果 属于 R. P. Agnew 和 A. P. Morse. 
定理 7 设 X 是 一 个 实 线性 空间 , A 是 由 一 族 互 相交 换 的 线性 映射 A, XX 
构成 的 集 族 , 即 对 A 中 任意 两 个 映射 A, 和 ALL HA 

A,A, = A, Av- (16) 
Kp me X EN FH, ER MA. RY AG (AF (1) 和 (2)) BRALEB* A, 
作用 下 不 变 : 

p(A,z) = p(z). (17) 

jk Y XX &dj—^- Ae SI CRY ERST FI] 3 条 性 质 . 

(i) £ & p 控制 , Brat Y PA y, 


L(y) € p(y). (18) 

(ii) Y 在 每 个 映射 A, FRE, 即 
I Y Pay, Awy EY. (19) 

(iii) ( 在 每 个 映射 A, FRR, FP 
ap Y Pay y, (Ay) = L(y). (19^) 


断言 2 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 2 受 p 控制 (在 (18) 式 意 义 下 ), 且 在 每 个 映射 
A, FARR. 
证 明 # (17) 对 集 族 A 中 的 两 个 映射 4 和 B 成 立 , 则 对 它们 的 乘积 AB( 定 
义 为 它们 的 复合 ) 也 成 立 . 类 似 地 , A (19) 和 (19) 对 A A B 成 立 , 则 对 它们 的 乘 
AB 也 成 立 . 同样 , 若 A 和 B 与 所 有 的 A, 交换 , 它们 的 乘积 也 与 所 有 的 A, 
交换 . 因此 我 们 可 以 把 恒 等 元 T 和 A 中 元 素 的 有 限 乘 积 加 入 到 A 中 . 这 个 扩充 的 
集合 构成 了 一 个 半 群 . TE, HY A 和 B 属于 这 个 半 群 , 则 它们 的 乘积 AB 也 属于 
这 个 半 群 . 从 现在 开始 , 我 们 假设 A 是 一 个 乘法 半 群 . 
我 们 在 X 上 定义 一 个 新 的 函数 9 为 
g(x) = inf p( Cz), (20) 
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这 里 C 是 4 中 映射 的 一 个 凸 组 合 , 即 形 如 
C= M a; Aj, a; > 0, >》 oj =, A, ATA 
AU. 由 于 A 是 半 群 , A 中 映射 的 凸 组 合 的 乘积 仍 是 A 中 元 素 的 凸 组 合 . 


由 次 可 加 性 、 齐 性 和 不 变性 (17), 我 们 得 到 
p(€z) =p (So ajAje) < X a;p(Aje) = pla), (21) 
由 于 在 (20) 中 我 们 可 以 取 C 为 恒 等 元 , 故 
g(x) < p(x). (21^) 
因为 bp 是 正章 性 的 , 由 (20) 知 g 也 是 正章 性 的 . 下 面 证 明 9 是 次 可 加 的 . 


we M y æ X PIERR. 由 定义 (20), 对 任意 e > 0, 在 映射 4 的 凸 包 中 
存在 映射 C 和 DD, 使 得 


p(Cx) < g(x) +e, p(Dy) < gly) +€. (22) 
对 映射 CD 应 用 (20) st, 由 于 CH DH, 我 们 得 到 
glz +y) < p(CD(x + y)) = p(DCz + CDy). (23) 
利用 次 可 加 性 和 (21) 3X, 可 以 看 到 (23) 式 右 端 满足 
p(DCz) + p(CDy) < p(Cx) + p(Dy). (24) 


利用 (22) 式 去 估计 (24) sh, 我 们 断定 
gz +y) < g(x) + gly) +28, 

由 于 e 是 任意 的 , 9 的 次 可 加 性 成 立 . 

根据 (19), Y 上 的 2 在 每 个 AL 的 作用 下 是 不 变 的 , 因此 , 对 .4 中 映射 的 任意 
"ar C 和 YY 中 的 任意 元 素 y, 

(Cy) = t (Y aj Ayy) = Y tliy) = D> atly) = €). 

(19) 式 知 , Æ y BF Y, 则 Cy EEF Y. 对 Cy 应 用 (18), 我 们 得 到 , 对 站 中 
的 y, 


((Cy) € p( Cy). 
由 于 已 经 证 明了 (Cy) = (y), WA 
L(y) < p( Cy). 
g 的 定义 (20), 对 Y 中 所 有 的 y, 
f(y) < gly). (25) 
现在 应 用 Hahn-Banach 定理 证 明 , 《 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 (25) 式 成 立 . 
我 们 断言 , 在 (19) 式 意 义 下 , 这 样 延 拓 的 《 在 A 中 所 有 映射 A 作用 下 是 不 变 的 . 
对 A 中 任意 A 和 任意 自然 数 n, 我 们 定义 C, — 1 AI 由 于 A 是 半 群 , 故 
Cn 属于 A 的 凸 包 . 根据 几何 级 数 的 基本 公式 , C, (I-A) = +(I- A"). 
Wa 是 X 中 任意 点 , Hg 的 定义 (20) 式 可 知 ， 
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g(a — Az) < p( C, (s — Az) = p(C,(T- A)2) = Lp(z ~ hn (26) 


在 最 后 一 步 中 我 们 用 到 了 几何 级 数 的 公式 以 及 p 的 正 齐 性 . 由 次 可 加 性 和 (17), 我 
们 推出 


pz — A2) < 7 p(z) + p(-A"2)] = Žila) + Pla) 


结合 (26) 式 , 我 们 得 到 


g(x — Ax) < pl) + (-2)]. (26?) 
4 n oo, 由 于 (26) 右 端 趋 于 0, 
g(a — Ax) <0. (27) 
由 于 g 控制 , 由 (27) 可 知 ， 
f(x — Ax) <0. 
l 的 线性 意味 着 对 所 有 的 x, 
l(a) <l(Ax). (27) 


以 -xz 代替 z, 我 们 得 到 

L(—x) < £(—Az), 
这 正好 是 不 等 式 (27) 相反 的 不 等 式 . 故 (277) 中 等 号 成 立 , 即 4 在 每 个 A 下 不 变 . 
上 面 的 构造 可 知 2 受 9 控制 , 从 而 由 (21) All £ p 控制 . 


习题 3 EH: 若 条 件 (17) 改 为 p(4z) € p(x), 定理 7 仍 成 立 . 
我 们 最 后 给 出 HB 定理 在 复线 性 空间 情形 下 的 一 种 形式 , 它 来 自 于 Bohnen- 
blust 和 Sobczyk, 以 及 Soukhomlinoff. 
定理 8 设 久 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,p OX LH FA, 它 满足 下 列 性 质 . 
G) 对 所 有 的 复数 a de X 中 任意 的 c, 
plaz) = |a[p(z); (28) 


(ii) 次 可 加 性 ， 
plz +y) < p(x) + ply). 
jk Y € x &dj—^ AX AE ZA, CRY 上 的 一 个 线性 泛 函 且 035 
Ku) <p), yey. (29) 
断言 0 可 以 延 拓 到 整个 X E, 使 得 (29) EX 上 仍 成 立 . 
证 明 把 2 分解 为 实 部 和 虚 部 : 
L(y) = 41 (y) + ila (y). (30) 
显然 , & 和 lo 是 实 线性 的 且 
L (iy) = —bo(y). (31) 
RER, E 4 是 实 线性 泛 函 , 则 
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l(a) = &à(x) — i6 (ix) (31’) 
是 复线 性 的 . 
现在 我 们 延 拓 £. 由 (29) 和 (30) 可 知 ， 
f(y) < ply). (32) 


根据 实 HB 定理 , 4, 可 以 延 拓 到 整个 x 上 使 得 (32) 成 立 . Æ X 上 用 (30) EX. 
显然 , 是 复线 性 的 , 我 们 断定 (29) 也 成 立 . 为 此 , 记 
(tz) =ar, r 是 实数 ，|a| = 1, 


则 


\€(x)| =r =a (x) = (atr) = 4 (atr) € pa lz) = p(x). 
这 完成 了 复 HB 定理 的 证 明 . 


Gerard Buskes 在 他 的 综述 性 文章 中 给 出 了 HB 定理 的 历史 


u 


顾 和 现代 形式 . 
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第 4 章 Hahn-Banach 定理 的 应 用 


4.1 JEREZ eR AREA 


WS 是 任意 抽象 的 集合 , B= B(S) 是 S 上 所 有 有 界 的 实 值 函数 构成 的 集 
合 , 即 满足 


la(s)| <c, Vse S$ (1) 
的 函数 构成 的 集合 . B 是 一 个 实 线性 空间 . 
B 中 元 素 之 间 存 在 一 个 自然 的 偏 序 : zx < y 意味 着 对 S 中 所 有 s 均 有 z(s) < 
y(s). 4$ x > 0, WRK x 为 非 负 函数 . 
WY 是 B 的 包含 某 些 非 负 函数 的 线性 子 空间 , Ce 是 了 上 的 线性 泛 函 . 如 果 对 
Y 中 所 有 的 非 负 函数 y, IH L(y) > 0, 则 称 £ 是 正 线性 泛 函 . 每 个 正 线性 泛 函 2 都 
是 单调 的 : 


yı Syz 意味 着 Uyı)<ly). (2) 
定理 1 设 Y 是 B 的 一 个 线性 子 空间 且 包 含 一 个 大 于 菜 正 常数 (不 妨 设 为 1) 的 
BAK yo: 
Vs € S, 1< yo(s). (3) 
w læ Y 上 的 一 个 正 线性 泛 函 . 
断言 《 可 以 延 拓 为 整个 B 上 的 一 个 正 线性 泛 函 . 
证 明 在 BB 上 定义 函数 p 如 下 : 对 BP WER z, 


p(r)— au (4) 
因为 由 (1) 和 (3) 可 知 
—cyo € t S cyo, (5) 


这 说 明 (4) AP inf 是 定义 在 一 个 非 空 集合 上 的 ， 从 而 函数 p 是 良 定 义 的 ; 而 
H. p(x) € cl(y), 这 里 c 是 满足 (1) 的 任意 常数 .最 小 的 这 样 的 常数 是 c = 


supses|z(s)|， 由 (5) 可 知 , 任意 y 2 z 满足 -cyo < x € y， 由 于 是 线性 的 
是 正 的 , 对 这 样 的 y, 由 (2) 可 知 -cl(yo) < L(y), 从 而 由 (4), 
—cl(yo) < p(x). (6) 


引 理 2 由 (4) 定义 的 函数 p 是 
(i) 正 齐 性 的 . 
(ii) 次 可 加 的 . 
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(iii) 负 的 , 对 x « 0, p(x) < 0. 
(iv) 对 YY 中 的 x, p(x) = ((x). 
证 明 
(i) 由 定义 , 2 < y 意味 着 对 a > 0, az < ay. 正 齐 性 由 定义 (4) 可 得 . 
(i) Way 和 x. 是 B 中 任意 两 个 函数 , yi 和 yo HEY 中 满足 
zı SY, TX2<Y2 
的 任意 两 个 函数 . 此 两 式 相 加 得 到 zi 十 x2 <y ty M p 的 定义 (A), 
p(zı+22)= inf Zl(y) < inf L(y1 + y2) 


ZT1+7X2<Yy zı Sy1,02SYy2 
= inf (yi)+ inf L(y2) = plaı) + p(22). (7) 
zı yı z2 [y2 


XUE f p 是 次 可 加 的 . 
(iii) 假设 x < 0, 则 在 (4) 式 右 端 取 inf 时 让 y = 0 是 容许 的 , SK ple) < £(0) = 0. 
这 证 明了 (iii). 

(iv) 假设 xz EF Y, 由 (2) 知 , zx € y 意味 着 C(x) < L(y), 
代入 (4) 给 出 ple) = C(x), (iv) 得 证 . 
由 引 理 2 知 , 我 们 可 以 应 用 Hahn-Banach 定理 将 4 延 拓 到 整个 B E, 使 得 4 


IK 


y =x 时 取 等 号 . 


vr € B, l(a) < p(x). (8) 
假设 z <0. 由 (iii), p(z) < 0, 故 由 (8), 
对 xz<0,，Z(z) <0. (9) 


这 证 明了 是 正 的 , 定理 1 证 毕 . 


定理 1 是 Mark Krein 的 一 个 非常 一 般 的 定理 的 特殊 情形 ， 参 看 Kelley 和 
Namioka 的 书 第 20 W. 


4.2 Banach 极限 


x = (a1,a2,.…:) (10) 
构成 的 空间 . 24 B 中 的 向 量 的 加 法 和 标量 乘法 按 分 量 定义 时 , B. 是 一 个 实 线性 空 
间 . 我 们 在 B 上 定义 函数 如 下 : 对 由 (10) 给 出 的 a, 
p(x) = lim sup ay. (11) 
由 定义 可 知 p 是 z 的 正 齐 性 的 函数 , 我 们 把 p 是 次 可 加 的 证 明 留 给 读者 . 
定义 A 为 左 平移 , 即 


Ax = (ag, a3,.…). (12) 
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定义 (11) 直接 推出 p 是 平移 不 变 的 , BH 
p(Ax) = p(z). (13) 
设 Y 是 由 所 有 收敛 的 实数 列 构成 的 线性 空间 . 显然 ,Y 是 B 的 一 个 线性 子 空 
间 . 在 了 上, 我 们 定义 线性 泛 函 € 为 


L(y) = lim bn, (14) 
这 里 m 
y = (bi, bs, -). (14^) 
显然 , 0 是 线性 的 . 比较 定义 (11) 和 定义 (14), 我 们 得 到 
Vy € Y, L(y) = ply). (15) 
显然 , 平移 映射 把 Y BRE) Y 中 ; PER, LEY 上 的 作用 是 平移 不 变 的 : 
Vy € Y, (Ay) = L(y). (16) 
现在 应 用 第 3 章 定 理 7, 我 们 可 以 把 £ 延 拓 到 B 中 所 有 有 界 数 列 zx b, 使 得 


(i) £ 是 线性 的 . 
(ii) £ 是 平移 不 变 的 . 
(iii) CZ p 控制 . 
定理 3 ”对 每 个 有 界 数列 (10), 可 以 定义 一 个 广义 极限 (或 Banach 极限 ), 16% 
LIM an, 使 得 
TE () 对 收 化 数列 ,广义 极限 与 通常 的 极限 一 样 
(ii) 


LIM(a, + bn) = LIMa, + LIM bn. 
(ii) HEEM E, T ee 
LIM apk = LIM ap. 
(iv) = = 
lim inf An < LIM an € lim sup an. 
WR X} x= (a1,a2,…), 我 们 令 
LIM a, = f(x). 
(i) 由 (14) 和 (14^) 可 得 ; (ii) 表示 了 的 线性 ; (iii) 是 4 的 平移 不 变性 ; iv) 表示 了 
£ 受 由 (11) 定义 的 p 控制 , 并 应 用 到 (x) 和 L-e) E: 
-p(-2) < f(x) < p(x). 


习题 1 证 明 : EE 4.1 PPR 3 — { 正 整数 },Y 是 收敛 数列 构成 的 空间 ,4 由 
(14) AEX, 则 由 (4) 给 出 的 p 和 由 (11) 定义 的 p 相等 . 


习题 2 证明: 我 们 可 以 选择 一 个 Banach WIR, 使 得 对 任意 的 Cesaro 可 加 和 的 有 
界 数列 (ci1,c2,…), HA 
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LIM Cg SS 
即 其 部 分 和 的 算术 平均 收敛 到 c. 


习题 3 证 明 , 存在 上 一 co 下 的 一 个 广义 极限 , 使 得 对 定义 在 (£6 R:t>0} 上 的 
所 有 有 界 函 数 c(t), 该 广义 极限 满足 定理 3 中 的 性 质 G) 到 (iv). 


4.3 有限 可 加 的 不 变 集 函数 


单位 圆 上 的 Lebesgue 测度 在 旋转 下 是 不 变 的 . 这 个 测度 可 以 扩充 到 比 单位 圆 
上 的 Lebesgue 可 测 集 更 大 的 o 代数 上 并 保持 旋转 不 变 . 但 是 , 众所周知 且 容易 证 
明 的 是 , 如 果 我 们 承认 选择 公理 , 那么 在 单位 圆 的 所 有 子 集 上 , 不 存在 旋转 不 变 的 
可 数 可 加 的 测度 . 
定理 4 我们 可 以 在 单位 圆 的 所 有 子 集 已 上 定义 一 个 非 负 的 有 限 可 加 的 集 函 数 
m(P), 使 得 它 是 旋转 不 变 的 . 

WEBB ”我 们 取 5 为 单位 圆 , BES 上 所 有 有 界 实 值 函 数 构成 的 集合 . BUY 为 
S 上 有 界 的 Lebesgue 可 测 函 数 构成 的 有 界 空 间 , 并 取 L(y) 为 y 的 Lebesgue 积分 : 


t) = f woe (17) 


空间 Y 包含 函数 yo = 1, We 4.1 节 定 理 1 的 条 件 (3) 满足 . 因此 , 由 (4) RE 
义 的 函数 p 是 展 定义 的 . 


我 们 用 {4,} 表示 对 圆周 上 的 函数 旋转 p 的 作用 . 正如 上 面 注意 到 的 , ¢ 是 旋 
转 不 变 的 ; 
(Apy)(0) = y(0 +p), Apy) = My). (18) 
由 于 关系 c < y 也 是 旋转 不 变 的 , 故 由 (4) 式 定义 的 是 旋转 不 变 的 ; 
p(Ayr) = p(e). (18) 


圆周 上 的 旋转 是 互相 交换 的 , 从 而 线性 映射 CAS) 构成 了 一 个 映射 的 交换 群 . 
由 第 3 章 的 定理 7, £ 可 以 延 拓 到 整个 B E, 使 得 4 是 

(i) 线性 的 . 

(ii) 旋转 不 变 的 . 

(ii) 受 p 控制 的 . 

Xx PP 是 圆周 S 的 任意 一 个 点 集 ; 用 cp 表示 它 的 特征 函数 : 


ur e (19) 


m(P) = ((ep). (19) 


定义 集 函 数 m 为 
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与 定理 1 中 的 证 明 一 样 , 由 f(x) < p(x) 可 知 是 正 的 . 由 于 cp 


的 定义 (19^) 知 , m 是 非 负 的 : 
m(P) > 0. 


设 p 是 任意 旋转 , 用 P+ p 表示 集合 已 旋转 p 得 到 的 集合 . 


是 非 负 函数 , 由 m 


cp 的 定义 (19) 


可 知 

Cp+p = Apcp. 
由 于 4 是 旋转 不 变 的 , 由 m 的 定义 (19^) 知 

m(P + p) = m(P), 


即 m 是 旋转 不 变 的 . 
WP, All Pp 是 不 交 的 子 集 . 由 定义 (19), 
CP UP = Cp, t Cp,. 
代入 m 的 定义 (19), 并 利用 的 线性 , 可 知 
m(Pı UP) = m(Pi) + m(P:). 
这 证 明了 m 是 有 限 可 加 的 . 


(20) 


注 记 单位 圆 上 的 旋转 是 互相 交换 的 , 从 而 算 子 A, 互相 交换 , 这 在 应 用 第 3 章 定 


理 7 时 是 需要 的 . 三 维 球面 的 旋转 不 是 交换 的 , 从 而 对 应 的 算 子 


A, 也 不 是 交换 的 . 


因此 上 述 证 明 不 能 用 来 将 定理 4 推广 到 三 维 的 情形 . 事实 上 , Hausdorff 证 明了 在 


三 维 情形 下 定理 4 是 错误 的 ; 在 2 球面 上 不 存在 旋转 不 变 的 有 限 可 加 的 集 函 数 . 证 
明基 于 2 球面 的 一 个 有 限 分 解 , 有 时 也 称 为 Banach-Tarski FW. 
总 之 , 我 们 指出 , Banach 空间 的 对 偶 理 论 构成 了 Hahn-Banach 定理 最 丰富 的 


应 用 . 这 将 在 第 8 章 和 第 9 章 中 给 出 . 
PEE Hausdorff 的 名 字 深 深 地 幅 入 了 现代 分 析 , Hausdorff 


空间 、Hausdorf 最 


大 原理 和 Hausdorff 测度 都 是 家 喻 户 晓 的 概念 . 他 是 一 位 德国 数学 家 , 出 生 于 1868 


年 . 年 轻 时 , 他 出 版 了 多 卷 诗集 和 格言 . 他 职业 生涯 的 大 部 分 时 
恩 度 过 的 . 由 于 他 是 犹太 人 , 在 1942 年 被 驱逐 出 境 , 这 其 实 是 德 


间 是 作为 教授 在 波 
国 纳粹 为 杀 死 欧洲 


所 有 犹太 人 的 “最 后 解决 方案 ”的 一 部 分 . Hausdorf、 其 妻子 和 
待 他 们 的 是 什么 , 于 是 一 起 自杀 身亡. 
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cox MEERES 


5.1 % ZU 


WX ER Ba C 上 的 一 个 线性 空间 . X 上 的 范 数 , 记 为 |z|, EX  R 的 满 
足以 下 性 质 的 实 值 函数 . 


(i) 正 性 
Xf x #0, |x| > 0; |0|=0. (1) 
(ii) 次 可 加 性 ， 
lz +y] < [v] + [y]. (2) 


(iii) 齐 性 . 对 所 有 的 标量 a, 


laz| = lallzl. (3) 
借助 于 范 数 , 我 们 可 以 通过 定义 两 点 间 的 距离 
d(x,y) = |£ — y (4) 


在 X 上 引入 一 个 度量 . 容易 验证 , d 具有 度量 的 所 有 性 质 . RZ, 容易 证 明 线性 空 
间 上 具有 平移 不 变性 和 齐 性 的 度量 : 
d(x+2,y+2z) = d(x,y), d(ax,ay) = |a|d(z, y) (4) 
都 可 以 由 一 个 范 数 通过 (4) 给 出 . 

有 了 度量 (4), 我 们 可 以 引入 诸如 收敛 级 数 、 开 集 、 闭 集 和 紧 集 等 拓扑 概念 . 这 
些 概念 是 非常 关键 的 . 
定义 ”假设 在 线性 空间 X 上 定义 了 两 个 不 同 的 范 数 |zl: 和 alo. 如 果 存 在 常数 c, 
使 得 对 X 中 所 有 的 zx， 


esl < glace eli, (5) 
这 个 概念 的 重要 性 在 于 等 价 的 范 数 诱导 出 相同 的 拓扑 . 
在 第 1 章 中 我 们 考虑 了 构造 新 线性 空间 的 不 同方 法 , 同样 的 方法 可 以 用 来 构 
造 新 的 赋 范 线性 空间 . 特别 地 , 我 们 注意 到 以 下 几 点 . 
(i) 赋 范 线性 空间 X 的 线性 子 空间 Y 也 是 一 个 赋 范 线性 空间 . 
Gi) 给 定 两 个 线性 空间 Z ALU, MEM Z @U ={(z,u):2€ 2,ueU} 表示 它 
们 的 笛 卡 儿 积 . 当 Z 和 7 都 是 赋 范 线性 空间 时 , Z eU 也 可 以 赋 范 , 比如 令 
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Gs | |z| + lal, [(z,u)!’ = maxtlz|, Jul}, Be (z, u)” = (21? + lu). (6) 


(a) 证 明 (6) 定义 了 范 数 . 

(b) 证 明 它 们 在 (5) 式 意义 下 是 等 价 的 . 

We X 是 一 个 赋 范 线性 空间 , Y 是 其 子 空间 . 在 第 1 章 中 我 们 定义 了 它们 的 商 
空间 X/Y, 它 是 线性 空间 .现在 我 们 间 : 在 商 空间 中 是 否 有 引入 范 数 的 自然 的 方 
法 ? 答案 是 肯定 的 , 只 需 假设 Y 是 闭 的 子 空间 : 
定理 1 设 Y 是 赋 范 线性 空间 X 的 一 个 闭 子 空间 . 设 (z;) X X mod Y 的 一 个 
等 价 类 . 我 们 定义 


|{z;}| = J |z;]. (7) 
断言 (7) 定义 了 商 空间 X/Y 上 的 一 个 范 数 . 
WEBB ”性质 (3) 一 一 齐 性 一 一 是 显然 成 立 的 . 为 证 明 次 可 加 性 , We {ej} 和 {z} 
是 两 个 等 价 类 . 由 定义 (7), 对 任意 s > 0, 可 以 选取 代表 元 , 使 得 
[zj| < oy +e, Izl < Hz} + e. (8) 
由 X/Y 中 加 法 的 定义 , zj +2, 属于 {xj} + {3} 因此 由 定义 (7), 
I5) + 5H S la; + 251, 
E x 中 范 数 的 次 可 加 性 和 (8), 
Hæst + {2} < lezl + ley] < [Lash] + He} + 2e. 
这 对 任意 的 s > 0 都 成 立 , 从 而 有 范 数 (7) 的 次 可 加 性 . 
显然 (7) 是 非 负 的 . 为 证 正 性 , 设 Hej = 0. 由 定义 (7), 存在 (m5) 中 元 素 £n 
的 序列 , 使 得 


lim |zn| = 0. (9) 
由 等 价 的 定义 , 等 价 的 元 素 m, 相差 属于 Y 中 的 元 素 . 特别 是 , 我 们 可 以 记 
In =T1—-Yn, = 2,3,.…, Yn TE Y m. 


代入 (9) 5X, 我 们 有 


„im |z1 — ya] = 0, 
由 (4) 可 知 , 在 度量 空间 的 语言 下 ， 

„im Yn = $1. (9^) 
在 度量 空间 中 , 子 集 Y 中 一 列 点 的 极限 属于 Y 的 闭 包 . 由 于 假设 Y 为 闭 的 , (9) 
意味 着 zi AF Y. 但 是 由 此 可 知 , 整个 等 价 类 {x;} d Y 中 的 元 素 构 成 , 从 而 是 
X/Y 中 的 零 元 . 
定理 2 设 久 是 一 个 赋 范 线性 空间 ,Y 是 X 的 线性 子 空间 . my 的 闭 包 是 和 的 
线性 子 空间 . 


5.1 范 数 31 


习题 2 证 明定 理 2. 


为 了 分 析 方 便 , 在 通过 极限 过 程 构造 具有 所 需 性 质 的 对 象 时 , 我 们 需要 度量 空 
间 是 完备 的 , 即 每 个 Cauchy 列 都 有 一 个 极限 . 在 赋 范 线性 空间 的 情况 下 也 是 如 此 . 
EX Banach 空间 是 完备 的 赋 范 线性 空间 . 

我 们 回忆 一 下 度量 空间 完备 化 的 过 程 . 每 个 度量 空间 S 都 可 以 嵌入 到 一 个 完 
备 的 度量 空间 5 中 , s m 5 中 的 Cauchy 列 的 等 价 类 构成 . S 在 S 中 是 稠密 的 , 即 
5 的 闭 包 是 5. 
定理 3 ” 赋 范 线性 空间 X 在 度量 (4) 下 的 完备 化 于 有 一 个 自然 的 线性 结构 , 使 得 
X 是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 . 

证 明 注意 到 度量 空间 的 完备 化 中 的 点 是 Cauchy 列 的 等 价 类 . 两 个 Cauchy 
列 逐 项 相 加 的 和 仍 是 一 个 Cauchy 列 , 等 价 的 Cauchy 列 的 和 仍 是 等 价 的 . 


习题 3 ik: db X Z— ^^ Banach ZA, Y Æ X 的 闭 子 空间 , WAS X/Y 是 
完备 的 . (提示 : 利用 X/Y 中 满足 lm — dnl < 1/n? 的 Cauchy 7| {qn}.) 

赋 范 线性 空间 的 完备 化 过 程 是 得 到 完备 赋 范 线性 空间 的 主要 方法 之 一 . 这 在 泛 
函 分 析 中 是 至 关 重 要 的 . 下 面 我 们 给 出 一 些 重要 的 赋 范 线性 空间 的 例子 . 这 些 是 现 
代 分 析 中 大 家 都 熟知 的 内 容 . 

(a) 满足 sup|a;| < oo 的 所 有 问 量 

x = {a1,42,---}, a; €C 
构成 一 个 线性 空间 . 在 其 上 定义 范 数 为 
[z|o = up us (10) 

此 赋 范 线性 空间 记 为 be, 它 是 完备 的 . 

(b) X p z 1, 是 一 个 固定 的 数 . 满足 D aj |? < oo 的 向 量 x = (a1,a2,…) 构成 
了 一 个 线性 空间 . 在 其 上 定义 范 数 为 
e = (Sis) ^. (1) 
此 赋 范 线性 空间 记 为 (P. 它 是 完备 的 . 

(c) ES 是 一 个 抽象 集合 , X 是 由 S 上 所 有 有 界 复 值 函 数 f 构成 的 线性 空间 . 
在 X 上 定义 范 数 为 


flo = Sup TAS): (12) 
此 赋 范 线性 空间 是 完备 的 . 
(d) 设 Q 是 一 个 拓扑 空间 , x 是 由 Q 上 所 有 连续 的 有 界 复 值 函 数 f 构成 的 线 
性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 


|f] = sup |f (a)l. (13) 
Q 
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这 个 赋 范 线性 空间 是 完备 的 . 

(e) & Q 是 一 个 拓扑 空间 , x 是 由 Q 上 所 有 具有 紧 文 撑 的 复 值 连续 函数 f 
成 的 线性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 
[flmax = max |f(q)]. (13) 
这 个 赋 范 线性 空间 不 是 完备 的 , 除非 Q 是 紧 的 . 

(f) 设 D 是 R” 中 的 一 个 区 域 , x 是 由 D 上 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 构成 的 线 
性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 


= (ff moras). ip (14) 


这 个 赋 范 线性 空间 不 是 完备 的 , 它 的 完备 化 记 为 IP. 
(g) & DER 中 的 一 个 区 域 , k > 1 为 整数 ,p >> 1. BX JD EWA FE 
质 的 Coe 函数 构成 的 集合 ， 


对 所 有 jal € k, / [8^ f|Pdx < oo, 

D 

这 里 99 是 任意 偏 导 数 : 
gem O71...0%, 0; = 
WW x 是 线性 空间 . 在 X 上 定义 范 数 为 


1/p 
fice (E J eae) | (15) 


lal<k 


ö 
3 lo| = al + tan, 


Ox: 


此 赋 范 线性 空间 不 是 完备 的 , 它 的 完备 化 记 为 WEP, S Sobolev 空间 . 

定理 4 例 (a) 至 例 (e) 中 定义 的 范 数 满足 范 数 定义 中 的 性 质 (1) 至 性 质 (3). 
证 明 ”性 质 (1) 和 性 质 (3) 一 一 正 性 和 齐 性 一 一 是 容易 验证 的 . 下 面 我 们 证 

明 性 质 (2), 次 可 加 性 . 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 例 (a) 和 例 (b). 注意 到 例 (a) 可 以 

LAB (b) 当 p = oo 时 的 极限 情形 . 


设 


x —1(ai22,:], y = (1,023, 
则 
ety = {a1 + b1, a2 + bo,---}. 
我 们 首先 取 p = co. 由 (10), 
læ + yl = Sup os +b;| < supla] 十 |oj| 


< sup la;| + sup |b;| = [æl + lylo- 
j j 


下 面 我 们 证 明 p = 1 的 情形 . 由 (11), 
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le tls = Do lay bl < Do las + lb;| = lh + lyh: 
对 1 «p «oo 的 情形 , 我 们 需要 Holder 不 等 式 . 为 了 叙述 它 , 我 们 引入 具有 有 
限 q 范 数 的 向 量 u: 
1/ 
u- (een, (Mol) = lul «oo. (16) 
这 里 4 和 p efi Fi XC RSM: 


1 1 


-十 二 =1. (17) 
p q 
我 们 现在 定义 刀 和 & 的 向 量 之 间 的 内 积 如 下 : 
(x,u) = X ajc. (18) 
Hölder 不 等 式 对 包 中 的 z 和 4 中 的 网 定义 内 积 (18) KRASA H. 
I(x, u)| < Izlpluls, (19) 


假设 p M q 在 (17) AEX FR. 
对 此 的 证 明 , 可 以 参考 Courant 的 《 微 积分 》 第 2 8. (19) 式 中 等 号 成 立 , 当 
HM 


arg ajc; 和 |a;|P/|e;|4 关于 了 是 独立 的 . (20) 
于 对 PAGER xz, 我 们 总 是 可 以 选取 09 中 的 u, 使 得 (20) 成 立 且 July = 1, 
因此 我 们 可 以 把 Holder 不 等 式 重 新 叙述 如 下 . 
定理 5 对 如 中 任意 c, 


lel, = max |(æ,u)l. (21) 


|ulg= 
注意 到 内 积 (18) 作为 x 和 u 的 函数 是 双 线 性 的 . 在 (21) RPA +y 代替 
利用 线性 独立 性 , 我 们 得 到 


lz + ylp = max |(e +y,u)| < 


jula 
根据 Holder 不 等 式 (19), 对 |u|; = 1, 


(wu) < |l». |(y, u)] < lul» 


a 并 


$ 


m (a, u)| + (y, u)l. (22) 


代入 (22) 得 到 
|x EE yl» < |zlp T |yly, 


这 证 明了 定理 4. 


EISBENDE, 即 p — = 2 的 情形 , 是 范 数 的 一 个 及 其 重要 的 例子 , 将 会 在 第 6 
章 讨论 . 


w] 


例 (£) 和 例 (g) 中 定义 的 范 数 满足 属于 Sobolev 的 重要 不 等 式 : 若 
mp <n E p<q< 5 (23) 


H. Q 是 一 个 立方 体 , 则 
Ifla < clfli,p; (23^) 
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这 里 常数 c 只 依赖 于 pq, jn 这些 不 等 式 对 所 有 立方 体 在 光滑 映射 下 的 象 Q 当 
然 也 成 立 . 更 一 般 地 , 这 些 不 等 式 对 满足 锥 条 件 的 所 有 区 域 D 也 成 立 . 证 明 参 考 
Adams 或 Mazya 的 书 . 
由 于 空间 Ze 和 WEP 是 光滑 函数 构成 的 空间 在 适当 范 数 下 完备 化 得 到 的 , 故 
BANE (23) WE, 则 W™? 包含 在 Ls 中 . 
我 们 在 分 析 中 研究 和 应 用 的 赋 范 线性 空间 都 是 无 限 维 的 . 根据 Cantor 的 集合 
论 , 在 无 限 中 也 有 分 次 , 它们 中 最 小 的 是 可 数 集 . 
定义 ” 赋 范 线性 空间 X 称 为 是 可 分 的 , 如 果 它 包含 着 一 个 可 数 的 稠密 的 子 集 , B 
闭 包 是 整个 空间 X MAR. 
分 析 中 用 到 的 空间 大 多 数 (但 不 是 全 部 ) 都 是 可 分 的 . 下 面 是 一 个 不 可 分 空间 
的 重要 例子 . 
(h) 设 X 是 由 区 间 [0,1] 上 的 所 有 全 质量 有 限 的 带 号 测度 m 构成 的 线性 空间 . 
我 们 定义 m 的 范 数 为 m 的 全 质量 ; 


1 
m= f [dm]. 
0 


H m, 表示 在 y 点 有 单位 质量 的 测度 . 显然 , y A z, |my 一 mz| = 2. 由 于 在 
区 间 [0, 1] 中 有 不 可 数 个 点 y, 所 以 X 是 不 可 分 的 . 


E 


5.2 ”单位 球 的 非 紧 性 


有 限 维 空间 中 的 许多 存在 性 定理 都 基于 闭 单位 球 
Bı = {z : |a| < 1) (24) 

是 紧 的 这 一 事实 , 也 就 是 说 , By 中 的 任意 点 列 都 有 一 个 收敛 的 子 列 . F. Riesz 证 明 
了 此 性 质 刻 化 了 有 限 维 空 间 . 
定理 6 设 久 是 一 个 无 限 维 的 赋 范 线性 空间 , 则 由 (24) 定义 的 闭 单位 球 Bi 不 是 
Au. 

WEBB ”我 们 首先 需要 一 个 引 理 . 
引 理 7 Y 是 赋 范 线性 空间 OX 的 一 个 闭 的 真子 空间 , MAX 中 存在 长 度 为 1 
的 向 量 z, 


> 


ls =1, (25) 
使 得 
Vy € Y, |z-y| > > (25’) 
证 明 TY 是 XX 的 真子 空间 , EX 中 存在 点 o» ^T Y. dT Y 是 闭 
的 , z 到 YY 的 距离 是 正 的 : 
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inf |æ — y| 3 d » 0. 
iam yl=d> 


TEE Y 中 存在 点 yo 使 得 


|x — yo| < 2d. 
Wz =g- y 于 是 我 们 可 以 把 (27) 式 写 为 
|z'| < 2d. 


由 (26) 式 可 知 
Vy € Y, |z' -y| 2 d. 
4 


z 
eee 


z 


(25) 显然 成 立 , 结合 (27) 和 (28) 得 到 (25). 
TE WA, (25) 右 端的 数 i 可 以 换 成 任意 小 于 1 的 数 . 


(26) 


(27) 


(27') 


(28) 


现在 证 明定 理 o. 我们 如 下 递归 地 构造 一 列 单 位 向 量 (uu). TEXe yy. 假设 


Yrs Yn 已 经 选 好 ; HY, 表示 它们 张 成 的 线性 空间 . 由 于 Y, 是 有 限 维 的 , 它 


满足 性 质 (25) 和 (25^). 取 


Un ZZ. 


由 于 y; (j <n) 属于 Yn, 


Ig 
Yn Yi > 5 F<”. 


是 闭 的 ; 因为 X 是 无 限 维 的 , Hey, 是 X 的 一 个 真子 空间 . 因此 由 引 理 7, 存在 z 


这 说 明 两 个 不 同 的 y; 之 间 的 距离 超过 1, 从 而 {y,,} 没 有 子 序列 是 Cauchy 列 . 由 


于 所 有 的 y; 都 属于 单位 球 By, 故 Bi 不 是 紧 的 . 


习题 4 证 明 赋 范 线性 空间 的 每 个 有 限 维 子 空间 都 是 闭 的 . (提示 : 利用 有 限 维 空 
间 上 的 所 有 范 数 都 是 等 价 的 这 一 事实 , 证 明 每 个 有 限 维 子 空间 都 是 完备 的 .) 


下 面 我 们 给 出 单位 球 中 所 缺少 的 紧 性 的 一 种 替代 . 


定义 ”如 果 除 了 zx y 中 一 个 是 另 一 个 的 非 负 常 数 倍 的 情形 以 外 , (2) 式 中 的 不 
等 式 严格 成 立 , 则 称 赋 范 线性 空间 X 上 的 范 数 是 严格 次 可 加 的 . 


习题 5 HAA (a). Bl (c) A (d) 和 例 (e) 中 的 上 确 界 范 数 不 是 严格 次 可 加 的 . 


习题 6 WAH (b) fuf] (f) 中 的 上 确 界 范 数 当 p= 1 


时 不 是 严格 次 可 加 的 . 


当 1<p<o% 时 , 例 (b) 和 例 (f) 中 的 所 有 范 数 都 是 严格 次 可 加 的 . 而 且 对 每 


一 个 这 样 的 范 数 , 在 下 述 意 义 下 是 一 致 成 立 的 . 


对 每 对 单位 向 量 æ All y, (zx 十 y)/2 的 范 数 严格 小 于 1, HS 1 之 间 只 相差 一 个 
依赖 于 lz — yl 的 常数 . 更 确切 地 , 存在 正 数 r 的 单调 增 函 数 e(7)， 
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e(r) > 0, lime(r) = 0, 29) 
使 得 对 单位 球 |z| <1, lul < 1 中 所 有 的 as y 不 等 式 

El <1- elle- y) 30) 
定义 ”如果 对 赋 范 线性 空间 X 中 的 所 有 单位 向 量 = 和 y, 范 数 满足 (30) 式 , 则 称 


赋 范 线性 空间 X 为 一 致 凸 的 , 这 里 elr) 是 满足 (29) 的 函数 . 
定理 8 设 怀 是 一 致 凸 的 Banach 空间 , K X X MM FE, zx X PE 
点 , 则 在 K 中 存在 唯一 点 y, 它 到 z 的 距离 比 K 中 其 他 点 到 z 的 距离 更 近 . 

证 明 “如果 假设 0 不 在 K N, 则 我 们 可 以 取 z = 0. H s 表示 O 到 K 的 距 
离 , 即 


WN 


s= inf [y]. (31) 
由 于 0 不 属于 K A OK 是 闭 的 , s > 0. 2 {yn} 是 (31) 的 一 个 极 小 化 序列 , BU 
Yn EY, [Yn] = Sn > s. (317) 
定义 单位 向 量 zw 为 
_ Yn n 
y=, (317) 
我 们 有 
Ly 十 Tm 1 1 
2 a In * 9s, Ym 
1 1 
= (= + >) (CnYn + m t.) (32) 


显然 ， Cm 和 Cm 是 正 的 ， Cm | Cm = 1. 由 于 K 是 凸 的 ， CnUn + CmYm 属于 K. 因 
此 由 (31) 式 知 


|CnYn + CmYm| 2 5. 
代入 (32) A, 我 们 得 到 
Cad Im S | 8 
| 2 | 2 Dsn De (33) 
由 于 {yn} 是 (31) 的 一 个 极 小 化 序列 , sn 一 s, 因此 (33) 式 右 端 趋向 于 1. 由 (33), 
极 小 化 序列 (y, 是 Cauchy 列 . 由 于 X 是 完备 的 且 天 是 闭 的 , 序列 Ly, 收敛 到 
K 中 的 点 y. 显然 , |ly| = s. 类 似 地 可 以 证 明 y 的 唯一 性 . 


定理 8 的 作用 在 于 , 它 保证 了 当 我 们 想 最 小 化 的 集合 K 不 是 紧 集 时 最 小 范 数 
元 的 存在 性 . 根据 定理 6, 一 个 Banach 空间 有 许多 闭 的 但 非 紧 的 有 界 集 K. 

一 致 凸 的 概念 是 由 Clarkson 引入 的 , 同时 他 证 明了 当 1 < p < oo IN, I 是 一 
致 凸 的 . 


53 E 37 


现在 我 们 给 出 一 个 例子 , 说 明 在 不 是 一 致 凸 的 空间 C 中 (事实 上 , 最 大 值 范 数 
甚至 不 是 严格 次 可 加 的 ), 定理 8 的 结论 人 不成立. 

取 c 为 由 闭 区 间 [71,1] 上 的 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 空间 C[-11]. 设 天 是 
满足 


0 1 
kdt = 0, / kdt = 0 (34) 
—1 0 
的 所 有 函数 k(t) 构成 的 集合 . K 是 一 个 线性 子 空间 , 因此 是 凸 的 , 而 且 K 明显 
闭 的 . 
设 z(t) 是 C 中 任意 满足 


Au 


0 1 
zdt=1, zdt = —1 
0 


-1 
的 函数 . 由 (34) 可 知 , 对 K 中 任意 的 k, 
0 


[e- pa = Í; [e-na=-ı 


由 此 可 知 
max [s(t) - k(O] > 1, (35) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 
X —-1<t<0, z(t) — k(t) 5 1. (35) 
类 似 地 ， 
‚ein le) — k(t)] < —1, (36) 
等 式 成 立 当 且 仅 当 
MWO<t<1, 2(t)-k(t)=-1. (36’) 


条 件 (35') 和 (36) 在 上 = 0 点 不 可 能 同时 成 立 , 因此 (35) 和 (36) 中 至 少 有 一 个 不 
等 式 成 立 . 这 证 明了 对 K 中 任意 k, 

lesu > 1. (37) 

另 一 方面 , 我 们 能 够 选取 K 中 的 k, 使 得 (35) 和 (36) 中 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 与 

1 和 —1 靠 的 要 多 近 就 多 近 . 故 

inf. [oS Bag = 1: (37) 

此 式 与 (37) 式 合 在 一 起 证 明了 在 K 中 没有 和 2 距离 最 近 的 点 . 


5.3 等 距 


我 们 现在 研究 Banach 空间 X 到 自身 上 的 等 距 , BOM X 到 X 上 的 保持 任意 
两 点 间 的 距离 的 映射 M: 
SEX PMA x,y，|M(x) - M(y)| = |x — yl. (38) 
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显然 , 对 固定 的 u, 平移 M(x) = z+ 是 等 距 , 而 且 X. 上 的 所 有 等 距 构成 了 一 
个 群 . 我 们 想 研 究 那些 把 0 映 为 0 的 等 距 , 其 他 的 等 距 可 以 通过 这 些 等 距 与 平移 的 
复合 得 到 . 
定理 9 设 X 是 一 个 有 严格 次 可 加 范 数 的 实 线性 空间 . GM 是 和 到 自身 的 把 0 
BRA 0 的 等 距 , 则 M 是 线性 的 . 

证 明 ”为 简便 起 见 , 记 M (x) 为 xz‘. 任 取 两 点 z I y, 定义 

c+y 


(39) 
2 
利用 等 距 的 定义 (38) 和 z 的 定义 , 我 们 有 
w -z= |e -2| = EZ 
2 , 
Be eu = E, (40) 
= yl = ley (v! 


I -y| = Ja! — 2! + 2! —y'| = [2 -zl xz -wyl. 
于 范 数 是 严格 次 可 加 的 , z' — 2! 和 2! 一 yy 一 定 互 为 对 方 的 正 的 常 倍数 . 由 (40) 
式 知 它们 的 范 数 相同 , 故 它们 一 定 相等 : a! — 2! = 2! — y. 因此 
2z' =x +y". (41) 


习题 7 由 (41) 推出 M 是 线性 的 . 


事实 上 , 有 些 Banach 空间 有 很 多 的 等 距 , 而 有 些 则 几乎 没有 等 距 . 存在 很 多 

等 距 的 Banach 空间 中 包括 了 在 第 6 no 从 的 Hilbert 空间 , 几乎 没有 等 距 

的 Banach 衬 间 包括 赋 以 极 大 值 范 数 的 函数 空间 . 下 是 由 Schur 给 出 的 一 个 例子 . 
记 X 为 所 有 复数 的 零 序 列 构成 的 空间 : 


x= {an}, lim a, =0, (42) 
|x| = max lan. (42’) 


习题 8 证 明 X 是 完备 的 . 
设 {bn} 是 任意 一 列 绝对 值 为 1 的 复数 : |6,| = 1. 定义 映射 U A 
Uz = {bnan}. (43) 
GAR, UE XI X 上 的 线性 映射 , 且 满 足 |Uz| = |z|, 因此 U 是 一 个 等 距 . 
设 p 是 正 整 数 集 的 一 个 置换 . 定义 映射 PA 
P= {ahy 9,-—ap(w. (44) 
显然 , PEM X 到 和 上 的 一 个 线性 映射 且 是 一 个 等 距 . 


AM 
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定理 10 ”由 (42) 和 (42) 定义 的 Banach 空间 X 上 的 每 个 线性 等 距 都 是 形 如 (43) 
和 (44) 的 等 距 的 复合 . 
WER i uj 是 一 个 单位 向 量 , 其 第 7 个 分 量 的 绝对 值 为 1, 其 余 分 量 全 为 0. 
H T; dw X 的 由 第 7 个 分 量 为 0 的 所 有 向 量 构成 的 子 空间 . 显然 ， 
Tj E HIT] H. codim T; = 1, (45) 
lu; -t| 21 X] T; PATA t, [t| <1. (46) 
反之 , 我 们 有 下 面 的 引 理 . 
引 理 11 ik wx X PHASES, |ul —1, T Æ X 的 一 个 余 维 数 是 1 的 满足 (45) 和 
(46) 的 子 空间 , 则 u 是 一 个 单位 向 量 且 了 了 是 对 应 的 子 空间 T). 
iE AA 范 数 的 定义 (42), 存在 指标 m, 使 得 
1 = |u| = [uml]. 
由 (46), 在 工 中 不 存在 第 m 个 分 量 A 0 的 向 量 t. 由 于 假设 7 的 余 维 数 为 1, T H 
第 m 个 分 量 为 0 的 所 有 零 序 列 构成 . 由 此 , 根据 (46) 可 知 u 除了 第 m 个 分 量 以 
外 的 所 有 分 量 均 为 0. 


W M 是 X 到 X 上 的 线性 等 距 , 并 设 wj 是 任意 单位 向 量 且 T; 是 对 应 的 子 空 
间 . 由 于 M 是 线性 的 、 到 上 的 等 距 , wj AT) 在 M 下 的 象 w AIT; 满足 (45) 和 
(46). 由 引 理 11, w 是 一 个 单位 向 量 , 由 此 及 等 距 的 线 ' 生 即 证 明了 定理 10. 


我 们 用 下 面 的 属于 Mazur 和 Ulam 的 结果 来 结束 本 章 . 
定理 12 3X X Fo X' 是 两 个 实 的 赋 范 线性 空间 , MA X EN X’ 上 的 把 0 RA 
0 的 等 距 映 射 . 则 M 是 线性 的 . 

证 明 ” 范 数 是 严格 次 可 加 的 情形 包含 在 定理 9 中 . 对 一 般 的 情形 , 和 以 前 一 
FE, 我 们 任 取 两 个 点 z 和 y 以 及 它们 的 中 点 z: 
rcty 

元 

和 前 面 一 样 , 在 (40) P, z Æ xz Fly 的 中 间 , 但 是 当 X 上 的 范 数 不 是 严格 次 可 加 
时 , 这 不 再 刻画 中 点 z. 可 能 有 另外 的 点 u 也 在 x Ay 的 中 间 : 


TY 
je -ul = ly- u = E (47) 


我 们 用 A RAIS u 构成 的 集合 . 我 们 断定 这 个 集合 A 关于 中 点 z 是 对 称 
的 , 即 若 u 属于 A, 则 


v—2z—u (48) 
也 属于 A. 为 此 , 我 们 注意 到 2z = x+y, 从 而 
v-ı=y-u H v-y=r-u. 
(47) All v TE x fI y 的 中 间 . 
我 们 定义 4 中 两 点 间距 离 的 最 大 值 为 4 的 直径 da: 
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da = sup |u- wl]. (49) 
u,wEA 
由 于 4 关于 z 是 对 称 的 , 对 4 中 所 有 的 u, 
u-z|< sia. 
当然 , 可 能 有 4 中 其 他 的 点 p 也 具有 此 性 质 : 
RAD, ju p| < $da: (50) 


我 们 用 Ay 表示 这 样 的 点 p 构成 的 集合 . 我 们 断定 Ay 关于 中 点 z 也 是 对 称 的 . BU 
4 p 属于 A, N 


q=2z-p (51) 
也 属于 A. 为 了 应 用 (48), 对 A 中 的 任意 u, 我 们 有 
q-u=2z2-u-—p=v—p. (51’) 
由 (51^), 我 们 断定 lg 一 可 = |v — pl. RAM u RF A 时 wv 也 属于 A, 由 (50) 可 知 
|u — q| € 3da. 
由 (50) 可 知 , Ar 的 直径 不 超过 A 的 直径 的 一 半 : 
da, < lda. (52) 


我 们 重复 这 一 构造 , 得 到 了 一 个 集合 的 内 套 序列 AD A12 As 2 .… 每 个 都 包含 中 
点 oz, 每 个 都 关于 z 对 称 , 且 它 们 的 直径 满足 
days 
显然 , da, BT 0, 由 此 可 知 所 有 这 些 4 的 交集 只 包含 单 点 z. 这 在 X 的 度量 结 
构 中 刻画 了 x, y 的 中 点 z. 
设 MEM x EX’ 上 的 等 距 映 射 , 则 M 的 逆 映 射 把 X" 等 距 地 映射 到 X 上 . 
H a^ 和 wy 分 别 表示 x M y 在 M 下 的 象 , 用 A’, 41,…, A, 表示 和 X. 中 定义 的 
集合 类 似 的 集合 . 注意 到 集合 A 由 (47) 定义 , 集合 A 由 (49) 和 (50) EX. 由 于 
这 些 不 等 式 只 和 距离 有 关上 且 M 是 等 距 , 故 M A, 中 的 每 个 点 映 到 AY 中. 由 于 
M 的 道 映射 是 等 距 , 它 把 AL, 中 的 每 个 点 映 到 A, A. 因此 M 把 A, 映 到 A, 上， 
从 而 把 A, 的 交 映 到 AL 的 交 上 . 由 于 它们 的 交 分 别 是 对” 和 Yee 


1 
ea, 
2 An 


a jae s 


I y = 0 并 利用 假设 MO) = y = 0, 我 们 得 到 M(z/2) = a'/2. 把 这 应 用 到 方 
时 (53) E, 我 们 得 到 


cn 


十 
S 
| 


这 是 线性 的 第 一 个 性 质 , 见 第 2 章 方程 (1)， 由 此 我 们 推出 , 对 所 有 的 有 理 数 k, 
M(kz) = kM(x). 由 于 M 是 等 距 , 它 是 连续 的 , 故 对 所 有 的 实数 k, 上 述 关 系 式 都 
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6.1 内 积 


设 x 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 . EX 上 的 关于 x y 的 实 值 函 数 (z,y) W 
足 如 下 性 质 : 
(i) RAE ”固定 y, (c, y) 是 x 的 线性 函数 , 固定 x, (x,y) 是 y 的 线性 函数 ; 
(ii) ARE (x,y) = (y,2); 
(iii) EH X} x z 0, (zz) > 0, 
则 称 (x,y) EX 上 的 一 个 内 积 , BR X 是 一 个 内 积 空间 . 
当 数 域 为 C 时 , (z,y) 是 复数 值 且 性 质 (G) 和 (ii) ERIS: 
(i) 半 双 线性 ”固定 y, (x,y) 是 x 的 线性 函数 , E XE x, (x,y) 是 y WA 


3K, 即 
(ax, y) = alz,y), (2,ay) = a(z, y); (1) 
(ii) &ps ARE 
(y, x) = (x,y). (2) 
对 于 在 X 上 定义 的 一 个 内 积 , 我 们 可 以 定义 
||z]| = (z, z)". (3) 


我 们 断定 || || 是 一 个 范 数 : 

正 性 由 (iii) 可 知 , 齐 性 由 (1) 可 知 . 为 了 证 明 次 可 加 性 , 我 们 需要 下 面 的 定理 . 

定理 1 (Schwartz 不 等 式 ) ”线性 空间 X 上 满足 (i), (ii) 和 (iii) 的 内 积 满足 

(z, | < llzllllyl (4) 

对 任意 的 x,y E X RÈ, 这 里 DI 由 (3) 定义 . 等 式 当 zz = ay Ry =0 时 成 立 . 
MERA 设 寺 是 任意 实数 ,y AO. 由 双 线 性 和 和 斜 对 称 性 ， 

lz + tyll? = ||x||? + 2tRe(z, y) + t||yl|?. (5) 
FH (iii), 这 是 非 负 的 . 取 t= —Re(x,y)/|lyl|?, 并 且 两 边 乘 以 ||y||?. 我 们 得 到 
(Re(z, y)? < |Izll?Ily]P". 

选取 lal = 1 使 得 a(z, y) 是 实数 , 并 用 az 代替 r, 我 们 得 到 了 (4). 注意 , (4) 中 等 

式 成 立 , 当日 仅 当 z 和 y 互 为 常数 倍 . 

推论 1 对 内 积 空间 中 的 每 个 向 量 a, 


e|] = max |(x,y)]. 
lyll=1 


现在 我 们 可 以 证 明 || || 是 次 可 加 的 . 在 (5) 中 取 t= 二 1 并 用 (4) 式 估计 中 间 项 


的 值 , 我 们 得 到 


此 即 || || 的 次 可 加 性 . 


læ + vll? < CIlell + Iyl), 


我 们 在 (5) 式 中 取 t= 41 并 相 加 , 得 到 平行 四 边 形 恒等式 : 


习题 1 证 明 满 足 (6) 的 范 数 可 以 由 一 个 内 积 


mann. 


Iz + vll? + Ile — vil? = 2l]? + 2\lyll?. (6) 


诱导 出 来 . 这 个 结论 属于 von Neu- 


习题 2 证明 内 积 连 续 地 依赖 于 它 的 因子 , WE zn 一 c, ys 一 V( 这 意味 着 |En- 


«|| — 0, [lys — yll — 0), M (zn, Yn) > (x,y). (A 


EX WR (x,y) = 0, 则 称 z M y 是 正 交 的 . 
定义 ”关于 由 内 积 诱导 出 来 的 范 数 是 完备 的 内 


Ifl Schwartz 不 等 式 .) 


惧 空间 称 为 是 一 个 Hilbert 空间 . 


给 定 一 个 内 积 空间 , 它 可 以 关于 由 内 积 诱导 出 来 的 范 数 完备 化 . 由 Schwartz 不 
等 式 可 知 , 内 积 是 其 因子 的 连续 函数 , 因此 它 可 以 延 拓 到 完备 化 后 的 空间 上 . 故 完 


备 化 后 的 空间 是 一 个 Hilbert 空间 . 

下 面 给 出 一 些 内 积 空间 的 例子 . 
例 1 设 X 是 由 区 间 [0,1] 上 的 所 有 连续 函数 
为 


1 
(2,9) = f x(t)y 
X 是 不 完备 的 内 积 空间 . 


例 2 ve 


a(t) 构成 的 空间 , 在 X 上 定义 内 积 


y(t)dt. 


L = {x = (a1, 42,°:°), 5 aj]? < co}. 


对 2 中 的 向 量 


T = (a1, @2,°° -), y= (b, ba, - s 


定义 
(a, y) = 5 Qj 


习题 3 证明 人 2 是 完备 的 内 积 空 间 . 


By. 


例 3 在 了 "的 某 一 区 域内 关于 Lebesgue 测度 平方 可 积 的 所 有 函数 构成 的 空间 记 


为 L?. 这 个 空间 是 完备 的 内 积 空间 . 


其 他 的 一 些 例子 会 在 后 面 几 间 的 应 用 中 出 现 . 
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6.2 MAR PA a ie A 


定理 2 X K X Hilbert 空间 万 中 的 一 个 非 空 闭 凸 子 集 , ze H, MEK 中 存在 
唯一 一 点 y, 使 得 y 到 x 的 距离 比 K 中 其 他 点 到 x 的 距离 近 . 
uERB dd 


inf || — 2| - d. (7) 
BER 中 的 {ya} 是 极 小 化 序列 : 
jim dn = d, dn = ||x — ynl]. (8) 
X] a = (x — yn)/2 All y = (£ — ym) /2 应 用 平行 四 边 形 恒等式 (6): 
n + Ym 1 1 
le - Pr + lg, — ul = 5 (2 dE. (9) 


由 于 K 是 凸 的 , (yn 十 ym)/2 属于 K, 故 由 (7) XX, ||z 一 (ya + ym)/2|| 2 d. 把 此 式 
和 (8) RIRA (9) 3X, 我 们 推出 {yn} 是 Cauchy 列 . 由 于 H 是 完备 的 且 K 是 闭 的 ， 
y —lim y, 属于 K. HT ||z — y|| = lim |z- yn || = d, W y $1 a: 的 距离 最 近 . 最 小 
距离 元 y 的 唯一 性 可 由 (6) 式 推 出 : 假设 y 是 另 一 个 最 小 距离 元 , 对 x 一 y, x — y 
应 用 (6) XX. 


定理 2 是 第 5 章 定 理 8 的 一 个 特殊 情况 . 
EX WY % Hilbert 空间 H 的 一 个 线性 子 空间 . 所 有 与 Y 正 交 的 向 量 ( 即 满足 
(v, y) = 0(Vy € Y) 的 向 量 v) 构成 的 集合 称 为 Y 的 正 交 补 , ug Y. 
定理 3 3X H X —^ Hilbert ZH], Y 是 五 的 闭 子 空间 ,Yt X Y 的 正 交 补 , N 

(i) Y+ È H AARP N). 

(ii) Y fe Yt 是 互补 的 子 空间 , 即 每 个 z 可 以 唯一 的 分 解 为 了 中 的 向 量 和 了 + 

中 的 向 量 的 和 . 
(ii) (Y+)+ =Y. 


证 明 ”由 内 积 的 双 线性 可 知 , 与 Y 中 的 所 有 向 量 都 正 交 的 向 量 v 构成 了 一 个 
线性 空间 . 这 证 明了 Y+ 是 一 个 线性 空间 . 设 {vy} YE 中 一 列 收敛 的 向 量 : 
lim ej =v. (10) 
jroo 


我 们 断定 v 属于 Y+, BH 
Vz € Y, (v,z) =0. 


于 vj 属于 y 
(v, z) = (v= vjz) + (vj, z) = (v — vj, z). 
对 右 端 用 Schwarz 不 等 式 ， 


(v, z)| < lle — vll lzll, (11) 


(10), |v — vj] 趋 于 零 . (11) RHH (v, z) = 0, BI Y - 是 闭 的 , 这 证 明了 (i). 

下 面 证 明 (ii). 任 给 A 中 的 z, 由 定理 2, 存在 Y 中 向 量 y 到 x 距离 最 近 . + 
v=2-y. (12) 
y 的 最 小 性 意味 着 对 Y 中 任意 > 和 任意 实数 t, 

Io? < llv + tz]|?. 

利用 (5), 我 们 可 以 把 右 端 重新 写 为 |loll2 + 2tRe(v, z) + ?||z||2, 从 而 得 到 
VzeY, Re(v,z) =0. 13) 
这 说 明 v 属于 Y+, (12) 把 z 分解 为 Y 中 向 量 y 和 Y+ 中 向 量 z 的 和 yt v. 

这 个 分 解 是 唯一 的 , NS rx-yc-v-y-cv-v,lly—y-z-—zHBHJ&IY 
VEF Yt, 因此 与 自身 正 交 . 由 内 积 的 正 性 , y 一 yy = 2’ — 2 =0, ik (ii) 得 证 . (iii) 
是 (ii) 的 直接 推论 . 
评述 ”由 定理 3 可 知 , Hilbert 空间 的 每 个 闭 线性 子 空间 都 有 一 个 闭 的 正 交 补 . 这 
对 Banach 空间 来 说 一 般 是 不 对 的 , 例子 将 在 后 面 给 出 . 


6.3 £x lt iz & 


Hilbert 空间 H 中 的 每 个 向 量 都 可 以 确定 H 上 的 一 个 线性 泛 函 . 固定 yc H, 
L(x) = (x,y) 是 r 的 一 个 线性 泛 函 , 即 C XEM H OB C 的 一 个 线性 映射 ， 根 据 
Schwartz 不 等 式 (4), C(x) 是 有 界 的 , 界 为 ||z|| 的 一 个 常数 倍 . 反 过 来 , 我 们 有 下 面 
的 定理 . 
定理 4 设 U(x) 是 Hilbert 空间 H 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 即 存在 常数 c 使 得 


Ve € H, |t(z)| < cllzll, (14) 
则 存在 唯一 的 ye H, 使 得 
Va € H, f(x) = (x,y). (15) 
证 明 ”我 们 将 要 用 到 下 面 的 事实 . 


引 理 5 
(i) 一 个 不 恒 等 于 0 的 线性 泛 函 的 零 空 间 是 一 个 余 维 数 为 1 的 线性 子 空间 . 
(ii) RAN REIZE fem 有 相同 的 零 空 间 , 则 它们 互 为 常数 倍 : 即 存在 
常数 c 使 得 
L= cm. (16) 
(ui) 在 (14) 式 意义 下 的 有 界线 性 泛 函 的 零 空间 是 一 个 闭 子 空间 . 


习题 4 证 明 引 理 5. 


注意 引 理 5 对 任意 的 Banach 空间 都 成 立 , Gi) 和 (Gi) 对 任意 的 线性 空间 都 成 
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现在 假设 不 恒 等 于 0, 则 的 零 空间 是 五 的 一 个 余 维 数 为 1 的 闭 子 空间 Y. 
Y 的 正 交 补 Y+( 见 定理 3) 是 一 维 的 . Ve p 是 Y+ 中 任意 一 个 非 零 向 量 , 定义 线性 
泛 函 m 为 


m(x) = (x, p). 
显然 , m 的 零 空间 是 Y. 由 引 理 5), 存在 常数 c, 使 得 
L(x) = cm(x) = (x, Ep). 


定理 4 PKA Riesz-Frechet 表示 定理 . 
下 面 有 用 的 推广 是 由 Milgram 和 Lax 给 出 的 . 
定理 6 (Lax-Milgram 引 理 ) ik H X —^- Hilbert 空间 , B(x, y) & a Fr y HH 
BR, 满足 
(i) 对 固定 的 y, Bx, y) 是 2 的 线性 函数 , 对 国定 的 Z, Bley) Æ y ORAL 


Ba: 
(ii) BRA RA, 即 存在 常数 c, 使 得 对 万 中 所 有 的 x de y, 
|B(x,y)| < dllzllllyll; (17) 
(iii) 存在 正 数 b, 使 得 Vy € H, 
IB(y, y)| > bllyll?. (18) 


断言 对 万 上 每 个 在 (14) 式 意义 下 有 界 的 线性 泛 函 EH PRE-MADE y 
使 得 

f(x) = B(x,y), Vy € H. 19) 

证 明 (i) 和 (ii), 对 固定 的 y, B(x, y) 是 z 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 因此 由 定 

H 4, 存在 唯一 的 ze H 使 得 


B(x,y) = (x, 2). 20) 
由 于 > Hy 唯一 确定 , Cx y 的 一 个 函数 . 由 (20), 2 关于 y 是 线性 的 . 因此 , 当 
y Pam H 时 , (20) 式 中 的 2 构成 的 集合 是 H 的 一 个 线性 子 空间 . 我 们 断定 它 是 H 
的 闭 线 性 子 空间 . 为 此 , 在 (20) RPR x = y: 


|B, y)| = (y, 2). (207) 
对 左 端 应 用 (18) 式 , 对 右 端 应 用 Schwarz 不 等 式 , 除 以 Jyll 后 我 们 得 到 
bllyll < Illl. (21) 
设 {zn} 是 在 (20) 中 出 现 的 一 列 向 量 , y 是 与 z 对 应 的 向 量 : 
B(x, Yn) = (2,24). (22) 


从 而 B(x, Yn — Ym) = (2, Zn — Zm)- (21) XX, dllyn — voll < zn 一 zm. 由 此 可 知 ， 
E {en} 收敛 到 z, 则 对 应 的 Lyn} 是 一 个 Cauchy F). 由 于 H 是 完备 的 , Lyn} 收敛 
到 极限 y. 由 (17) 式 知 , (22) 的 左 端 收敛 到 B(x, y), 由 (4) 式 知 , 右 端 收敛 到 (a, 2). 
故 
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B(z,y) = (z, z), 
这 证 明了 (20) 式 中 出 现 的 z 构成 的 的 集合 是 H 的 一 个 闭 子 空间 . 
我 们 断定 这 个 闭 子 空间 是 整个 H; 否则 , 由 定理 3 可 知 , 存在 非 零 向 量 x 与 所 
有 的 z 正 交 . 由 (20) 知 , 对 所 有 的 y, x 满足 B(x,y) =0. 令 y=zx 得 到 B(z,x) — 0. 
利用 (18), 我 们 得 到 x = 0, 5 x £0 F. 
根据 定理 4, 所 有 的 线性 泛 函 Ca) 都 能 表示 为 (z,z)(z € H) 的 形式 . 结合 (20), 
这 证 明了 (19). 由 (18), y 是 唯一 确定 的 . 


6.4 线 性 张 


由 第 1 EA, 点 集 S = {yj} 的 线性 张 是 包含 S 的 最 小 的 线性 子 空间 ， 在 
Hilbert 空间 H P, 点 集 S 的 闭 线性 张 定义 为 包含 S. 的 最 小 的 闭 线性 子 空间 , 即 包 
E 5 的 所 有 闭 线 性 子 空间 的 交 . 


习题 5 证 明 一 个 集合 的 闭 线性 张 是 它 的 线性 张 的 闭 包 ， 


定理 7 Hilbert 空间 H 中 的 点 y 属于 集合 {y} 的 闭 线 性 张 Y, 当 且 仅 当 与 所 有 
y; 正 交 的 向 量 z 也 和 yy IER: 

Vj,(yi,2)=0 SVZ, (yz)-0. (23) 

WEAR ”我们 断定 , 与 所 有 y; 都 正 交 的 向 量 z 构成 的 集合 Z 是 了 的 正 交 补 . 由 

于 和 所 有 y; 都 正 交 的 z 也 和 所 有 y; 的 线性 组 合 正 交 , 再 由 连续 性 , > 和 线性 组 合 

的 极限 正 交 , 故 ZCY+. 反之 , Y+ 中 的 每 个 向 量 都 和 每 个 y; EX, 故 属 于 Z. 这 

证 明了 Z—Y-. 由 定理 aii), Y = (Y+) = Zt, 这 证 明了 定理 7. 


我 们 在 第 5 章 中 证 明了 Banach 空间 到 自身 上 的 把 0 映 到 0 的 满 等 距 是 线性 
的 . 我 们 现在 给 出 此 结论 在 Hilbert 空间 情形 下 的 一 个 新 证 明 . 
用 x 一 a! 表示 Hilbert 空间 上 的 把 0 映 到 0 的 等 距 . Ye z,y 是 任意 两 个 向 
量 , x 和 y 分 别 是 它们 的 象 . 由 于 保持 距离 , d(0,z) = d(0, x), d(0,y) = d(0, y^) 
d(x,y) = d(z', y), 这 些 关系 式 可 以 表示 为 


le] = Hall. Hull = lly (24) 
llz — vll? = Ile’ — v^". (24^) 

把 (24^) 两 边 展开 并 利用 (24), 我 们 得 到 
(x,y) = (z^. y). (25) 


wWaety Az, hu ee HERE. 利用 (25), 我 们 有 
Zu) = (z, u) = (x t y, u) = (x,u) + (y,u) = (a, u') + yu) =(@'+y,u). 
于 是 对 所 有 的 WW, 
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(z' — z' — y', uw) =0. 
这 只 有 当 交 = a! +y 时 才能 成 立 . 
这 个 证 明 的 好 处 在 于 : 即使 内 积 不 是 正 的 , 只 要 内 积 是 非 退化 的 , 即 不 存在 和 
所 有 点 都 正 交 的 u 时 也 可 以 应 用 . 
现在 我 们 讨论 标准 正 交集 . 
定义 ” 若 内 积 空 间 X 中 的 一 族 向 量 {x;} 满足 
XP jyk (aj, 0%) 三 0， 且 对 所 有 的 放 [cj] — 1, (26) 
则 称 {r} 是 一 个 标准 正 交 集 . 
EX EARTE X 中 的 一 族 向 量 {x} 是 标准 正 交 的 
A X, WFK {aj} EX 的 一 个 标准 正 交 基 . 
引 理 8 ik H X—7 Hilbert 空间 , {aj} & H 的 一 个 标准 正 交集 . 则 {zj} 的 闭 
线性 张 由 所 有 形 如 


B. (25) 的 闭 线性 张 是 整 


T= ajz (27) 
的 向 量 构 成 , 这 里 oj 是 复数 且 满 足 
5 |a;|? < oo. (27') 


Fo X, (27) 在 Hilbert 空间 范 数 意义 下 收敛 . 进而 有 
lel = So lal (28) 
aj = (2, x5). (28’) 


习题 6 证 明 引 理 &. 


定理 9 每 个 Hilbert 空间 都 包含 一 个 标准 正 交 基 . 

证 明 设 多 是 由 五 中 的 所 有 标准 正 交 集 构成 的 集 族 . 在 多 上 按 集合 的 包 
含 关系 定义 偏 序 . £g F 的 一 个 全 序 子 集 族 , 此 子 集 族 中 所 有 集合 的 并 包含 子 集 
族 中 的 每 个 子 集 且 仍 在 F 中 . 由 Zorn 引 理 , 存在 一 个 最 大 的 标准 正 交 集 . 我 们 断 
XE, 每 个 最 大 的 标准 正 交 集 {x} 的 闭 线 性 张 X 是 整个 空间 . 我 们 采用 反 证 法 : f 
设 存在 y 不 属于 {zx;} 的 闭 线 性 张 X. 定义 


XI 


aj = (y, £j). (29) 
我 们 断定 Bessel 不 等 式 成 立 : 
>? < wi. (30) 
因为 考虑 : 
lly -Doo (31) 
F 


这 里 F Æj 的 一 个 有 限 集合 . 利用 {x;} 的 标准 正 交 性 , 我 们 发 现 (31) 式 等 于 
lul? — Y aly, æ) - So alez y) + > las", 
F F F 


根据 (29), 这 等 于 
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lll? — So loj". 


F 


于 (31) 是 非 负 的 , 对 每 个 有 限 子 集 F, (30) 都 成 立 , 从 而 对 无 限 和 也 成 立 . 
引 理 8, (27) 式 定义 了 一 个 向 量 z = Saja; Hw 属于 X. 现在 应 用 (29) 和 
(28^), 我 们 有 


(y — gu) = (y, £j) x (£, £j) = Qj = Qj = 0, 
这 说 明 y — a 与 所 有 的 ay EX. 由 于 假设 y 不 属于 X, 而 eRT X, y— z 非 零 
故 


y-c 
lu -æl 

可 以 加 到 正 交集 {ec} 中 , 从 而 得 到 了 一 个 比 (aj) 更 大 的 集合 , 这 与 (m) 的 最 大 

性 矛盾 . 


假设 H 是 一 个 可 分 的 Hilbert 空间 , BU 五 包含 一 个 可 数 的 稠密 点 集 . 此 时 , 每 
个 正 交 基 都 是 可 数 的 , 而 且 标 准 正 交 基 可 以 直接 构造 出 来 , 无 需 利 用 诸如 Zorn 引 
理 之 类 的 超越 论证 . 

定理 9” 若 {y,} 是 Hilbert 空间 H 中 的 一 列 向 量 , 其 闭 线性 张 为 整个 H, WAH 
中 存在 一 个 标准 正 交 基 {xj}, 使 得 (mio ms) 的 线性 张 包含 {y,,---, yp}. 


习题 7 证 明定 理 9.. 


在 定理 9% 中 构造 标准 正 交 基 {ar} 的 过 程 称 为 Gram-Schmidt 过 程 . 
习题 8 3X H <— Hilbert ZA. 证 明 互 的 任意 两 个 标准 正 交 基 的 基数 相同 . 


定理 10 3 H X—* Hilbert 空间 , (2j) 和 (y;) 是 两 个 标准 正 交 基 . 根据 定理 
8, 每 个 r 可 以 写成 


a=) 0%, aj = (£, £j), 


一 2 三 > ajYj 
Æ H 2) H Legie 0 映 到 0 的 等 距 , mE H 2) H LAANE 0 映 到 0 的 满 等 距 
都 可 以 用 此 方法 得 到 . 


则 映射 


习题 9 证 明定 理 10. 

习题 10 iH, 每 个 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空间 都 同 构 于 空间 2, 其 中 如 是 由 满 
E el? =£ |a|? < oo 的 向 量 z = (a1, a2,---) 构成 的 线性 空间 . 

Add 本章 中 描述 的 Hilbert 空间 的 抽象 概念 是 由 von Neumann 在 1929 年 给 出 的 . 
在 此 之 前 , Hilbert 和 他 的 学 派 已 经 应 用 了 例 2 和 例 3 中 描述 的 具体 空间 , Hilbert 
空间 也 由 此 得 名 . 
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在 一 个 具体 的 情形 下 , 定理 2 在 本 质 上 来 自 于 Beppo Levi. 
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“78 Hilbert 空间 结果 的 应 用 


7.1 Radon-Nikodym 定理 


设 > Al p 是 同一 个 o 代数 上 的 有 限 非 负 测 度 . 如 果 每 一 个 WEA BES, 
其 测度 也 为 零 , WR v 关于 u 是 绝对 连续 的 . Radon-Nikyodym 定理 断定 这 样 的 
测度 v 可 以 表示 为 

v(E) = | gdu, 
E 


这 里 9 是 一 个 关于 u 可 积 的 非 负 函数 . 
Von Neumann 利用 Hilbert 空间 上 线性 泛 函 的 Riesz 表示 定理 证 明了 这 个 结 


— 
m 
— 


y 


设 H ASK Hilbert 空间 L?(u+v), 其 范 数 为 
I? = / sPd(u-k v). (2) 
为 简单 起 见 , 我 们 假设 全 空间 的 po 测度 和 测度 都 是 有 限 的 , 于 是 根据 Schwarz 不 
等 式 , 每 个 平方 可 积 的 函数 是 可 积 的 . 线性 泛 函 
Ka) = ip nd (3) 
关于 (u) 范 数 和 IL2( + v) 范 数 都 是 有 界 的 ， 于 是 根据 第 6 意 定理 4, 存在 
yel’u+v) 使 得 C(x) = (x,y): 


[ran = [evan sy) 


这 里 y 只 依赖 于 测度 u M v. 我 们 把 上 式 重新 写 为 


J z(1— y)du = if zydv. (4) 


我 们 断定 , RTEA u 测度 为 零 的 集合 上 外 ， 


0 « y € 1. (5) 
为 此 , 我 们 用 FP RREI y < 0 的 点 构成 的 集合 并 断定 
ur) — 0. (6) 


EF ES 2 =1, Æ F 9b} x — 0, 这样 (4) REN 


n - y)du = [rer (7) 
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由 于 在 F Ey <0, (7) 式 右 端 < 0, 而 左 端 > WF), 这 证 明了 (6) 式 . 
用 G 表示 使 得 y > 1 的 点 构成 的 集合 , 假设 uG) > 0. 在 G ER 2 =1, EG 
外 令 z=0, 则 (4) 式 化 为 


fa - y)dy = ] (8) 


由 于 在 G 上 yy > 1, (8) 式 左 端 是 负 的 , 右 端 是 正 的 , 矛盾 . 这 完成 了 (5) 式 的 证 明 . 
如 果 有 必要 , 我 们 可 以 改变 y 在 一 个 人/ 测度 为 零 的 集合 上 的 函数 值 , 使 得 (5) 
式 处 处 成 立 . 由 于 关于 是 绝对 连续 的 , 这 不 影响 (4) XX. 

我 们 断定 (1) 式 中 的 函数 9 Hg = (1—y)/y 给 出 . 为 此 , id u = xy, 把 (4) XX 


f woan= | war. (9) 
设 EJÉTEE HIE: 选取 EP u EE EX 1, 1E E 5M 0. W (9) 式 给 出 
[san - o. (10) 

E 


此 即 关 系 式 (1). 
习题 1 对 测度 是 o 有限 的 情形 证 明 Radon-Nikodym 定理 . 


7.2 Dirichlet 问题 


首先 , 设 D 是 R" 中 的 一 个 有 界 区 域 . 用 Cg (D) 表示 支撑 包含 在 D 的 紧 子 集 
内 的 无 限 次 可 微 的 实 值 函数 f 构成 的 空间 . 在 空间 CFY(D) 上 我 们 引入 两 个 内 积 : 
(f.9)0 = Í fgdz 和 (f.i = Í Y. figide, (11) 

这 里 fj = Of /Oxj, j =1,-++,n. 
习题 2 Wik CLD) 关于 上 面 的 两 个 内 积 都 是 内 积 空间 . 

联系 这 两 个 范 数 的 下 述 不 等 式 由 Zaremba HEH. 
引 理 1 对 Cg (D) 内 所 有 的 f, 
lIfllo < dllfllz; (12) 


ZE dÈ DAR. 
证 明 于 了 在 D 的 边界 上 为 零 , 对 D 内 每 一 个 点 z, 
f(z) = T fida, 


这 里 r 是 D 的 边界 上 的 点 , 它 与 x 有 相同 的 zz，……,zn 坐标 . 由 Schwarz 不 等 式 ， 
P) «4 f Pan 
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对 此 式 在 D 上 积分 即 得 (12) XX. 


设 HP 为 Cg (D) 关于 范 数 || [|o 的 完备 化 , Ho 为 CED) 关于 范 数 jo 的 完 
AM. 
引 理 2 H9 中 的 每 个 元 素 v 属于 Ho, 而且 其 一 阶 偏 导数 WAT Ho. 此 外 , 对 
任意 的 Cgo 函数 2, 这 些 偏 导数 满足 

(z,v;)o = —(0z/Oxj, v)o. (13) 

而 且 公 式 (11) 对 HQ 中 的 所 有 f 和 g 都 成 立 . 

WEBH i (0020) 是 在 lh 下 收敛 到 v 的 一 列 Coe 函数 . 这 意味 着 一 阶 导数 
ut 在 || Jo 下 收敛 , 分 别 记 它 们 的 极限 为 vj 由 引 理 1, (o0?) Ze || [lo 下 的 极限 属 
T Ho, 我 们 把 这 个 极限 等 同 于 其 在 HQ 中 的 极限 v 分 部 积分 给 出 以 ve 代替 v 
的 情形 下 的 关系 式 (13); $ n oo 给 出 (13); (11) 式 类 似 可 证 . 


我 们 断定 : 把 HQ 中 的 元 素 v 与 Ho 中 的 元 素 等 同 起 来 的 映射 是 一 对 一 的 , 即 
这 个 映射 是 AD 到 Ho SARA. 为 此 , 我 们 只 需 证 明 : 若 v 是 Ho WE, W v 
也 是 AD NER. 显然 , 由 (13), FE Ho "P v — 0, 则 对 所 有 的 j, Æ Ho Fv; =0. 
这 使 得 在 HO 中 w=0. 

RAR (13) 表明 : 在 广义 函数 意义 下 , v; 是 v 的 一 阶 偏 导 数 (参考 附录 B). 

W f Ho 中 任意 元 素 , 定义 线性 泛 函 《为 


£(u) = (u, f)o. (14) 

根据 Schwarz 不 等 式 和 引 理 1 中 的 不 等 式 (12), 对 H2 中 的 所 有 u, 
[eCw)| < [I Fllollullo < dll fllollelli- (15) 
根据 Riesz-Frechet 表示 定理 和 第 6 章 定 理 4, ZA (14) 可 以 表示 成 内 积 的 形式 , EN 


存在 ve H9, 使 得 Vu € AP, 


(u, f)o = (u, v). (16) 
由 定义 (11) 和 引 理 2, 对 wj = 0u/0z;, 
(woi= $ (uj, v7)o. (17) 
现在 取 u A CF 函数 . 根据 广义 函数 理论 , 我 们 可 以 把 (17) 式 右 端 重新 写 为 
-) (u, vj;)o = -(u, Av)o, (17') 


这 里 vj; 是 v 的 二 阶 偏 导数 , A 是 Laplace 算 子 (在 广义 函数 意义 下 ). 结合 (17), 
(17^) 和 (16), 我 们 推出 , 对 所 有 的 u e Cg, 

(u, f)o = 一 ( Av)o. 
此 可 知 , 在 广义 函数 意义 下 ， 


f =—Av. (18) 
i v 是 非 齐 次 方程 (18) 的 广义 函数 解 . 
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下 面 我 们 证 明 T) r iF D 的 边界 时 , HQ 中 的 函数 v(x) 在 平均 值 意义 下 趋 
FTE. 具体 的 结论 是 下 面 的 引 理 a. 
引 理 3 假设 D 是 R? 中 的 一 个 区 域 , 其 边界 9D 是 一 条 C1 WA. D 的 边界 上 
的 任意 一 点 p, 选择 一 个 坐标 系 x1, za, 使 得 p 是 原点 , zl 轴 的 正 向 与 D HR 
直 且 指向 内 侧 . 用 R(p,d) RW D ¥ x, <d 和 |zxs| <d 的 所 有 点 (21,22) 构成 
的 集合 . AR v 是 HQ 中 任 一 函数 , 则 当 d TRH, |v| 在 R(p,d) 上 的 平均 值 也 趋 
um 

证 明 于 R(p,d) 的 面积 与 d 成 比例 , 我 们 只 需 证 明 


n role), (19) 
R 
为 此 , 我 们 对 CFY(D) 中 的 函数 f 估计 

f ine 


对 X1 AY BARS 


dt = d- dz < d- dt 
[^ Jen ide « f Ifi zj| 
1/2 1/2 
< (f (t - sas f fee) «e (f Ra) ， (30) 


在 上 面 的 第 二 步 中 我 们 利用 了 Schwarz PER. 现在 在 1 范 数 下 用 C8e 函数 列 v 
Wi v. 对 f =v™, (20) 式 的 极限 是 


1/2 
i: lvldz < d? f, daz) . (21) 
R R 


于 当 d 趋 于 零 时 , v2 在 R(d) 上 的 积分 趋 于 零 , 由 (21) 式 知 (19) RR. 
这 样 我 们 就 通过 构造 一 个 广义 函数 v, 在 广义 函数 理论 意义 下 成 功 地 给 出 了 微 

分 方程 (18) 的 解 , 而 且 在 平均 值 意义 下 , v 在 边界 上 为 零 . 

在 广义 函数 意义 下 , 上 述 证 明 可 以 推广 到 自 伴 的 正 的 二 阶 偏 微分 方程 的 Dirich- 

let 问题 上 . 现在 我 们 说 明 如 何 应 用 Lax-Milgram 引 理 把 上 面 的 证 明 推 广 到 非 自 伴 

偏 微分 算 子 上 . 例如 , 对 H? 中 任意 两 个 元 素 u,v, 考虑 由 下 式 定 义 的 泛 函 B: 


B(u, v) -f (二 ujU; + Nw; 十 w) dady. 22) 

显然 , B 是 双 线 性 的 ; 由 引 理 1, 它 是 有 界 的 . 应 用 Schwarz 不 等 式 估 计 中 间 项 , 我 
们 看 到 B 在 第 6 章 定 理 6 意义 下 是 正 的 . 由 该 定理 可 知 线性 泛 函 (14) 可 以 用 B 
表示 , 即 存在 v e H}, 使 得 对 H9 中 所 有 的 u, 
(u, f)o = Bu, v). 23) 

在 (23) 式 右 端 分 部 积分 , 我 们 得 到 , 在 广义 函数 意义 下 ， 
f=—Avt+ Slut. 24) 
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现在 我 们 给 出 另 一 种 方法 来 解 齐 次 Laplace 方程 


在 DD 内 ， 


的 Dirichlet 问题 , 其 边界 值 是 预先 给 定 的 . 这 种 方法 利用 了 调和 函数 的 某 些 特殊 性 
Jk, 且 给 出 了 在 通常 意义 下 满足 边界 条 们 
v 的 边界 值 也 是 一 次 可 微 的 . 于 是 我 们 可 以 在 DUOD 上 构造 一 个 在 OD 上 有 预先 
给 定 值 的 C1 函数 f, 并 把 边界 条 件 叙 述 如 下 : 

在 OD E, 
我 们 重新 描述 边 值 问题 (25) 和 (26): 把 f 分 解 为 
f=v+z, 

v 和 zz 在 直到 边界 上 有 连续 的 一 阶 偏 导数 


这 里 v 是 调和 的 ,> 在 OD 上 为 零 . 当 
时 , 我 们 可 以 应 用 Green 公式 : 


= ;z;dzdy = — | (Av)zdady + 
(v, z) [dv zdy u v)zdady 
(25), Æ D W Av — 0; 由 (26), Æ 0D E z= 0, Mitt 
和 函数 空间 与 在 边界 上 为 0 的 函数 构成 的 空间 在 内 积 ( ， 


的 真 解 . 我 们 假设 OD 是 一 次 可 微 的 并 


(25) 


(26) 


= adii 
I. dn 


上 式 右 端 = 0. RAZ, A 


à 下 是 互相 正 交 的 . 


于 是 分 解 (27) 变 成 了 把 f 分 成 两 个 正 
面 说 明 如 何 应 用 第 6 章 定理 3 来 解决 这 个 问题 . 对 Co (D) 中 的 所 有 f, 由 (11) X 
定义 的 内 积 不 是 正 的 , 因为 不 仅 对 = 0, 而 


函数 的 和 的 任务 . 我 们 下 


且 对 所 有 常数 函数 f A Cf, f) = 0. 


我 们 通过 考虑 两 个 函数 等 价 来 克服 这 个 不 足 . 如 果 两 个 函数 相差 一 个 常数 , 则 称 这 


两 个 函数 是 等 价 的 . 


用 Ay, 表示 DUOD 上 的 所 有 C1 函数 构成 的 空间 在 


间 HO 是 Hy 的 闭 子 空间 . 由 第 6 章 定理 3, 即 正 交 分 解 定 


范 数 uh 下 的 完备 化 ; 空 


FE, Hi 中 的 每 个 f 可 以 


唯一 地 形 如 (27) 分 解 , 这 里 > 属于 H9, v L H9. 条 件 v 1 H9 表明 对 H9 中 所 有 


的 u, 


(u,v)1 =) (uj, vj)o =0. 
取 we OS, 在 广义 函数 意义 下 分 部 积分 , 我 们 可 以 得 到 


0=) (us, vj)o — — 9 (wu vig)o = 


这 意味 着 在 广义 函数 意义 下 ， 


Av — 0. 


—(u, Av)o, 


rT 
N 
4 


Hermann Weyl 的 一 个 众所周知 的 结果 表明 : 广义 函数 意义 下 的 调和 函数 在 经 典 意 


义 下 也 是 调和 的 ; 附录 B 的 第 4 节 给 出 了 这 个 结果 的 


一 个 证 明 . 


我 们 断定 , 当 f 在 直到 边界 上 是 连续 时 , 随 着 9 j 
表示 q 到 OD 的 距离 , C 表示 以 q 为 中 心 、 以 7 = d/2 为 半径 的 圆 盘 , 并 用 “--” 表 


近 边 界 , 2(q) 趋 于 零 . Ad 
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示 在 C 上 的 平均 值 : 对 (27) 取 平 均值 , 我 们 得 到 
Fla) = z(a) + v(q). (28) 

由 于 f 在 直到 边界 上 是 连续 的 , 它 在 C 上 的 平均 值 与 它 在 c 的 中 心 q 的 值 只 
个 数 w( 当 d 趋 于 零 时 w 也 趋 于 零 ). 根据 偏 微分 方程 的 基本 理论 , 调和 函数 v 在 
lala C 上 的 平均 值 等 于 它 在 C 的 中 心 的 值 . 故 (28) 式 可 以 重新 写 为 

Fla) = z(a) + vla). 
从 上 式 减 去 (27), 我 们 得 到 

w = z(q) — z(q). (29) 
由 引 理 3 可 知 , 随 着 q 到 OD 的 距离 d 趋 于 零 , HQ 中 函数 z 的 绝对 值 在 R(p,d) 上 
的 平均 值 也 趋 于 零 . 故 |z| 在 C 上 的 平均 值 趋 于 0. 结合 (29), 我 们 断定 , 当 q T 
边界 时 , z(g) 自己 也 趋 于 零 . 应 用 (27), 我 们 看 到 调和 函数 v 在 直到 边界 上 是 连续 
的 , 且 边 界 值 等 于 f. 这 样 我 们 就 成 功 地 构造 了 Dirichlet 边 值 问题 的 一 个 真 解 , 而 


不 是 广义 解 . 

对 于 (27) R, 我 们 还 有 另外 一 种 看 法 . 我 们 已 经 看 到 Laplace 方程 的 边 值 问题 
(25) 和 (26) 相当 于 把 f 分 解 为 一 个 调和 函数 和 一 个 在 边界 上 为 0 的 函数 的 和 , 3 
且 证 明了 这 些 空间 在 内 积 (, )) 下 是 互相 正 交 的 . 这 个 分 解 可 以 通过 利用 第 6 章 


定理 3, 即 正 交 分 解 定 理 来 完成 . 在 这 里 我 们 说 明 , 如 何 对 由 一 阶 偏 导 数 在 D 内 平 


方 可 积 的 调和 函数 构成 的 子 空 间 了 进行 正 交 分 解 . 


调和 函数 理论 的 事实 


个 简 自 


Æ, V Æ || ||; 范 数 下 是 完备 的 . 因此 , 由 第 6 XEXERI 


分 解 为 
f=v+z, 


B T B eX 
们 的 目标 是 证 明 > 在 边界 上 为 0. 

设 D 包含 在 R? 中 , 并 假设 D 的 边界 是 二 
微 的 . 对 平面 内 和 


这 里 v 属 


k(p,q) = -mp 一 9|. 
假设 q 属于 D. 如 果 我 们 知道 
附录 也 第 4 节 ), 可 以 推出 

z(q) PU +2, 
这 里 (a, y) 是 p 的 坐标 . 然而 此 时 我 们 并 不 知 
积分 定义 的 函数 记 为 u: ars 


22 


道 


/ 


方 可 积 的 调和 函数 构成 的 空 


E 3, 我 们 能 够 把 A, 中 的 任意 f 


(30) 
lV 中 , > 5V EX. 我 


次 可 微 的 . 我 们 假设 f 也 是 二 次 可 
F 意 两 点 p 和 q, 我 们 定义 k(p,q) 是 Laplace 方程 的 基本 奇异 解 : 


(31) 


PBL > D 的 边界 上 为 0, 则 根据 Green 公式 ( 见 


z 在 OD LA 0, 


La 


H 


因此 我 们 把 上 


Ir =, "ip-ap ^^ 
这 里 (z', y) 是 q 的 坐标 . 


y 
"Ip—q 


(32) 


y 
:) dady, 
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引 理 4 Z 0D 是 二 次 可 微 的 , 则 由 (32) 式 定义 的 u(g) 直到 边界 上 都 是 连续 的 且 
在 边界 上 为 0. 

证 明 ”容易 证 明 在 万 内 是 连续 的 . Ke g D 内 靠近 边界 的 一 点 ; 用 bb 表示 
IE q 最 近 的 边界 点 . 由 于 假设 OD 是 二 次 可 微 的 , 于 是 存在 两 个 有 相同 半径 a 的 圆 
Hi S WIS, 在 5 点 与 0D 4HUJ, S 包含 在 D 内 ,5 在 DD 外 部 .用 a= (z,y) m q 
点 在 穿 过 圆周 S 的 边界 的 反 演 下 的 象 . 对 与 OD 充分 接近 的 ,7 在 S 内. 

于 了 在 DD 9E, k(p,q) dE D SEIEN RE. 特别 地 , ko,p JAF V, 
因此 在 内 积 (, )ı 下 与 z EX. 因此 u(g) = 0 ERNE 
«o |, (Br) 

"(prae oa) oa m 

随 着 q 逼近 边界 点 b, 7 也 通 近 边界 点 b. 因此 在 D 内 到 5 的 距离 超过 任意 正 
Br 的 那些 点 上 , (33) 式 右 端的 被 积 函数 一 致 地 趋 于 0. 可 证 (详细 证 明 参 考 Lax) 
CE D 内 余下 部 分 上 的 积分 也 趋 于 0. 这 就 完成 了 引 理 4 的 证 明 . 
引 理 5 由 (32) CLA Bu Æ D AAR HA B 
Au = Az. (34) 

证 明 ”由 于 假设 f 是 二 次 可 微 的 , 且 根 据 (30), 2 和 f 相差 一 个 调和 函数 v, 
Hz 在 D 内 是 二 次 可 微 的 且 Az= Af. Xx D' È D 的 包含 q 的 一 个 子 区 域 , BE 


闭 包 包含 在 D 内 . 把 (32) 右 端的 积分 分 开 并 在 D' 上 分 部 积分 : 
ð 
u(q) = 2(q) 4 ls 25, ds | ps (Zeke + Zyky)drdy. (35) 
右 端 两 个 积分 是 D 内 的 调和 函数 , 因此 由 D^ 的 任意 性 可 知 
u=z+h, (36) 


这 里 h 是 调和 函数 . 这 证 明了 引 理 5. 
FH (36) 把 2 表示 成 4 一 h 并 代入 (30): 
f=v-h+u. 
HF v- h 是 调和 的 , HE OD Eu=0, W v— h 是 边 值 问题 (25) 和 (26) 的 解 . 
上 面 给 出 的 证 明 是 Garabedian 和 Schiffer 的 一 个 论证 的 重新 加 工 . 
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第 8 章 。” 赋 学 线性 空间 的 对 偶 


8.1 ”有 界线 性 泛 函 


本 章 讨论 实数 域 或 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 X. 我 们 将 要 研究 X 上 的 连续 线 
性 泛 函 , BA X FRE C 的 满足 


Wace) = all), (xy) = (2) + (y) (1) 
的 连续 映射 . 映射 人 连续 是 指 
当 „im lan — z| = 0 EF, im a Elan) = = f(x). (2) 
定义 | X. 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 构 成 的 集合 条 MAX 的 对 偶 , 记 为 X. 
连续 线性 泛 函 的 和 与 常数 倍 仍然 是 连续 线性 泛 函 , 故 X" 是 一 个 线性 空 
间 . 
EX we X 上 的 一 个 线性 泛 函 . AEE c, 使 得 
Vr € X, als clzl, (3) 
则 称 £ 是 有 界 的 , 其 中 左 端的 | | 表示 绝对 值 . 
定理 1 X 上 的 线性 泛 LEER QUA CRURA ud 


c 


证 明 在 (2) 中 -2= ys. 由 (1) 和 (3), 我 们 得 至 
Ike n)— p )| = Mn) € clynl. 
这 证 明了 由 £ 的 有 界 性 可 以 推出 £ 的 连续 性 . 
E LER, 则 对 任意 的 c= n, 存在 on, 使 得 (3) 式 不 成 立 : 


显然 , zw 可 以 用 an 的 任意 常数 倍 代 蔡 . 如 果 我 们 正规 化 zw 使 得 


WW a, 一 0 但 是 Lan) — oo. 这 证 明了 若 有 界 性 不 成 立 则 连续 性 也 不 成 立 . 
定理 2 ” 赋 范 线性 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 2 的 零 空间 是 一 个 闭 线性 子 空 间 . 对 非 
平凡 的 £, 即 不 恒 等 于 0 的 £, 零 空间 的 余 维 数 为 1. 

证 明 ”任意 线性 映射 的 零 空 间 都 是 线性 子 空间 . 由 于 有 界线 性 泛 函 是 连续 的 ， 
A 0 的 逆 象 集 是 闭 的 . 显然 当 2 不 恒 等 于 0 时 , 其 零 空 间 的 余 维 数 为 1. 
定义 ”有 界线 性 泛 函 4 的 范 数 |d| 等 于 使 得 (3) 成 立 的 最 小 的 常数 c, BI 


co Est HOLAHTEDUXS 


ESTE K 
x40 |z] 


根据 齐 性 , 我 们 可 以 取 z 的 范 数 等 于 1. 
定理 3 4E (4) 定义 的 范 数 下 , 赋 范 线性 空间 X 的 对 偶 X" 是 一 个 完备 的 赋 范 线 
性 空间 . 

证 明 章 性 和 正 性 是 明显 的 . 为 证 次 可 加 性 , 考虑 两 个 有 界线 性 泛 函 4 和 m: 


| ml = EE (E m)(z)] < sup (Az) + |m(x))) 


(4) 


< sup |é(x)| + sup [m(z)| = |é| + [m]. 
|z|=1 |z|=1 


我 们 现在 证 明 完 备 性 . lm} X X! 中 的 一 个 柯 西 列 : 

当 n,m 一 off, En — lm] — 0. (5) 
根据 线性 泛 函 范 数 的 定义 (4) 以 及 (5), 对 X 中 的 每 个 m, 
当 m mm — ool, |(£, — &m)(x)| = £s (x) — lm(x)| € £s — mlll 一 0. 
HT ADR SX C 都 是 完备 的 , 故 

„im ln(x) = l(a) 

存在 . 易 证 O(a) 是 线性 、 有 界 的 , 而 且 由 (5) 不 难 推出 : 若 对 m > n A [ln —Lm| € e, 
WW |£, — £| « e. 因此 


lim | — 4| = 0. 


8.2 ”有 界线 性 泛 函 的 延 拓 


到 现在 为 止 , 我 们 还 没有 证 明 非 零 线 性 泛 函 的 存在 性 . 当然 在 Hilbert 空间 中 
有 很 多 线性 泛 函 . 我 们 现在 证 明 , 在 Banach 空间 中 也 有 很 多 线性 泛 函 . 我 们 需要 
的 工具 是 在 


ey 


p(x) = clz| 

这 一 特殊 情形 下 的 Hahn-Banach 定理 . 

定理 4 设 和 是 实数 域 或 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 , 是 X OTSA, CRY E 
YARMIZ HAE Y AJ 


Vy € Y, |&(y)| < clyl, 
则 《可 以 延 拓 为 和 上 的 有 界线 性 泛 函 , 而 且 使 得 它 在 X 上 的 界 与 在 YY 上 的 界 相 
同 . 
这 个 定理 是 第 3 章 定 理 8 的 一 个 特殊 情形 . 现在 我 们 给 出 一 些 应 用 . 
定理 5 Ry yy 是 赋 范 线性 空间 X 中 N 个 线性 无 关 的 向 量 , a1,…,aN 是 
任意 的 复数 , 则 存在 X 上 的 有 界线 性 泛 函 2, 使 得 
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证 明 用 YY 表示 yj,… yy 张 成 的 线性 空间 ， 形 如 

y= 5 b;y;. 
的 向 量 构成 . 由 于 y; 是 线性 无 关 的 , y 的 表达 式 是 唯一 的 . dE Y EEN £N 
L(y) = » bjaj. 
BA, LEY 上 是 线性 、 有 界 的 , 并 且 满 足 (6) A. 由 定理 4, 它 可 以 有 界 地 延 拓 到 
XM x E. 

推论 4! 赋 范 线性 空间 X 的 每 个 有 限 维 子 空间 Y 都 有 一 个 闭 的 补 . 
WEAR WE Y 的 一 组 基 {yi,…,yn}. 根据 定理 5, 存在 N 个 有 界线 性 泛 函 


D} 


Li (yi) = Sir: 
根据 定理 2, 0; 的 零 空间 Z, 是 闭 的 . 于 是 它们 的 交 
Z-—Zn-nZyv 
也 是 闭 的 . 容易 验证 Z 和 YY 是 互补 的 , BI x 2Y ez. 
定理 6 ”对 实数 域 或 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 X 中 的 每 个 向 量 y, 
[ul = mak ety): (7) 
证 明 由 | 的 定义 (4), E) < [ella |. 因此 (7) 式 右 端 < 左 端 . 要 证 结论 成 
xr, 我 们 只 需 证 明 对 X 中 每 个 y, 存在 Le X' 使 得 
L(y) = |yl, l=1. 
为 此 , 我 们 在 y 的 所 有 常数 倍 构成 的 空间 Y 上 定义 4: Clay) = a|y|. 明显 地 , 4 在 
维 空间 Y 上 的 范 数 等 于 1. 由 定理 4 e 可 以 延 拓 到 整个 X 上 使 得 jl| 1. 
推论 5 当 数 域 为 实数 域 I, 对 X 中 的 每 个 z， 
m c (8) 
下 面 是 定理 6 的 一 个 意义 深远 的 推广 . 
定理 7 设 久 是 C 上 的 赋 范 线性 空间 ,Y 是 X 的 线性 子 空间 . 对 X 中 任意 z, 用 
m(z) 表示 z 2) Y 的 距离: 


m(z) = inf |z — yl. (9) 
可 以 断定 , X 中 每 个 z， 
m(z) = M(z), (10) 
其 中 
(z) = |&(z)|， (11) 


= max 
|é|<1,2|y =0 


ee 


证 明 于 在 最 大 值 问题 (11) PS E Æ Y E90, A le] <1, X} Y 
中 所 有 y, | = Ly — z) < |z- y| 都 成 立 ; 因此 
zZ) < m |z — y| = m(z). 


由 此 及 (11) Ñ, 
M(z) < m(z). (12) 
为 证 等 式 成 立 , 考察 由 所 有 形 如 y + az(y TE Y. 中 , a 是 复数 ) 的 向 量 构成 的 线性 空 
间 Yo, 并 在 Yo 上 定义 线性 泛 函 Lo: 

fo(y + az) = am(z). (13) 
由 (9), £o 在 Yo EN 1 AA; 故 由 定理 4, 它 可 以 延 拓 到 整个 下 上 使 得 Lo] = 1. 在 
(13) FR y=0, a = 1, WA 


lolz) = m(z). 

结合 (12) A, 这 证 明了 £o 是 最 大 值 问题 (11) 的 解 , H. (10) 成 立 . 
注 Y 是 由 {0} 构成 的 平凡 子 空间 时 , 定理 7 简化 为 定理 6. 

定理 7 是 对 偶 变 分 问题 , 即 极 值 相 等 的 一 对 最 小 值 和 最 大 值 问题 的 一 个 例子 . 
定义 “在 赋 范 线性 空间 x 的 子 空间 Y 上 取 值 为 0 的 线性 泛 函 构成 的 集合 称 为 Y 
的 零 化 子 , dA Yt. 
习题 1 证明 Y+ 是 X' 的 闭 线性 子 空间 . 
习题 2. KY 是 赋 范 线性 空间 X 的 闭 子 空间 . 证 明 (X/Y) 的 对 偶 与 Y+ 等 距 同 
构 . 


定理 7 设 X 是 C 上 的 赋 范 线性 空间 ,Y E X 的 子 空间 . 对 任意 LEX', 定义 


fly = sup |é(y)|. 14) 
y€Y,|y|-1 
我 们 断定 
fly = min |€ — ml. 15) 
mEY 
证 明 对 Y+ 中 的 任意 m 以 及 Y 中 范 数 为 1 ER y, 
ey) = | 一 Ji 入 上 一 mm|. 16) 


由 此 知 [ely € minyeyı |£ — m]. 
根据 定理 4, 0 在 了 上 的 限制 在 X 上 有 一 个 延 拓 , 记 为 to, ETE X 上 的 范 数 
等 于 它 在 Y 上 的 范 数 : 


lol = lly. 17) 
由 于 £9 M £ YE Y. EIE, £ — £9 2 m FT. Yt; 而 且 由 (17)， 
|£ — m| = [£o] = Ul. (17°) 
结合 (16), 这 证 明了 (15) 式 成 立 . 
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定理 7' 是 对 偶 变 分 问题 的 另 一 个 例子 . 
习题 3 证 明 Y 5E x'/Y- 等 距 同 构 . 
EX WERHEZ X 中 的 子 集 {yj} 的 闭 线性 张 是 包含 所 有 y; 的 最 小 闭 线 性 子 
空间 , 即 包 含 (y;) 的 所 有 闭 线性 子 空间 的 交 . 
习题 4 证明 fy} WAREKE fy} 的 线性 张 Y 的 闭 包 . Y 由 y 的 所 有 有 限 
线性 组 合 构成 : 


y= ‚> QjYj: (18) 


下 面 的 结果 , 称 为 生成 准则 , 是 泛 函 分 析 中 常用 的 工具 . 
定理 8” 赋 范 线性 空间 X 中 的 点 z 属于 OTK (yp 的 闭 线性 张 , 当 且 仅 当 每 
一 个 在 子 集 {yj} 上 为 0 的 有 界线 性 泛 函 《在 z 处 也 为 0, 即 由 

(yj) = 0, Vyj (19) 


可 以 推出 L2) = 

证 明 于 是 线性 的 , (19) 式 表明 , 对 所 有 形 如 (18) 的 y, t(y) = 0. HF £ 
是 连续 的 , 它 在 形 如 (18) 的 点 的 极限 处 也 为 0. KEK, 知 z 不 属于 {y} 的 闭 线 性 
ik Y, 则 


nod |lz— y| 2 d» 0. (20) 
定义 Z 为 由 所 有 形 如 
ytaz, yEY (21) 
的 点 构成 的 子 空间 , HE Z 上 定义 线性 泛 函 £o 为 
fo(y 十 az) =a. 
由 (20) All 
ly + az| > dla]. 


把 此 式 与 bo 的 定义 结合 , 可 推出 , 在 Z E, £9 VAT AR. 故 由 定理 4, £o 可 以 有 
界 地 延 拓 到 整个 X b. 由 定义 ， 

vy;, u) = 0; 4o(z) — 1, 
注 记 定理 8 是 第 6 章 定理 7 在 Banach 空间 上 的 推广 . 
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赋 范 线性 空间 X 的 对 偶 X" 也 有 自己 的 对 偶 , WA X". 由 于 (x) 是 2 和 z 的 
双 线 性 函数 , 在 定义 (4) 下 是 有 界 的 , 因此 对 固定 的 m, (m) 是 6 的 有 界线 性 泛 函 . 
由 定理 6, 这 个 线性 泛 函 的 范 数 是 |z|. 因此 空间 X 可 以 按照 这 种 自然 方式 等 距 地 
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RAE X" rp. 有 限 维 线性 空间 理论 的 一 个 基本 结果 是 X" = X, 但 这 个 结果 对 一 
般 的 Banach 空间 不 一 定 是 正确 的 . 
定义 设 X 是 Banach 空间 . wE X” =X, W X ERA X", DER X ABI. 
定理 9 ÆA Hilbert 空间 都 是 自 反 的 . 
证 明 ”这 是 第 6 章 定理 4 的 直接 推论 . 
下 面 的 结果 由 Milman 得 出 . 
定理 10 “一致 凸 的 Banach 空间 是 自 反 的 . 
证 明 ”参见 Milman. 
在 第 5 章 我 们 证 明了 LP? < p < oo) 空间 是 一 致 凸 的 . 结合 Clarkson 的 这 个 
结果 与 Milman 的 上 述 结果 , 我 们 得 到 LP(1 < p < oo) 是 自 反 的 . 
定理 11  L? 的 对 偶 是 LI, 这 里 


ees 
Dp q 
证 明 “在 第 5 章 中 我 们 看 到 , 对 Lr 中 任意 的 u, 可 以 在 L? 上 定义 一 个 有 界 
线性 泛 函 4 为 


ef) = (fu) =f Fo)uls)dm. 

而 且 在 第 5 章 定理 5 中 我 们 证 明了 这 个 线性 泛 函 的 范 数 是 dj， 因此 Le 可 以 等 距 
HAA FI (LPY vB. 我 们 断定 Ls 是 整个 (Ley. 若非 如 此 , 则 存在 (Y 中 的 z 不 属 
于 Lv 由 于 La 是 闭 的 , 根据 定理 8( 生 成 准则 ), 存在 ULP)" Hi £4 0, 使 得 对 La 
FEN u, Lu) = 0. 由 于 L? ZA RIN, 0 属于 Ir, MOS. L9 FEN u, (£u) = 0. 
由 第 5 章 定理 5, 这 推出 2 — 0, 矛盾 . 

Fili, 不 利用 一 致 四 性 , 给 出 p <2 时 LP 的 对 偶 是 54 的 第 二 个 证 明 . 

为 简便 起 见 , 我 们 假设 诱导 Lo 范 数 的 全 测度 为 1 于是, X p = 2/p, d = 
2/(2 — p), 根据 Holder 不 等 式 , 我 们 有 

I = f ifam < | layco-pylhPlly» = IIB: 

Most 12 中 所 有 的 f Ifl < lifl 

设 4 是 线性 泛 函 , 定义 在 由 所 有 在 Lo 范 数 下 有 界 的 L2 函数 构成 的 集合 上 ， 

KA) < allfll, 

其 中 c 是 常数 . 由 于 p 范 数 小 于 2 范 数 , 4 在 D? 范 数 下 也 有 界 . 根据 第 6 章 定理 
4( 表 示 定理 ), 存在 ue 12, 使 得 
Lf) = J fea. (22) 
BANNER u 属于 Lo. 为 此 , 我 们 选择 了 二 fy WF: 


fi (x) = |ux|?~*(@)sgn u(z), 
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[ux |(x) = min(|u(z)], k}, 
k 是 常数 . 在 (22) 式 中 令 f = fu, 我 们 得 到 
(fy) = J iom = J [ug juļdm > J |ur|?dm. 


H 


, 


\ fell? = / jus [€ "dm = / NUM 
于 根据 假设 , CA] < ell fully» 所 以 上 面 两 个 不 等 式 意味 着 


1/p 
J stam Kc (/ ul") : 


两 边 同 时 除 以 右边 , 得 到 
Ilwella € c 


& k> oo, 则 得 到 u 属于 L2. 这 完成 了 定理 的 证 明 . 


习题 5 证明: 若 全 测度 为 1, W fll, 是 p 的 增 函 数 . 
定理 12 ” 当 赋 以 最 大 值 范 数 时 , C[-1,1] 不 是 自 反 的 . 

证 明 C[-1,1] 是 自 反 的 , 则 C 是 C" 的 对 偶 . 对 和 = C' 应 用 定理 6 可 知 ， 
对 C' 中 的 每 个 L, 存在 f € C" = C, 使 得 


A=), Ilma =1. T 
现在 定义 | 
Ka) = | soa- f tot 
显然 , Vg € C[-1,1], 
IE) < 2Aglanax (i8 
但 是 任 给 e > 0, 我 们 可 以 选取 9 使 得 


[2(9)| > (2 — €)|9|max- 
这 证 明了 |e) = 2. 结合 (23), 对 g = f, 这 与 (23) TH. 
定理 13 KZACHHHREAH EI. EZ 是 可 分 的 , 则 Z 也 是 可 分 的 . 

证 明 ”可 分 性 意味 着 Z 包含 一 个 稠密 的 可 数 集 Uy. 由 2 中 范 数 的 定义 ， 
存在 zn € Z 使 得 


la = 1, inf) > 下 lt (24) 

我 们 证 明 可 数 集 {2n} 的 闭 线性 张 是 Z. 根据 定理 8, 这 等 价 于 在 每 个 处 为 0 的 
线性 泛 函 处 处 为 0. 用 反 证 法 , 假设 存在 一 个 4 使 得 

对 所 有 的 n, (n) =0 AL | — 1. (25) 


ie ee 


于 {ln} 在 Z' 中 稠密 , 可 以 找到 一 个 £, 使 得 
1 
IE — bn | < z 
由 于 | = 1, 故 有 
[en] > : 
因 


为 Uen) =0, 由 (26) 及 (24), 

3 > Me bn) (en) = Ma Gn)? 5a: 
这 与 (26’) Fa, 从 而 证 明了 不 存在 满足 (25). 由 定理 8, 这 证 明了 zn 的 所 有 有 
限 线性 组 合 构成 的 集合 在 Z 中 稠密 . 进而 en 的 所 有 有 理 系数 的 有 限 线性 组 合 构成 
的 集合 在 Z rupis 由 于 这 个 集合 是 可 数 的 , 所 以 Z 是 可 分 的 ， 


定理 13 可 以 给 出 定理 12 的 另 一 个 证 明 . 首先 C[-1,1] 是 可 分 的 : 每 个 连续 
数 可 以 用 有 理 结 点 和 有 理 坐 标的 分 段 线性 函数 逼近 . 另 一 方面 , C' 不 是 可 分 的 : | 
£f) = f(s), -l<s<l 


所 定义 的 线性 泛 函 0, 显然 1 为 界 . 同样 显然 的 是 ， 
对 s A £s — 6| = 2. 

ToU) 构成 了 一 个 不 可 数 的 集合 , C' 没有 可 数 的 稠密 子 集 . 因此 C" zc. 这 
因为 , WR C = C, 对 Z = C' 应 用 定理 13, 由 于 C" = C 是 可 分 的 , C' 也 是 可 
Hj, 但 是 C" 是 不 可 分 的 , 矛盾 . 

对 至 少 包 含 一 个 离散 点 集 的 任意 Hausdorff 2 
用 定理 12 的 结论 . 下 面 是 具体 的 表述 . 
定理 14 3k Q 是 紧 Hausdorff 空间 , C(Q) 
以 最 大 值 范 数 . 

(i) (C(Q@)) ”由 定义 在 所 有 Bored 集 上 的 全 质量 有 限 的 带 号 测度 m HR, PP 


7 


空间 Q, 我 们 可 以 对 空间 CQ) 应 


Æ Q 上 的 实 值 连续 函数 构成 的 空间 , IR 


CQ) 上 的 每 个 有 界线 


l 的 范 数 是 


测度 


这 个 基本 结果 的 外 


Jg 


m 由 了 唯一 确定 . 
(ii) (C(Q))" 4H Q 上 所 有 有 界 Borel 可 测 函 数 构成 的 空间 L%(@). 


给 uy 


G J Q 是 度 
注 记 


E ee AS 


MZ & 2 都 可 以 表示 为 


[ tam. 


i= f lam. 
Q 


连续 


函数 构成 的 空间 并 赋 以 上 和 


(27) 


(28) 


JÉ F. Riesz 得 出 ; 一 般 结 果 则 由 Kakutani 得 出 . 附录 A 
间 情 形 的 泛 函 分 析 证 明 . 
当 @ 非 紧 时 , CQ) 是 Q 上 所 有 有 有 界 ; 


数 时 , 定理 14 不 成 立 . 这 是 由 于 下 面 的 原 


FE 
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取 Q 为 实 直线 R, {th} 是 一 列 趋 于 无 穷 的 数 . MY A C(R) 的 子 空间 , 由 使 得 
jim f(t) = foo 
AFTER T-A ERU f 构成 . 对 Y 中 的 f, 定义 泛 函 2 为 
Lf) = fæ- 
显然 , € 是 线性 的 且 在 Y EAF: My < 1. 根据 Hahn-Banach 定理 , £ 可 以 延 拓 为 
整个 CR) 上 的 有 界线 性 泛 函 . 
我 们 断定 不 可 能 被 表示 成 (27) 的 形式 . 若非 如 此 , Def) 的 值 依赖 于 了 在 


任意 满足 
[lami #0 
I 


的 紧 区 间 I 上 的 值 . 但 是 , 我 们 显然 可 以 改变 Y 中 的 函数 了 在 工 上 的 值 而 不 改变 
(Cf) 的 值 , 因此 不 存在 这 样 的 依赖 性 . 

下 面 的 结果 是 很 有 趣 的 . 
定理 15 A Banach 空间 X 的 闭 线性 子 空间 YY 也 是 自 反 的 . 

证 明 X 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 2 在 了 上 的 限制 是 Y 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 
记 为 £o. 根据 Hahn-Banach 定理 , Y 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 都 可 以 延 拓 到 X E. 
X' 一 Y' 上 的 这 个 限制 映射 《一 bo 把 x' PREY’ b, 它 导 出 了 下 面 的 从 Y" 到 
X" 的 映射 . 


对 Y" 中 的 任意 n, 我 们 定义 X" 中 的 C: 对 X 中 任意 L, > 
CE) = n(o), (29) 
这 里 lo Æ LE Y 上 的 限制 . 由 于 X 是 自 反 的 ,5 可 以 等 同 于 X 中 的 某 个 元 素 >: 
CE) = £(2); 
代入 (29) 得 到 
&(z) = n(£o). (29) 


我 们 断定 z EF Y. 为 此 , 注意 到 , ZI 属于 Y+, Bede Y 上 为 0, 则 bo = 0, tk 
由 (29) 知 £(z) = 0. 由 定理 8, z 属于 YY 的 闭 包 . 但 是 Y 是 闭 的 , 故 > JEF Y. 
此 我 们 可 以 把 (29) 重 写 为 


f(z) = n(€o). (30) 
由 于 Y 中 的 每 个 泛 函 必 为 X 中 某 个 线性 泛 函 的 限制 , (30) 表明 Y" 中 的 每 个 n 
都 可 以 等 同 于 Y 中 的 某 个 z. 
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根据 第 1 章 , 实 线性 空间 X 的 点 集 M feud x 中 包含 M 的 最 小 的 凸 集 ， 
Nas M 的 所 有 凸 集 的 交 . M 的 凸 包 记 为 M. 
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正如 第 1 章 定理 6 指出 的 , M 由 M 中 点 的 所 有 凸 组 合 构成 . M 中 的 点 形 如 

gc Y aus “ie M; (31) 
F 

aj 20, Daj =1. (31^) 


F 
定义 ” 赋 范 线性 空间 X TFR MAO eee M HE 8825, 即 所 有 包 
& M WARN. 我 们 把 这 个 集合 记 为 M. 


习题 6 证 明 M KAGE M WHE y Aa. 


EX 对 及 上 的 赋 范 线性 空间 X 中 的 任意 有 界 子 集 M, 我 们 定义 其 支撑 函数 Snx 
A x' 上 的 函数 


Smd = L(y). (32) 
ye 
定理 16 ”支撑 函数 具有 下 列 性 质 : 
(i) AA AME, V £m € X', Su(l+m)< Su(l) + Sy (m). 


) 

) 

) 单调 性 ,对 MCN, Sul) < Sn (0). 
(v) 可 加 性 , Sun = Sy t+ Sy. 

) 

) 

) 


(vi) S-m (£) = Sy (—£). 
(viii) S- = Sm. 


习题 7 证 明定 理 106. 


现在 我 们 给 出 一 些 例子 . 
(a) ?4 M 为 单 点 集 {xo} IN, 


S{zo} (£) = (20). 
(b) 24 M 是 以 0 WARD. U R ACEEINER Bg = {x :|z| < R} N, 
Sp, (0) = Rie. 
(c) W M 是 球 Br(z0) = {x € X : |x — zo| < R}. 由 例 (a) MA (b) 以 及 定理 
16(v), 得 到 


Spatzo( = L(x0) + Ril. (33) 
定理 17 X X ZR LHMDCALS, MX 的 一 个 有 界 子 集 . X 中 的 点 > 
属于 M 的 闭 西 包 M, 当 且 仅 当 对 X! 中 所 有 的 0, 

&(z) < Sud). (34) 
证 明 ”根据 支撑 函数 的 定义 (32), 对 X" 中 所 有 的 24 和 M 中 所 有 的 z, 均 有 
Ll(z) € Sy). 由 定理 16 的 (vii) 和 (viii), Sy = Sy, 故 (34) 对 所 有 M 中 的 > 都 


反之 , 假设 z 不 属于 M. 由 于 M 是 闭 的 , 故 以 z 为 中 心 的 某 个 开 球 Bri) 与 
M 不 交 . 根据 第 3 章 定理 6( 广 义 超 平面 分 离 定理 ), 存在 非 零 线性 泛 函 (o 和 实数 
c, 使 得 vu € M, Vv € Br(z), 
lolu) < c < £g(v). (35) 
\ 等 式 (35) 右 端 知 , lo 是 一 个 有 界线 性 泛 函 . 
Br(z) 中 的 点 wv JEU v = z + Rz, |z| <1. 由 不 等 式 (35) MA Y, 
c S lo(z) + Réo(a). 


inf Lo(z) = — |f]. 


|z|<1 


由 上 面 的 不 等 式 可 知 


c € £o(z) — R|£o|. (36) 
由 不 等 式 (35) 左 端 和 Sw 的 定义 (32), 我 们 得 出 
Sy (fo) & c. (36^) 


结合 (36) 和 (36), 我 们 得 至 

Sy (£o) + R|£o| < £o(z). (37) 
由 于 ly 不 恒 等 于 0, 故 [fo] > 0. 因此 (37) 说 明 , 若 z 不 属于 M, 则 存在 £o 使 得 
(34) 不 成 立 . 这 正 是 定理 17 所 要 证 明 的 . 
定理 18 设 天 是 实 赋 范 线性 空间 X 的 一 个 财 凸 子 集 , OX 中 不 属于 KK 的 一 
个 点 . 则 


= 


inf |z- ul = a (2) — Sx (£)]. (38) 


HERA 支撑 函数 的 定义 (32), 
IAR LM K PRAI u, SK(A > (u). 


故 对 je = 1, 
Sg (£) > Uu) = Lz) + Lu — z) 2 &(z) - |u— z], 
即 ju — z| 2 £(z) — Sk(£). 由 此 可 知 


inf |u — z| > sup [€(z) — Sy (£)]. 39) 
uck l= 


ll=1 
为 证 相反 方向 的 不 等 式 , Xx R 是 比 (38) 左 端 的 下 确 界 小 的 任意 正 数 . 用 Bg 表示 
以 原点 为 中 心 、 以 R 为 半径 的 球 , MER K+ Bg 到 z 的 距离 为 正 数 . 故 在 定理 
17 中 , 以 K 4- Bg 代替 M, 可 知 存 在 £o © X' 使 得 

Sk+Bp(l0) < fo(2). (40) 


由 可 加 性 和 例 (b), 
Sk+Br(lo) = Sx (lo) + R|fo. (40°) 
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于 可 以 选取 £o 使 得 其 范 数 等 于 1, 从 而 由 (40) 和 (40^), 存在 £o, Kol = 1, 使 得 
R < to(z) — Sx (to). 
故 (38) 式 右 端 的 上 确 界 不 小 于 R. 由 于 RR 是 比 (38) 式 左 端 下 确 界 小 的 任意 数 , 故 
inf |u- z| < pe — Sx(£)]. 
结合 (39) A, 这 证 明了 (38) X. 
定理 18 给 出 了 对 偶 变 分 问题 的 又 一 个 例子 . 如 果 我 们 把 支撑 函数 的 定义 延 拓 
到 线性 空间 Y E: 
BUS 
st0-| 0, beyt., 


o, Ley, 


则 定理 7 是 定理 18 的 特殊 情形 . 
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第 9 章 “对偶 性 的 应 用 


9.1 加权 窜 的 完备 性 


设 w(t) 是 定义 在 RR 上 的 正 函数 , H. [t] 一 oo 时 旦 指数 衰减 : 
0 < w(t) < ae-cll, c» 0. (1) 
用 C 表示 R 上 在 oo 处 为 0 的 连续 函数 的 集合 : 
oo = 0. (2) 
当 赋 以 最 大 值 范 数 时 , C 是 一 个 Banach 空间 . 
定理 1 HS t^w(t)(n = 0,1,2,---) 属于 C; 它们 的 闭 线 性 张 是 整个 C, 即 C 中 的 
每 个 函数 在 R 上 都 可 以 用 加 权 多 项 式 一 致 台 近 . 
证 明 ”利用 第 8 章 定理 S 证 明 . Wc 6 是 C 上 的 任意 有 界线 性 泛 函 , 且 在 函数 
tw LA 0: 
f(t^w) = 0, n=0,1,---. (3) 
WC 是 一 个 复 变量 且 [Im (| « c, 则 wist ETC, 故 
FO) = weit) (4) 
在 区 域 IC: |]Im d| < e) 上 有 定义 . 我 们 断定 f(z) 在 此 区 域 上 是 解析 的 . 因为 在 C 
的 范 数 下 , we! 的 复 微 商 趋 于 iwtel°t, 故 
FO = lim ER) A cH lim ¢ (» 2 — <) = ((iwteitt). 
对 高 阶 导数 也 有 类 似 的 结果 , 特别 地 , 利用 (3), 
d m i^f(wt^) 20, n=0,1,--- 
由 于 f 是 解析 的 , YE C = 0 点 的 所 有 导数 为 0 意味 着 在 区 域 (C: [Im c] < e) 上 


So = 0; 特别 地 ， 

VC ER, f(¢) = wei) =0 
由 第 8 章 定理 8, 所 有 函数 weit 都 
根据 Weierstrass EWT 1E H 
极限 . 由 此 可 知 wh 在 函数 weist(¢ 是 实数 ) HAH 
0,1,2,---) 的 闭 线 性 张 内 . V y 


E = 


了 紧 文 撑 的 任意 连续 
y 
z 


Fe 


d = 


属于 nw 的 闭 线性 张 
每 个 连续 的 周期 函数 h(t) 


=] 
AE 


m 


张 内 ， 
PAB, 定义 


多 项 式 的 一 致 


(5) 
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设 是 一 个 以 2p 为 周期 的 函数 , 且 满 足 
Xj «p, alt) = A(t), (5) 
选取 p 充分 大 , 使 得 x 的 文 撑 包含 在 区 间 (t: [t] « p) VJ. 则 


|a: m h|max < Iz max) 


"EH. (5), (5^) 和 (1), 
ly — wh| € ae ?|x max. 

这 证 明了 当 p — oo 时 , wh — y. 由 于 wh 属于 所 有 函数 {tw : n = 0,1,2,…} 的 

HAREIK, 所 以 y 也 属于 {tw : n = 0,1,2, 的 闭 线性 张 . 由 于 有 紧 支 撑 的 连续 

函数 构成 的 集合 在 C 内 稠密 , 故 完成 了 定理 的 证 明 . 


9.2 Miintz 逼近 定理 


根据 Weierstrass WU xe FE, 区 间 [0,1] 上 的 任意 连续 函数 z(t) 都 可 以 用 t 的 
多 项 式 一 臻 逼近 . 设 ”是 任意 整数 . FF z(t) 是 [0,1] 上 的 连续 函数 , 则 
y(s) = x(s*) 
也 是 连续 函数 . y(s) 在 最 大 值 范 数 下 可 以 用 多 项 式 p(s) 任意 逼近 . S s = t", 我 们 
断定 a(t) 可 以 用 t(j =0,1,---) DREASAIR. 因此 在 Weierstrass WUE 
理 中 , 不 是 t 的 所 有 禹 次 都 需要 

Serge Bernstein 提出 了 下 列 问题 : 什么 样 的 收敛 到 oo 的 正 数列 DA; 能 够 使 
得 函数 


1, {t}, gH 12) (6) 

的 闭 线 性 张 是 (0,1) 上 的 所 有 连续 函数 构成 的 空间 O? 在 Berstein 得 到 一 些 初步 的 

结果 后 , Mintz 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 2 KIN) 是 趋 于 co 的 正 数列 . (6) 中 的 函数 张 成 [0,1] 上 在 +=0 处 为 0 

的 连续 函数 构成 的 空间 , 当 且 仅 当 

= x za (7) 

WEBB ”我 们 利用 第 8 章 定理 EN) 设 2 是 C 上 的 在 (6) 中 所 有 的 非常 
值 函数 上 取 值 都 为 0 的 有 界线 性 泛 函 

£(t^ "as j212,- (8) 

4 5 是 一 个 复 变 量 , Re C» 0. 对 这 样 的 C, t6 属于 C. 且 在 下 述 意 义 下 解析 地 依赖 

To 在 C 的 最 大 值 范 数 下 ， 


存在 . 定义 
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F(C) = et), (9) 
WW f 22 ¢ 的 解析 函数 . aF O<t<1 H ReC SON, || <1, 以 及 2 是 有 界 的 
(不 妨 假设 |£| < 1), 根据 (9) 式 可 知 ， 


对 Rec>0， AGOIE1 (10) 
关系 式 (8) 可 以 表示 为 
f(A) = 0. (11) 
我 们 定义 Blaschke RAR By (C) A 
N Ge} 
By(Q) = II A (12) 
它 满足 以 下 4 个 性 质 : 
By(A;) = 0, j=l,---,N; (13a) 
Bn(¢) #9, XL CA AG; (13b) 
IBu(O] > 1, 当 Re Ç —> 0 Hf; (13c) 
IBu(Q)| > 1, 当 |¢| 一 œ 时 ; (13d) 
由 于 f(¢) 与 Bw(6) 有 公共 的 零点 , 所 以 
(O = 31 (14) 
TE (C: Re Ç > 0) AACE MATA. 可 以 断定 
对 Rec>0, |gn()| <1. (15) 


这 是 因为 , 结合 (10) 和 (130), (13d), 对 任意 的 = > 0, 且 对 Rec = 6, |C] = 671,6 78 

分 小 时 , 有 lau (O| < 1+ e. 根据 解析 函数 gw 在 区 域 (C: Re C > 6, |C] < 971) 上 的 

最 大 模 原理 , 在 此 区 域 上 , law (Q)| € 1-7 e. & 6,0 — 0, 我 们 得 到 (15). 设 是 满足 
f(k) £0 的 正 数 , 由 (14) 和 (15), 我 们 断定 

N 

Àj = 1 16 

15° ior n 


我 们 可 以 把 (16) 式 左 端 的 因子 写 为 
1.4 


2k 
T A; oo, 所 以 上 面 的 因子 中 只 有 有 限 项 大 于 1. 由 于 乘积 (16) 关于 N 是 一 
致 有 界 的 , 故 对 所 有 的 N, 和 式 


A v 
是 一 致 有 界 的 . 这 与 (7) 矛盾 ; 因此 对 所 有 的 天 均 有 f(k) = 0. 由 了 的 定义 (9) 和 
£ 的 性 质 (8), 这 说 明 任意 的 在 t 上 为 0 的 线性 泛 函 也 在 (E 是 正 数 ) 上 为 0. 故 
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第 8 章 定理 8( 生 成 准则 ), 我 们 得 到 所 有 的 函数 t 可 以 用 函数 US 的 线性 组 合 一 
Sio xr. 特别 地 , W k = 1,2,---, 并 应 用 Weierstrass Eu BE, 可 以 断定 (6) 中 的 
函数 张 成 了 C. 

我 们 略 去 必要 性 的 证 明 . 
IE Szász 把 Miintz 的 定理 推广 到 A; 是 复数 的 情形 . 
习题 1 ARH eH 2 在 复 指数 下 的 情形 . 


9.3 Runge 定理 


定理 3 E D XC 内 的 一 个 有 界 单 连通 区 域 . 则 D 内 的 每 个 解析 函数 (0) ED 
的 每 个 紧 子 集 K 上 都 可 以 用 C 的 多 项 式 一 臻 逼近. 

证 明 由 于 DD 是 单 连通 的 , 故 D 的 每 个 紧 子 集 都 包含 在 D 的 一 个 单 连通 紧 子 
集 K 中. dE D — K 中 选择 一 条 闭 光 滑 曲线 使 之 绕 玉 中 每 个 点 一 周 , 并 用 Cauchy 
积分 公式 表示 /GO)(Ce K). 这 个 积分 对 K 中 所 有 的 点 ¢ AIDA Ask SRE. 这 
个 和 式 是 形 如 (x x 在 曲线 上 ) 的 函数 的 线性 组 合 . 因此 , 为 了 证 明定 理 , 只 
需 证 明 所 有 形 如 (x — 0)! DE K 中 ) 的 函数 在 K 上 可 以 用 < NEE. 
= |x| > R, R= max |C 时 , 这 是 明显 的 . 于 是 儿 何 级 数 


x-9) = » zu 


0 

在 天上 一 致 收敛 . 为 证 明 对 所 有 的 < 成立, 我 们 利用 生成 准则 . 设 OK) 上 在 
所 有 多 项 式 上 取 值 为 0 的 任意 有 界线 性 泛 函 : 
ed) — 0. 


我 们 断定 £ 在 所 有 形 如 (x — Va 不 在 K m) EX 0. 定义 
g(x) = «(x — 071). 

T x-0-7 Æ CUR) 中 的 解析 函数 , 故 g(x) TE K 的 外 部 是 x 的 解析 函数 . 由 
于 对 |x| > R, (x — 0-7! 属于 多 项 式 所 构成 集合 的 闭 包 , 且 由 于 (p) = 0, 由 连续 性 
AT, 对 这 样 的 x, 《((x — ON) = 0, 故 

当 |R| < |x| 时 ，g(x) =0. 

由 于 g 在 外 部 是 解析 的 , 且 单 连通 集 K 的 外 部 是 连通 的 , 故 对 所 有 不 属于 K 中 的 
x, g(x) = 0. 由 第 8 章 定理 8 生成 准则 知 , 对 K 外 面 的 所 有 x, (x 一 个 -在 多 项 式 
所 构成 的 空间 的 闭 包 中 . 


这 个 漂亮 的 证 明 是 由 Lars Hörmander 给 出 的 . 
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9.4 ”函数 论 中 的 对 偶 变 分 问题 


定理 4 设 万 是 C 中 的 一 个 有 界 区 域 , 其 边界 由 有 限 个 C1 PAM. 用 ARTE 
D 内 解析 且 在 边界 连续 的 函数 构成 的 空间 , Co 是 DD 内 任意 一 点 . 定义 
M= sup |F (£o) (17) 
FEA,|flmax<1 


用 uo 表示 在 OD EX UE BRK i 


uo(£) = mi (C — G)?’ 18) 
定义 
m= int f pw(Q- Ollacl, 19) 


则 m=M, ALARM 可 以 达到 . 
证 明 ”我 们 首先 证 明 M < m. 由 Cauchy 积分 公式 和 Cauchy 积分 定理 , 可 以 
把 f'(Co) 表示 为 


= | fudco f fuo- sac. 20) 
oD oD 
这 里 g A 中 任意 函数 . 因为 (17) 中 出 现 的 的 绝对 值 |f| <1, 故 由 (20) 可 以 


Eu 
wy 


FUG < | luo = ala 
OD 
选择 9 使 之 几乎 最 小 化 (19), 我 们 得 到 
I< m e. 

(17), 这 意味 着 M < m e, HF e> 0 是 任意 的 , M < m. 

为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 , 我 们 考虑 由 OD 上 的 连续 函数 构成 的 空间 C. uo 属 
于 C 且 4 是 C 的 线性 子 空间 . RIE C EWA L- $82 | h, WE 9D KF IM 
长 |dc| 积分 . 下 确 界 (19) 可 以 写 为 


= inf Jug — ght. 
m inf [uo gh 


根据 第 8 章 定理 T, 
T Mie EN I). (21) 
我 们 记 使 (21) 取 最 大 值 的 4 为 Lo. 对 不 在 ƏD 上 的 X 定义 函数 fo A 
fo(x) = to (+ 

可 以 断定 fo 共有 下 列 性 质 : 

(i) 对 不 在 OD 上 的 x, fo(x) 是 解析 的 ; 

(ii) 对 不 在 D 内 的 x, fo(x) = 

Gi) |fo(x)| < 1; 


76 第 9 章 对 偶 性 的 应 用 


(iv) fo(Go) = m. 
性 质 (i) 由 1/(C — x) AE x 的 解析 函数 这 一 事实 可 得 . 对 不 在 D 中 的 x, 1/(¢ — x) 
BT AH AEA Oo, KJER (让 成立. 为 证 明 (iii), 选择 靠近 OD 的 y, HX 
x 是 x FI D BUS AR. x’ E D 外 . 由 (i), RNA 


er ES l ) 


2d \C-x -x 
| F o| < 1, 
11 1 1 Dex | 
< = acl. 
fol) | |, = 3a Jap Te xT 


通过 简单 的 计算 可 知 , 对 接近 边界 的 x, 右 端 积分 < 1 十 e， 故 对 接近 边界 的 x, 
PO <l+e. 由 此 及 最 大 模 原理 知 (iii) 成 立 . 
对 (22) 式微 分 , FS C = Co, 由 (18) 和 (21) 得 ， 
Folo) = to(uo) = m. (23) 
由 于 我 们 已 经 证 明了 |f) < m 对 在 D 内 满足 |f| < 1 f Xr, 故 fo 是 最 大 
值 问题 (17) 的 解 , 从 而 M = m. 
假设 D 是 单 连通 的 , 则 使 得 (17) 式 取 最 大 值 的 函数 fo 把 D 保 形 地 映 到 单位 
圆 盘 上 . 以 下 是 证 明 的 概要 . 
可 以 证 明 最 小 值 问题 (19) 有 解 , 记 为 go. H f= fo F g= go 代入 (20) X, 3 
利用 (23), 我 们 得 到 


dc 
m = uo — go) —ds, 
a fo(uo — 90) 75 


这 里 s 是 弧 长 . 根据 |fo(QO)| < 1 这 一 事实 并 利用 (19) 式 , 得 
dc 


m= | wo o)l] I ds. 
aD 5 
因此 可 以 断定 在 OD 上 |fo(¢)| = 1 R 
在 OD nie fo(uo = w) Š >0. (24) 
用 2r[m] 表示 非 零 复 值 函 数 h 绕 9D 的 幅 角 的 增 量 . 由 (24) 我 们 推出 
[fo] + [uo — 9o] + E =0. (25) 


根据 幅 角 原理 , 对 D 内 亚 纯 函数 的 边界 值 h, 

[h] =h Æ D 中 的 零点 个 数 -h E D 中 的 极点 个 数 . 
但 是 fo 和 go 没有 极点 , wo 只 有 一 个 二 阶 极点 . 对 单 连 通 的 区 域 D, [dc/ds] = 1; 
因此 由 (25) 我 们 推出 

万 的 零点 个 数 + (wo 一 go) 的 零点 个 数 -2 上 +1= 0. (26) 
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(26) 可 知 , fo 在 D 内 至 多 有 一 个 零点 . 我 们 断定 它 至 少 有 一 个 零点 . 否则 ， 
fo’ 在 DD 内 解析 . 由 于 在 9D 上 | fol = 1, 根据 最 大 模 原理 ,在 D VJ |fo(c)| & 1, 3€ 
意味 着 fo = 常数 , 与 FG) =m TH. 综合 上 述 两 个 结论 , fo 在 D 内 恰 有 一 个 零 


“根据 幅 角 原理 [fo] 2 1. 由 于 对 0D 上 的 5 38 |fo(d)| 9 1, 所 以 对 单位 圆 盘 
内 的 点 w, [fo — w] = 1. 进而 可 知 f(¢) 在 D. 内 取 到 每 个 w 仅 一 次 . 这 说 明 fo 把 
D 一 对 一 地 映 到 开 的 单位 圆 盘 上 . 

本 节 的 证 明 结 合 了 由 Rogosinski 和 Shapiro 引入 的 方法 以 及 Garabedian 和 
Schiffer 的 结果 . 
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定义 ” 设 DD 是 一 个 平面 区 域 , 其 边界 B 是 一 次 连续 可 微 的 . 对 区 域 D 中 的 点 p 
和 q, D 上 的 Green 函数 G(p, q) 是 满足 下 列 要 求 的 函数 : 

(i) A,(G) = é(p— q), KH A, 是 关于 wp 的 Laplace HF, ô 是 Dirac 分 布 ( 见 

附录 B). 

(ii) m G(p,q) = 0. 
在 这 个 定义 中 , 变量 p 和 9 的 角色 是 不 对 称 的 , g 只 是 边 值 问 题 的 一 个 参数 . 

Green 函数 的 重要 性 在 于 我 们 可 以 利用 Green 公式 把 DD 内 的 调和 函数 h 用 它 
的 边界 值 表示 出 来 ， 


> 


hl) = f Alp)Gn(p od 
这 里 G (po 是 G 在 与 边界 B 垂直 的 方向 上 关于 p 的 导数 , ap 是 弧 长 . 而且, 对 
单 连通 的 D, G 是 把 D 映 到 单位 圆 盘 的 解析 函数 的 绝对 值 的 对 数 , 且 它 把 y Wh 
Green 函数 可 以 分 解 为 奇异 部 分 和 正则 部 分 : 


G(p, q) = za 一 中 十 9o(P, q). (27) 

函数 go PKA Green E 函数 的 正则 部 分 根据 上 面 的 G) 和 (ii), go 是 边 值 问题 
Apgo = 0, 在 DD 内， (28) 
go(p,q) = In|p — ql, X B ER p (29) 


的 解 , 这 里 nr 是 (1/2n)lnr 的 缩写 . 

显然 , Green 函数 的 定义 是 基于 边 值 问题 (28)、(29) 可 解 这 一 事实 . 经 典 地 , 这 
可 由 对 预先 给 定 边 值 的 A 的 Dirichlet 边 值 问题 的 可 解 性 得 出 . 在 这 里 , 我 们 不 利 
必 一 般 理论 来 解 (28) 和 (29). 我 们 用 C 表示 边界 B 上 的 连续 "E <a], 赋 
以 最 大 值 范 数 . 我 们 用 H 表示 由 在 D 内 调和 且 直 到 边界 连续 的 函数 h 的 边界 值 
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构成 的 子 空间 . 在 下 面 , D 中 的 点 q 给 出 后 即 固定 不 变 . 我 们 对 五 中 的 h, 定义 泛 
PR lq 为 


&,(8) = h(a), (30) 
这 里 hla) 表示 B 上 的 调和 函数 hh 在 gq 点 的 值 . 众所周知 , 在 调和 函数 理论 中 ,h 在 
q 点 的 值 由 在 边界 B 上 的 值 唯一 确定 , 且 最 大 模 原 理 成 立 ， 
h(a) < max Ih) = I. 
这 个 不 等 式 说 明 : 作为 H ERZA, 0, 的 范 数 < 1. 根据 Hahn-Banach 定理 , £, 可 


以 从 H 延 拓 到 整个 C b, 且 仍 有 
lé] & 1, (31) 
我 们 用 w 表示 平面 上 不 属于 D 的 边界 B 的 任意 一 点 , 定义 C "P7638 k(w) 为 
k(p,w) =Injp—w|, peB (32) 


下 面 给 出 大 对 参数 w 的 依赖 性 的 两 个 事实 . 
(i) k(w) È w 的 可 微 函 数 , LE B 的 补 集 的 每 个 分 支 上 满足 
Auk=0 (33) 
(i) 对 D 外 部 的 每 个 点 w, kw) 属于 H. 
现在 我 们 定义 函数 g(w, q) 为 
g(w, q) = lq(k(w)). (34) 


XE k 由 (32) REX. 
引 理 5 
(i) g(w,q) 在 B 的 补 集 的 每 个 分 支 上 是 w 的 调和 函数 . 
(ii) 对 D 外 部 的 点 w, 
g(w', q) = In|g — w|. (35) 
证 明 于 4 是 线性 的 , 由 (34) 
h (t + du) 一 u) _ g(w + du, q) — g(w,q) 


d d 

4 dT 0. 由 于 £6, 是 有 界 的 , 我 们 
lq(Owk) = Owg(w, q). 

把 这 个 等 式 应 用 到 第 二 个 导数 上 并 利用 (33), 我 们 得 至 
Aug = Gk) = 0, 


Eu 
i 


E 


C 


| 


这 证 明了 (i). 
对 D 外 部 的 w', klw) 属于 H. 在 (34) 中 应 用 6, 的 原始 定义 (30) 即 得 到 


(35). 


引 理 6 4 w 穿 过 边界 时 , gw, q) 连续 地 依赖 于 w. 
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为 证 此 , 设 w 是 D 内 靠近 边界 的 点 , w 是 w 关于 边界 的 反射 . 反射 w 可 以 
这 样 得 到 : 从 w 到 最 近 的 边界 点 po 画 一 条 直线 , 选择 w 使 得 


w+ w’ 
2 


= Po. 
根据 定义 (34) 以 及 6, 的 线性 ， 


alu, d) — g(t’, a) = £,(k(u) — kur) =, (s = ) | (36) 


由 于 边界 B 有 连续 的 转向 切线 , 容易 验证 , 当 w 趋 于 边界 B 时 , 对 B 内 所 有 点 p, 
一 致 地 有 


Ip-w| _ 
|p = wy | (37) 
由 此 可 知 对 B 上 所 有 点 p, 一 致 地 有 
jr NN (38) 
Tus 一 wi 


从 而 在 最 大 值 范 数 下 也 成 立 . 由 于 6, 是 有 界线 性 泛 函 , 当 w 通 近 边界 时 , (36) A 
右 端 趋 于 0. 

对 D 内 靠近 边界 的 w, w 在 D 外 . 根据 (35), BEA w 趋 于 边界 上 的 点 p, 
g(w',q) KF In|g — pl. 这 证 明了 引 理 6, 同时 也 说 明了 当 D 内 的 点 w 趋 于 B 上 的 
点 p IN, 


dim 9(w,9) = Inla < pl. (39) 


根据 引 理 5(), g(w,q) 是 D 上 的 调和 函数 . 由 (39), 其 边界 值 为 mlp — ql. 这 
两 个 事实 刻画 了 Green 函数 的 正则 部 分 go, 从 而 
g(w, q) = go(w, q). 


这 证 明了 Green 函数 的 存在 性 
注 1 上面 的 证 明说 明 : 即使 w 在 DD N, 由 (32) 式 定 义 的 k(w) 也 是 调和 函数 
glp, w) 的 边界 值 , 从 而 属于 H. 因此 可 以 应 用 4 的 原始 定义 (30) 

ba(k(w)) = g(q, w). 


由 (34) 可 知 

g(w, q) = 9(4,w). (40) 
这 证 明了 Green 函数 的 正则 部 分 对 称 地 依赖 于 它 的 两 个 变量 . 进而, 由 (27) Al, 
Green 函数 本 身 也 具有 此 性 质 . 
ik2 当 边 界 曲线 B 是 二 次 可 微 时 , 关系 (37) 可 以 进一步 深化 为 
| = - Mr = 14- O(d), 


这 里 d-|w-p|2é w 到 边界 的 距离 . 由 此 , 我 们 可 以 深化 (38) 为 
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p 
p 
将 此 代入 (36). 由 于 根据 (35), g(w/,q) = Inlq - wl, 它 与 g(p,q) = Dla — p| 相差 
O(d). 因此 , 随 着 D 中 的 w 趋 于 最 近 的 边界 点 p， 
lg(w, q) — g(p, q)| < Ola). 41) 
BRACING g 的 一 阶 导数 在 D 中 直到 边界 是 一 致 有 界 的 . 这 是 因为 我 们 可 以 把 调和 
函数 g 4E w 点 的 一 阶 导数 表示 为 在 以 w 为 中 心 以 a 为 半径 的 圆周 上 的 积分 : 

2a grad gfu) = | [gw + de(0)) — a(p)le(O)ab, 42) 


这 里 e(0) = (cos0,sin0). 由 (41) A, (42) 中 积分 项 为 O(d), 由 此 可 得 grad g 的 一 
BUA AME. 

Cauchy-Riemann 方程 知 , g 的 共 斩 调和 函数 在 D 内 也 有 一 致 有 界 的 一 阶 导 
数 . 这 证 明了 对 单 连通 的 D, 把 D 映 到 圆 盘 上 的 解析 函数 是 一 致 Lipschitz 连续 的 . 
在 文献 Lax 中 构造 了 多 于 两 个 变量 的 Green 函数 . 


—|p-w 
iu =| = O(d). 
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第 10 章 3 NM 


EX WE {an} 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 一 个 点 列 . 如 果 对 X 中 的 每 个 e, 


lim (an) = L(x), (1) 
则 称 {zj} 弱 收敛 到 x, 记 为 
Ln c. (1’) 
另 一 种 记号 是 
w— lim an =: (1”) 
此 概念 是 为 了 与 范 数 收敛 进行 对 比 : 
Jim |y, = yl = 9, (2) 
此 时 我 们 称 {yw} 强 收敛 到 y, 并 记 为 
Yn Y. (2) 
强 收 敛 的 男 一 种 记号 是 
s— lim y, — y. (2") 


显然, 强 收 仇 到 x 的 序列 也 弱 收 剑 到 z; 但 是 , 反 过 来 一 般 不 成 立 . 下 面 是 一 些 
反例 . 


例 1 设 和 = 人 刀 其 中 的 点 是 有 可 数 个 分 量 的 向 量 


c = (a1,a2,:--) (3) 
满足 
lle]? = > lo? < oo. (3) 
由 于 @ 是 Hilbert 空间 , 根据 第 6 章 定理 4, C 上 的 有 界线 性 泛 函 可 表示 为 
lz) = (x,y) = > abs. V Ib «se (4) 


定义 tn AB n 个 单位 向 量 , 即 第 ”个 分 量 为 1 其 余 分 量 全 部 为 0 的 向 量 , zw = 
(0,…,0,1,0,…). 容易 验证 , 序列 {an} 弱 收 敛 到 0, 但 是 不 强 收敛 到 0. 证 明 留 作 
习题 . 
例 2 WHA X Hilbert 空间 , {an} 为 五 的 一 个 标准 正 交 序 列 , 则 序列 {zn} 弱 收 
SE 0, 但 不 强 收敛 到 0. 
WEBB ”根据 第 6 章 的 Bessel 不 等 式 (31), 对 Vy € H, 
Yan)? < Ilvll?; (5) 
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例 3 


此 可 知 ， 


根据 第 6 章 定 到 


Kan) = (an, y) > 0. 
E 4 的 Riesz 表示 定 到 
弱 收敛 到 0. 由 于 对 所 有 的 n, enll = 1, Wea, 不 强 收敛 到 0. 


zn A5 AX 8| 0, 但 不 强 收 敛 到 0. 
证 了 明 


(5) 


上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 均 形 如 (5^), W zn 


HZR, 我 们 断定 lim Ken) = 0. 


假设 此 结论 不 成 立 , 则 存在 无 穷 多 个 n 使 得 Ls) > 5 > 0, 不 妨 设 


选择 子 序 列 (nk) 使 得 


lan) > ô. 
L (6) 式 成 立 . 不 难说 


K 
yx (t) =) tn, (t) < 4, 


这 意味 着 对 所 有 的 K,lyx| «4. 由 (6) 可 知 


例 4 


下 面 的 结果 在 


于 这 对 所 有 的 K R, J 
于 |zn| = max |en (H| = 1, 


习题 1 


是 Le. FH 
的 序列 {rn} FISK, WE AIRS, 


ing 


K 
(yi) => Kan.) > Kô. 

1 
H. lyx] <4 对 所 有 
因此 {an} 不 强 收敛 到 0. 
证 明 不 等 式 (N. (GH r(t) 的 图 


= L, BUA) et æ = (a, a2, 
们 看 到 (定理 11 后 的 习题 ), COME 
FO 


习题 2 


10.1 KAFIKA AE 


证 明 弱 收敛 时 非常 有 用 . 
定理 1 假设 赋 范 线性 空间 OX 中 的 点 列 (x) 满足 


(i) {enl} 是 一 致 有 界 的 , 即 存在 常数 c 使 得 


(6) 


FE 明 对 所 有 的 te [0, 1], 


(7) 


的 K 成 立 , 此 与 4 的 有 界 性 矛盾 . 由 


&). 
小 |z| = Dlar| < oo) 的 全 体 . 在 第 8 ER 
的 结果 由 Schur 得 出 : 
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lan| «€ c. 
(ii) 对 X" 的 一 个 笛子 集中 的 每 个 0, lim (a) = C(x), 则 


w—limz, = T. 


习题 3 证 明定 理 1. 
令 人 吃惊 的 是 , 定理 1 的 道 命 题 在 Banach 空间 中 也 成 立 . 为 此 , 我 们 利用 完备 
度量 空间 S 中 的 一 致 有 界 原理 : RI S 上 实数 值 连续 函数 fo 构成 的 集 族 Cf.) 
S 中 的 每 个 点 x 是 有 界 的 ， 

Vv, |fo(x)| < M(x), (8) 
则 函数 族 {fy} 在 某 个 非 空 开 集 上 是 一 致 有 界 的 , 即 存在 常数 M 和 非 空 开 集 O, 使 
得 Yue O, Vv, WA 


lfo(u)| < M. (8) 
特别 地 , 我 们 考虑 S 是 Banach 空间 , 且 每 个 fo 是 满足 次 可 加 性 和 绝对 齐 性 的 函 
数 的 情形 ， 


f(x y) < f(x) fy), flax) = lalf(z). (9) 

定理 2 设 和 是 Banach ZÙ, {fo} 是 铸 上 的 一 族 满足 次 可 加 性 和 绝对 齐 性 的 实 

RAH BI, B. (f) 4E X PRLS m LAR (如 (8) 中 一 样 ), 则 {fo} 是 一 致 有 界 
的 , 即 存在 常数 c 使 得 对 所 有 的 f, Fo X 中 的 所 有 zx, 均 有 

[fo(z)| < ela]. (10) 

WEBB ”根据 度量 空间 中 的 一 致 有 界 原理 , 存在 M, 使 得 对 所 有 的 f, 和 某 个 开 

ER {u =z +y: ly] <r} PER u, folu) < M. 由 次 可 加 性 , Vy, |y| = 7/2, HA 

lfo(y)| < |fo(u— 2)| < |fo(w)| + |fo(2)| < 2M. (11) 

Mee X, 240, KN y= rz/2|z|, MJ |y|] = r/2, 故 (11) RR. 利用 绝对 齐 性 ， 

由 (11) 式 我 们 得 到 


取 c= 4M/r, 这 就 证 明了 (10). 
由 定理 2 立即 可 得 到 下 述 结论 . 
定理 3 X X X Banach 空间 ,{lu} 是 和 上 一 族 有 界线 性 泛 函 , 使 得 对 X 中 的 每 
个 点 x, (£,(m)) 有 界 , 即 存在 常数 M(x) 使 得 

Vey, |€x(x)| < M(z). (12) 


则 存在 常数 c, 使 得 
Vey, Wol & c. (13) 

证 明 |¢,(x)| 是 x 的 连续 函数 , 且 满 足 次 可 加 性 和 绝对 齐 性 . 因此 , 由 定理 2 

可 推出 (13) 成 立 . 
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另 一 个 直接 的 结果 是 下 面 的 结论 . 
定理 4 KX SURES, {r} Æ X 中 的 一 族 点 ,满足 对 每 个 有 界线 性 泛 函 
L, ((2,)) AR, 即 存在 常数 MO) 使 得 
Vay, |€(av)| < MN). 2^) 


则 存在 常数 c 使 得 
Ver, lga € c. (13’) 
HERA 对 Banach 空间 X’ 应 用 定理 3 即 得 到 定理 4, 此 时 X 中 的 元 素 zw 在 
X' 上 是 有 界线 性 泛 函 . 
由 定理 4 立即 可 以 得 到 下 述 结论 . 
定理 4 赋 范 线性 空间 X 中 的 弱 收 敛 序列 {xn} 是 关于 范 数 一 致 有 界 的 . 
WEBB ” 弱 收 敛 性 推出 对 X" 中 的 每 个 L, Ca.) 收敛 . 由 于 收敛 数列 是 有 界 的 ， 
定理 4 的 假设 条 件 (12^) 满足 , 故 (13) 成 立 . 
定理 2、 定 理 3 和 定理 4 统称 为 一 致 有 界 原理 . 
定理 5 设 {rn} 是 赋 范 线性 空间 OX 中 弱 收 敛 到 z 的 一 个 点 列 . N 
|x| < lim inf |zn|. (14) 
证 明 ”根据 第 8 章 定理 6, 存在 £e X' 使 得 
|z| = Ie(z)|, 1d = 1. 


因为 on 弱 收 敛 到 > 意味 着 ， 
f(x) = lim (ap), 


由 于 


Kan) < [ellen] = [æn], 


故 (14) 式 得 证 . 

下 面 的 定理 5 的 推广 由 Mazur 得 出 . 
定理 6 设 是 赋 范 线性 空间 X 中 的 一 个 闭 凸 子 集 , {zi} 是 K PHILA A x 
的 点 列 , 则 z 属于 K. 

证 明 设 Sk 是 的 支撑 函数 . 由 第 8 章 中 (32) 对 支撑 函数 的 定义 , Sk (4) = 
2 (x), BOX X" 中 任意 的 0, 


(an) < Sx(0). (15) 
由 于 Lan) 收敛 到 C(x), 故 
(x) < SF(O)， 


根据 第 8 章 定理 17, x 属于 K. 


习题 4 对 以 原点 为 中 心 的 球 K = Bg = {2 : |x| < R) 应 用 定理 6, 推出 定理 5. 
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10.2 ” 弱 序 列 紧 性 


定义 ” 若 Banach 空间 X 的 子 集 C 中 的 每 个 点 列 都 有 一 个 子 点 列 弱 收 敛 到 C 中 
的 点 , 则 称 C 是 弱 序 列 紧 的 . 
习题 5 证明 弱 序 列 紧 的 集合 是 有 界 的 . 

弱 序 列 紧 性 与 强 收敛 下 的 紧 性 同样 重要 . 弱 序列 紧 性 在 构造 弱 极 限 等 有 意义 的 
数学 对 象 时 是 一 个 有 用 的 工具 . 为 了 应 用 此 工具 , 我 们 需要 弱 紧 性 简单 而 且 容 易 验 
证 的 判别 准则 ; 下 面 是 这 样 的 一 个 准则 . 
定理 7 在 自 反 的 Banach 空间 X F, 闭 单位 球 是 弱 序 列 紧 的 . 

WEAR {yn} 是 闭 单位 球 中 的 一 个 点 列 , B lyn) <1. 用 Y 表示 由 集合 {yn} 
生成 的 闭 线性 子 空间 ; Y 是 可 分 的 . 由 于 假设 X 是 自 反 的 , 由 第 8 章 定理 15, Y th 
是 自 反 的 . BF Y =Y" 是 可 分 的 , 由 第 8 章 定理 13, Y" 也 是 可 分 的 , Bl Y" 包含 
一 个 可 数 的 稠密 子 集 {m} 利用 经 典 的 对 角 化 过 程 , 我 们 可 以 选择 {yn} 的 一 个 子 
序列 {zn} 使 得 对 每 个 mj, 


„im mj (Zn) (16) 
存在 . 由 于 Vn, |z,] <1, H. {mj} 是 稠密 的 , 根据 (16) 和 定理 1, 对 所 有 的 m € Y', 
M(Zn) “4 n — oo 时 有 极限 . 此 极限 是 m 的 一 个 线性 泛 函 : 
„im m(zn) = y(m). (16) 
由 于 |m(zn)| < |m||zn| < Im], (16) 推出 线性 泛 函 y(m) 的 范 数 不 大 于 1. HF Y 
是 自 反 的 , 存在 yeY 使 得 y(m) = m(y) H |y| <1, 故 (16) 说 明 Vm € Y", m(zn) 
ET my)“ n — oo 时 ). 由 于 X' 中 的 任意 4 在 了 上 的 限制 是 Z 中 的 一 个 m, 
这 证 明了 z, 弱 收 化 到 单位 球 中 的 一 点 y. 


注意 对 比 定理 7 和 第 5 章 定理 6. 根据 第 5 章 定 理 6, 无 限 维 赋 范 线性 空间 中 
的 单位 球 在 范 数 拓扑 下 永远 不 是 紧 的 . 以 弱 收 和 敛 代替 强 收敛 便 得 到 了 紧 性 . 
Eberlein 证 明了 定理 7 的 逆 也 成 立 : 
定理 8 Banach 空间 的 闭 单位 球 是 弱 序 列 紧 的 仅 当 X 是 自 反 的 . 
结合 定理 6 和 定理 v, 我 们 得 到 了 下 和 面 有 用 的 结果 . 
定理 9 在 自 反 Banach 空间 中 , 每 个 有 界 闭 凸 集 都 是 弱 序 列 紧 的 . 
下 面 是 定理 9 的 一 个 应 用 . 
定理 10 设 久 是 自 反 Banach ZH, K Æ X 的 一 个 闭 吓 子 集 , z 是 X 中 任意 一 
点 , 则 存在 K 中 的 点 , 使 得 > 到 该 点 的 距离 比 z 到 K 中 其 他 点 的 距离 都 近 . 
证 明 ”我 们 不 妨 取 z = 0 并且 假设 0¢ K. 用 s 表示 0 到 KK 的 距离 , 即 
s= int lyl. (17) 
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设 (ys) 是 (17) 的 最 小 化 序列 . 我 们 可 以 假设 每 个 y 在 K 和 以 0 为 中 心 、 以 2s 
为 半径 的 球 的 交 内 . 这 是 一 个 有 界 的 闭 凸 集 , 因此 根据 定理 9, {yn} 的 子 序列 {zn} 
IAAF K 中 的 点 z. 根据 定理 5, 

z| < lim inf|z,|. (18) 
于 zn 是 最 小 化 序列 的 子 序列 , lim |z,| = s. 结合 (17) 和 (18), |z|=s, 即 z 是 KK 
到 0 最 近 的 点 . 


定理 10 是 第 5 章 定 理 8 的 推广 . ZEA 
假设 X 是 自 反 的 . 


nm 


TN 


里 我 们 假设 X 是 一 致 凸 的 ; 这 里 我 们 只 


10.3 KA 


¥ Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 空 间 x'. X 中 元 素 xz EU ES 
出 一 个 线性 泛 函 : 


fa(u) = u(a). (19) 

我 们 可 以 在 U 上 定义 关于 这 些 线性 泛 函 的 序列 收敛 性 . 

定义 ” 设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 . KU 中 的 序列 {un} 弱 * 收 敛 
到 u, 如 果 对 X 中 任意 的 x, 

lim up(x) = u(x). (20) 


记 为 
w* — lim up = u. 
E 显然, X 是 自 反 的 , I KAEA. 
例 5 wU 是 [-1,1] 上 全 质量 有 限 的 变 号 Borel 测度 构成 的 空间 . 根据 第 8 章 定 
H 14, U 是 C[-1, 1] 的 对 偶 . 
考虑 序列 (ma): 


1/n 
mn(h) = f ham, - =f h(t)dt. 21) 
显然 , 对 任意 连续 函数 h, 


lim m„(h) = h(0). 22) 

这 说 明 内， 弱 * 收 分 到 原点 的 单位 质量 . U 的 对 偶 是 由 所 有 有 界 可 测 函 数 构成 的 空 

间 ree[-1,1]. 由 于 (22) 对 某 些 在 0 点 不 连续 的 h 不 成 立 , 故 mw 不 是 弱 收敛 的 ， 
定理 11 在 Banach 空间 U(— X^) P, 弱 * 收 伊 的 点 列 {un} 是 一 致 有 界 的 . 

证 明 “ 弱 * 收 敛 意味 着 对 X 中 的 每 个 点 z, (12) 式 成 立 . 故 由 定理 3 可 知 {un} 

是 一 致 有 界 的 . 


习题 6 证明 : ER Qus) AKKE u, W 
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ul € lim inf lunl. 


EX R Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 侦 , C AE U 的 子 集 . 如 果 C 中 每 
个 点 列 都 有 一 个 子 列 弱 * 收 全 到 C 中 的 点 , 则 称 C 是 弱 * 序 列 紧 的 . 

下 面 的 重要 结果 由 Helly 得 出 . 
定理 12 3X X 是 可 分 的 Banach ZA, U = X', N U 的 闭 单位 球 是 弱 * 序 列 紧 的 . 

证 明 E U 的 一 个 点 列 (us), 

lun| < 1 (23) 

和 x 中 一 个 可 数 集 {zx}, 我 们 可 以 通过 对 角 化 过 程 , 选择 {un} 的 一 个 子 列 {on} 
使 得 


lim v, (xi) (24) 
对 所 有 的 zx 都 存在 . 由 (23) 和 (24), 对 所 有 的 v, v, (e) 的 极限 在 集合 {zk} 的 闭 
包 里 . 因此 , 如 果 我 们 取 {zx} 在 X 中 稠密 , 那么 对 X 中 所 有 的 x, wn(z) 的 极限 存 


E. 容易 看 出 , 这 个 极限 是 x 的 线性 泛 函 ; 根据 (23), 它 以 1 AF. 
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第 11 章 PEKIA 


11.1 “用 连续 函数 逼近 ô 函数 


EN H {kn :ne N) 是 [71,1] 上 的 连续 函数 列 . 若 对 [-1,1] 上 的 任意 连续 函数 
f; 
1 

lim [^ fte. (Oat— £(0), (1) 
则 称 {kn} 收敛 到 5 函数 
定理 1(Toeplitz) [-1,1) 上 的 连续 函数 列 {kn} 在 (1) 式 意义 下 收敛 到 6 BH, 
当 且 仅 当 它 满足 

i) 


lim f kn(t)dt = 1; (2) 
mn 一 co J 1 
(ii) 对 每 个 支撑 不 包含 0 的 C” BH 9， 
1 
lim g(t)kn(t)dt = 0; (3) 
n= f_y 
(iii) 存在 常数 c, 使 得 对 所 有 的 n, 
1 
lkn(t)|dt < c. (4) 
i -1 


证 明 ”假设 f(0) = 0. 4 9 是 一 个 在 [71,1] 中 的 每 个 点 t 处 的 函数 值 均 与 
f(t) 相差 不 超过 e 的 Coo 函数 , 并 且 要 求 g 在 t= 0 附近 的 某 个 区 间 内 为 0. 根据 
(4), 


1 
| f| -okat 
根据 假设 (3), f gkndt F 0, 故 由 (5), 


f fkndt 


由 于 e 是 任意 的 , 当 f(0) = 0 时 (1) 成 立 . 每 个 函数 可 以 分 解 为 上 + f, b 是 常数 且 
f(0) = 0, 故 对 每 个 连续 函数 f, 由 (2) 知 (1) R. 

现在 证 明 必要 性 . 条 件 (2) 显然 是 必需 的 , 因为 它 是 (1) 在 f(t) =t 时 的 一 个 
特殊 情形 . 同 理 可 证 (3). 


<e f lkn|dt < ce. (5) 


lim sup X €. (6) 
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我 们 可 以 把 & EHER C" [—1,1] 中 的 序列 , 并 把 (1) BURA 
w* — lim kn = 6. 
根据 第 10 章 定理 3, 范 数 
lkn| = | |ks(t)idt 
是 一 致 有 界 的 . 这 证 明了 (4) 是 必要 的 , 而 且 也 证 明了 如 下 推论 . 
推论 站， 车 (4) 不 满足 , 则 存在 连续 函数 使 得 (1) 式 的 左 端 趋 于 无 穷 . a 


11.2 ” 傅 里 时 级 数 的 发 散 性 


定理 2 ”存在 周期 连续 函数 (0), 使 得 它 的 傅 里 叶 级 数 在 预先 给 定 的 一 点 是 发 散 
的 . 
证 明 ”单位 圆周 St 上 的 连续 函数 f 的 依 里 叶 级 数 是 


(0) = Y ^ ase", (7) 
这 里 i 
nef Nor (T) 
级 数 在 9 = 0 处 的 收敛 性 意味 着 
N 
f(0) = lim $an. (8) 
-N 
利用 (7), 有 
N x 
S an= f F(O)kw(0)a8, (9) 
-N 一 开 
这 里 
N 
2nkn(0) = > ^ e". (10) 
-N 


利用 有 限 几 何 级 数 的 求 和 公式 , 我 们 得 到 对 9 +0, 
2nky (8) = Mu (10) 


于 是 每 个 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 收敛 等 价 于 由 (10) 定义 的 序列 {kn} 逼近 
6 函数 . 根据 定理 1, 这 当 且 仅 当 条 件 (2), (3) 和 (4) 满足 时 成 立 . 我 们 下 面 证 明 条 
件 (4) 不 满足 ! 为 此 , 我 们 利用 不 等 式 | sin d| < lol, 这 意味 着 |1/(sin 8/2)| > 2/10. 


由 (10^) 和 简单 计算 , 我 们 得 到 
pi 1 n 1 dé 2 (N+1/2)x l dó 
nor 2 = TA sin (N+ ;) 0 m = = [ lsing|— i". 
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容易 证 明 最 后 的 积分 大 于 等 于 nN 的 常数 倍 . 因此 (a) PRE. 由 推论 1', FER 
数 f 使 得 f 的 傅 里 叶 级 数 在 9 = 0 处 发 散 到 无 穷 . 口 


习题 1 证 明 存 在 一 个 连续 的 周期 函数 , 使 得 它 的 伟 里 叶 级 数 在 预先 任意 给 定 的 n 
个 点 处 发 散 . 


11.3 ”近似 求 积 


近似 求 积 公式 是 对 连续 函数 f EKE (比如 [-1,1]) ERR REM. 在 [-1, 1] 
中 取 N 个 点 (RASS) AN 个 称 为 权 的 数 wj. 定义 af) 为 


N 
q(f) = 》 wif lt;). (11) 
1 
我 们 用 q(f) 来 逼近 积分 
i 
T f(t)dt (11^) 
一 1 


定理 3 oan 是 形 如 (11) 的 一 列 求 积 分 公式 , 满足 下 列 条 件 : 
(i) 对 每 个 非 负 整数 ， 


1 
Jim and) = f at (12) 
(i) 存在 常数 c 使 得 对 所 有 的 N, 
N 
> w(mls<e (13) 
1 
则 对 所 有 的 连续 函数 f 
1 
dim av) = f fto. (14) 


RZ, # (14) 对 所 有 的 连续 函数 f 成 立 , 则 必定 满足 (12) 和 (13). 
WEBB 由 (12) 知 对 所 有 的 多 项 式 f, (14) ARL. DER (13) 保证 了 C[-1, 1] 
上 的 线性 泛 函 qw 的 范 数 一 致 有 界 . 由 于 多 项 式 在 C[-1,1] 中 是 稠密 的 , 故 对 所 有 
的 连续 函数 (14) 式 成 立 . 由 第 10 章 定理 3 知 充分 性 也 成 立 . 口 


习题 2 证 明 : ERW 都 是 正 的 , (13) 可 由 (12) 推出 . 


11.4 向量 值 函 数 的 弱 解 析 性 和 强 解 析 性 


W f(¢) 是 定义 在 复 5 平面 的 区 域 G 内 且 在 复 Banach 空间 X 内 取 值 的 向 量 
ER. 
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定义 “如果 对 G 内 每 个 点 ， 
im fC +h) — O 


h—0 h 
在 范 数 拓扑 下 存在 , WIR f(C) 在 G 内 是 强 解析 的 . 
定义 ”如 果 对 X 上 每 个 有 界线 性 泛 函 L, UO 在 经 典 意 义 下 是 5 的 解析 函数 ， 
则 称 f(C) 在 G 内 是 弱 解 析 的 . 
N. Dunford 证 明了 下 面 的 令 人 吃惊 的 结果 . 
定理 A 弱 解 析 的 函数 也 是 强 解析 的 . 
证 明 AO) EG 内 是 解析 的 , 则 我 们 可 以 用 Cauchy 积分 公式 把 它 表 示 


出 来 
ag | 个， (15) 


这 里 C 是 围绕 c 的 可 求 长 曲线 . 4 COME C k AMC +h 替换 时 (六 和 大 充分 小 时 )， 
类 似 的 公式 也 成 立 . Ik 0, h AO, h 关上; W 
„dr. [Ue +h))— 8O) _ «(6 k)) UF) } 
h-k h k 
_ dx 
= [u Od) Fate = € — Bx = € - EC — x) 


对 固定 的 £, 24 |k| 和 |h| 充分 小 时 , (16) 式 右 端 以 一 个 与 h A k 无关 的 常数 M 为 
Jt. 我 们 可 以 把 左 端 重新 写 为 Ltr) 这 里 
| ee FOREN (17) 
弱 解 析 性 意味 着 对 每 个 £ 以 及 充分 小 的 h A k, (xs)! < MO. 根据 第 10 HE 
ER 4 的 一 致 有 界 原 理 , 存在 常数 c 使 得 对 充分 小 的 h M k, (Enk) <e Aaa, 的 定 
义 (17), 这 意味 着 范 数 不 等 式 
[RS «fü Ju rk i) ep 
h k 


(16) 


(18) 


由 于 X 是 完备 的 , SO 的 差 商 Ter Ho 在 强 解析 意义 下 收敛 . = 
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工 = 》 A;0;+B (19) 


j=l 
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是 作用 在 向 量 值 函数 上 的 一 阶 偏 微分 算 子 , 这 里 Aj 和 B 是 独立 变量 si 的 方 阵 值 
函数 , A(s) 是 一 次 可 微 的 , B(s) 连续 的 , HER 
0; = A 
为 简单 起 见 , 我 们 假设 A, BUR 工作 用 的 函数 是 变量 s 的 实 值 周 期 函数 . 习惯 
E, 我 们 用 L* 表示 L 的 形式 伴随 : 
I=-) 8j «B, (19^) 
这 里 AT 和 BT 分 别 是 A 和 B 的 转 置 . 分 部 积分 说 明 对 任意 的 两 个 C1 向 量 值 周 
期 函数 u 和 v, 
(v, Lu) = (L*v, u). (20) 
此 处 括号 表示 在 周期 立方 体 上 的 L? NM: 
(v,w) = [ro was 
在 这 里 , 点 表示 向 量 的 点 积 , F 是 一 个 周期 立方 体 . 
假设 每 个 A; 都 是 对 称 的 , 即 AT = A,. 比较 (19) 和 (19), 我 们 推出 
L*=-L-) Ajj +B+B". 
这 里 , A; 表示 A; 关于 s; 的 偏 导数 . 代入 (20) A, 并 取 v = u, 我 们 得 到 
2(u, Lu) = ((L + L*)u,u) = ([B + BT — Y A;;lu,u). (20^) 
利用 广义 函数 的 语言 ( 见 附录 B), 我 们 有 如 下 结论 . 
定理 5 假设 (20) 右 端的 矩阵 是 正定 的 : 


B+B’-)S°A;;>kI, k>0, (21) 
则 对 每 个 平方 可 积 的 周期 函数 f, 方程 
Ly=f (22) 


在 广义 函数 意义 下 有 一 个 平方 可 积 的 周期 解 y. 
证 明 ”由 (20) 和 (21), 每 个 周期 C1 函数 满足 不 等 式 

(u, Lu) > 了 lu (21) 
这 里 ull 表示 u TE L?(F) 中 的 范 数 . 用 H 表示 Hilbert 空间 L?(F). AY AR H 
的 包含 周期 C1 函数 的 有 限 维 子 空间 ; 用 Y+ 表示 YE H 中 的 正 交 补 . X y CY, 
考虑 方程 

Ly-ferYr*. (22y) 

KH y € Y, HA N = dimY 个 线性 方程 . 根据 线性 代数 , 对 每 个 f, 这 样 的 线性 方程 
组 有 解 当 且 仅 当 齐 性 方程 

LzeYt, zeY (23) 
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只 有 零 解 z = 0. W (23) 5E z HAR; 由 (21), 
0 = (z, Lz) > 了 all?， 
这 意味 着 z = 0. 故 (22w) 有 唯一 的 解 y. 取 (22N) 与 y 的 内 积 ; 由 (21^) 和 Schwarz 
不 等 式 , 有 
s llvll* < (v, Ly) = (v, £) < livllill 
这 意味 着 
lull < zl (24) 
RER Yy 是 一 列 单调 上 升 的 C1 函数 的 子 空间 , 其 并 在 H 中 稠密 .用 yx R 
示 (22) 的 解 . 由 (24) an) 是 一 致 有 界 的 序列 . 因为 H 是 自 反 的 , 由 第 10 章 
定理 7, {yn} 存在 子 序列 ( 仍 记 为 {un} BKA: 
w — lim yw = y. 
W v 属于 UYw; 由 于 每 个 YN 都 由 可 微 函 数 构 成 而 v 属于 某 个 Ym, v 是 可 微 
B. 对 Yn 中 的 yw, 
Lyn — f € Yğ. 
取 此 向 量 与 v HAR; 对 N > M, 
(v, Lyn) — (v, f) = 0. 
由 于 v 是 可 微 的 , 由 (20) 上 式 可 以 重新 写 为 
(L*,yn) — (v, f) =0. 
由 于 序列 (yw) SUE! y, 对 UYN 中 的 每 个 v, 
(L*v,y) — (v, f) = 0. (25) 
我 们 可 以 选取 子 空 间 Yn 使 得 它们 的 并 不 仅 在 H PRS, 而 且 在 一 阶 导数 都 属于 
L 的 周期 L? 函数 构成 的 空间 Hi PR. 这 意味 着 任 给 一 个 周期 的 C! 函数 v, 
在 UYn 中 存在 函数 序列 (v) 使 得 w 在 L? 范 数 下 收敛 到 v, A v. 的 一 阶 导数 在 
L 范 数 下 收敛 到 v 的 一 阶 导数 . 由 于 L* 是 一 阶 算 子 , 故 L*wvi FEL? 范 数 下 收敛 
到 L*v. 在 (25) 中 令 v= u, 取 极 限 我 们 可 以 断定 对 C? 中 所 有 的 v, (25) 成 立 . 
对 所 有 的 C1 函数 满足 (25) 的 函数 y 称 为 在 弱 意 义 下 满足 微分 方程 (22). 
显然 , 只 要 (25) 对 所 有 的 Coe 函数 v 都 成 立 , y 在 广义 函数 意义 下 是 (22) 的 一 个 
解 . 口 


Friedrichs 证 明了 (22) 的 弱 解 y 在 如 下 意义 下 是 一 个 强 解 存在 C) 函数 序 
Fl) {zn} Æ L? 意义 下 收敛 到 z, 同时 {I} TE L 意义 下 收敛 到 f. 利用 (21), 容 
易 证 明 方 程 (22) 只 有 一 个 强 解 . 从 而 不 仅 子 序列 , 而 且 整 个 序列 {yn} 都 收敛 . 

本 节 中 描述 的 通过 取 (22N) 的 解 yw 的 弱 极 限 得 到 方程 (22) 的 解 f 的 方法 称 
为 Galerkin 方法 . 它 不 仅 是 证 明 (22) 存在 解 的 一 个 理论 工具 , 同时 也 是 构造 解 的 一 
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种 实用 的 方法 . 


11.6 ”具有 正 实 部 的 解析 函数 的 表示 


设 f(C) 是 单位 圆 盘 Ic: cl < 1} 内 的 解析 函数 且 其 实 部 是 正 的 : 
h(¢) =Ref(¢) > 0, |¢| <1. 
每 个 在 圆 盘 内 解析 且 直 到 边界 连续 的 函数 , 在 只 相差 一 个 虚 常数 意义 下 , 可 以 通过 
实 部 在 边界 上 的 Poisson 积分 表示 出 来 . 在 半径 R <1 WARE, 对 JC] < R, 我 们 
有 


ax R + Ca ig dé : 
f(6) > Roce h(Re oxi + ic. (26) 
2 .4. d 
= idi ^" / 
h(0) = f h(Re) —. (26/) 


通过 Ry 一 1 使 得 RR 一 1. 函数 h(Rne*) Æ 0 的 非 负 函数 , 根据 (26^), 其 在 圆周 上 
的 积分 等 于 h(0). 对 每 个 Ry, 考虑 作用 在 由 单位 圆周 S! 上 的 连续 函数 u 构成 的 
线性 空间 C ERREZ A 


2x 
Em f h(Rve®)u(6)d6. (27) 
0 
Hh>20R (26’), 
lên] = ^(0). 
HF C(51) 是 可 分 的 , 根据 第 10 REM 12 的 Helly 定理 , 存在 {4n} 的 子 序列 (不 
妨 仍 记 为 anh 弱 * 收 和 敛 到 极限 £: 对 所 有 的 连续 函数 u, 


Jim £5(u) = £(u). (28) 
由 (28) 和 (£,) 的 一 致 有 界 性 知 对 任何 强 收敛 到 的 序列 un 
i „im £n (un) = £(u). (28) 
对 
_ Ratte” _1+¢e-# 


Un 


E Rn — Ce-id’ um 1 — Ce-i9 
应 用 上 式 , 这 里 《是 |6| < 1 的 任意 复数 ; 由 (26), (27) 和 (28), 我 们 有 
1 + lei? 
ro = (E). 
由 (27) 定义 的 泛 函 £,, 明显 非 负 ; 因此 它们 的 弱 * 极 限 £ 也 是 非 负 的 . 根据 第 8 
章 Riesz 表示 定理 的 推论 14', 这 样 非 负 的 C(S!) 上 的 泛 函 可 以 表示 为 关于 一 个 正 
测度 m 的 积分 . 于 是 我 们 证 明了 下 面 定理 的 第 一 部 分 . 
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定理 6(Herglotz-Riesz) #42 M & {¢: |¢| <1} 内 每 个 实 部 为 整 值 的 解析 函数 了 
都 可 以 表示 为 
—i8 
1(O = [dm + ic, m REME, c 是 实数 (29) 

反之 , 由 (29) 表示 的 每 个 函数 f APBD AAMM MARAE. 表示 式 (29) 是 
唯一 的 . 

WEBB ”显然 , 由 下 面 的 (30) TA, 对 任意 的 正 测度 m, (29) 表示 了 在 单位 圆 盘 
内 实 部 为 正 的 一 个 解析 函数 . 为 证 明 表 示 是 唯一 的 , 我 们 注意 到 (29) 的 实 部 是 


1 一 r? ES id 
h(G) — i Ta (= re’. (30) 


取 任意 连续 函数 ulo), 在 (30) 两 边 乘 以 u(d), 并 在 S 上 对 $ 积分 . ATG 
端的 积分 交换 积分 顺序 , 我 们 得 到 


f h(re'^)u($)d$ = I ur (0)dm, (31) 


这 里 ; 
l-r 
“(0 = | amg FAA 
假设 h(C) 可 以 由 两 个 不 同 的 测度 m 和 m 通过 (30) 表示 出 来 . 在 (31) HS 
r— 1; 由 本 章 定 理 1, 在 最 大 值 范 数 下 u u 由 于 (31) 的 左 端 不 依赖 于 表示 测 
RE, 故 对 所 有 的 连续 函数 u, 
/oam 一 foam. 
根据 Riesz 表示 定理 中 测度 的 唯一 性 , m = m’. 这 完成 了 定理 6 的 证 明 . 口 


根据 测度 m 的 唯一 性 , 极限 (28) 不 仅 对 {4n} 的 一 个 子 序列 存在 , 而 且 对 整个 
序列 en} 也 存在 . 
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EX Banach 空间 x 上 的 弱 拓 扑 是 使 得 X 上 所 有 有 界线 性 泛 函 连续 的 最 弱 的 拓 
jh. 由 于 有 界线 性 泛 函 在 范 数 ( 强 ) 拓扑 下 是 连续 的 , 因此 弱 拓 扑 比 强 拓扑 弱 . BAN 
现在 证 明 , 除了 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 情形 外 , 弱 拓 扑 严格 地 比 强 拓扑 弱 . 
弱 拓 扑 中 的 开 集 都 是 形 如 
{x:a< £(z) <b} (1) 
的 集合 的 有 限 交 的 并 . 显然 , 在 无 限 维 空间 中 , 有 限 个 形 如 (1) 的 集合 的 交 是 无 界 
的 . 这 证 明了 在 弱 拓 扑 中 每 个 开 集 都 是 无 界 的 . 特别 地 , ER 
{x : |z| < R} (2) 
在 强 拓扑 下 是 开 的 , 但 是 在 弱 拓 扑 下 不 是 开 的 . 
下 面 我 们 证 明 弱 拓扑 在 如 下 意义 下 比 弱 序列 收敛 弱 : 定义 Banach 空间 X 的 
TE S 的 弱 序 列 闭 包 为 S 中 所 有 弱 收 和 敛 序列 的 弱 极 限 构成 的 集合 . 
定理 1 
(i) 集合 S 的 弱 序 列 闭 包 包 含 在 S 在 弱 拓 扑 下 的 闭 包 内 . 
(ii) 在 每 个 无 限 维 的 Banach 空间 里 , 存在 弱 序 列 闭 但 非 弱 拓扑 闭 的 集合 . 
WR (i) 是 弱 收 敛 和 弱 拓 扑 定义 的 直接 推论 . 下 面 的 集合 S 是 满足 (ii) 的 例 
子 : 
S = S52US3U..., (3) 
其 中 每 个 集合 s, 是 如 下 构造 的 有 限 集 . EX 中 取 一 列子 空间 Xk, dimXk =k. 5 
HARDA zk 构成 , 使 得 对 Xk 中 的 每 个 |z| — k 的 点 m, 存在 Sk 中 点 Tjk 满足 


le 一 zkil < F lsk] = k. (4) 
我 们 断定 原点 在 S 在 弱 拓 扑 下 的 闭 包 内 . 包含 原点 的 任意 开 集 包含 着 形 如 
iz:[|&(z) «e, t=1,---,n} (5) 


的 子 集 , 这 里 2; 是 范 数 为 1 的 线性 泛 函 . 由 于 Xe Æ k 维 的 , 所 以 对 上 > n, X, 包 
含 着 一 个 非 零 向 量 zk 使 得 
li(ZK) =0, t=1,---,n, 
|zk| = k. (6) 
Xr = zk, Æ Sk 中 存在 oy; 满足 条 件 (4). 利用 (4), (6) 以 及 hl = 1, 我 们 得 到 对 


l= kli i=l, n, 


1 
£(z&,5) = an; — Tr) S lan; 一 2k| < E (7) 
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因此 对 大 > l, ru; 属于 子 集 (5). 这 证 明了 原点 属于 S 在 弱 拓 扑 下 的 闭 包 . 
另 一 方面 , S 只 包含 着 半径 为 R 的 任意 球 中 有 限 个 点 . 因此 , 根据 一 致 有 界 原 
E (参看 第 10 章 定理 4), S 不 包含 非 平凡 的 弱 收 敛 序列 . 口 


尽管 弱 拓 扑 比 强 拓 扑 弱 , 下 面 的 结论 是 正确 的 . 
定理 2 Banach 空间 X 的 每 个 在 强 拓扑 下 闭 的 凸 子 集 天 在 弱 拓 扑 下 也 闭 . 

证 了 明 ”我 们 证 明 若 X 中 的 点 z 不 属于 K, 则 z 不 属于 K 的 弱 拓 扑 闭 包 . 由 
于 K 在 强 拓扑 下 是 闭 的 , 存在 以 z 为 心 的 开 球 Br(z) 与 K 不 交 . 根据 第 3 章 定 
理 6 超 平面 分 离 定 理 , 存在 非 零 线性 泛 函 4 和 常数 c 使 得 对 K 中 每 个 祥和 Balz) 
中 每 个 v, 

Ku) € c < &(v). (8) 
与 第 8 HER 17 的 证 明 一 样 , 的 范 数 不 超过 1/R. Balz) PRBM v = zz, 
lz| < R. 由 于 Z(v) = (z) + &(z), 
E m = &(z)+ du oe) = £(z) — |l|R. 


代入 (8), 我 们 得 到 £(2) > c; 再 根据 (8), 我 们 断定 超 平面 


{x : &(x) > c} (8°) 
包含 z 但 是 不 包含 K 中 的 点 . 由 于 (8) 是 弱 拓 扑 下 的 开 集 , 故 z 不 属于 KES 
Arme. 口 


定理 2 与 第 10 章 定理 6 相似 . 
假设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X WAHA: 
U = X!, (9) 
N) U 中 存在 一 族 典 则 线性 泛 函 , 即 由 X 中 的 元 素 决 定 的 线性 泛 函 : 
z(u) = u(z). (10) 
EX 1% Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 . U 上 的 弱 * 拓 扑 是 使 得 所 有 形 
如 (10) 的 线性 泛 函 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 
对 形 如 (9) 的 非 自 反 Banach 空间 U, 弱 * 拓 扑 严格 弱 于 弱 拓扑 , 这 由 下 述 的 一 
些 定理 中 可 以 看 出 . 第 一 个 定理 由 Alaoglu 得 出 . 
定理 3 Mik Banach 空间 U X Banach 空间 X 的 对 偶 , M] U 的 闭 单位 球 BA 
弱 * 拓 扑 下 是 紧 的 . 
证 了 明 ”对 B 中 的 u, 我 们 有 数组 {u(z) : ze X). 由 于 lul < 1, Ju(z)| € Iz]. 
把 每 个 数组 视 为 乘积 空间 P 中 的 点 : 
P= [| i, I=(-js\, izi}, (11) 


TEX 


并 视 
u— {u(z)} (12) 
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为 由 BA P 的 一 个 映射 . P 中 的 元 素 是 向 量 , 其 分 量 为 到 中 的 点 . P 上 的 自然 映 
射 是 向 量 到 各 个 分 量 的 投影 , 自然 拓扑 是 使 得 所 有 这 些 映 射 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 映 
射 (12) 是 一 对 一 的 , 从 而 把 BRA P 中 . 由 定义 可 知 B 上 的 弱 * 拓 扑 和 在 砍 入 映 
射 下 由 P 继承 的 拓扑 相同 . 每 个 于 是 及 的 紧 区 闻 ; 由 Tychonov 定理 , P 是 紧 的 . 
由 于 紧 集 的 闭 子 集 是 紧 的 , 我 们 只 需 证 明 映 射 (12) 把 B REIT P 的 一 个 闭 子 集 
即 可 . 

设 p 是 B 在 映射 (12) 下 的 象 集 的 闭 包 中 的 点 . 我 们 下 面 证 明 Æ BPA u 
的 象 , 即 

对 X 中 所 有 的 点 X, pz =u(z), (13) 

这 里 {ps} 表示 p 的 分 量 . 方程 (13) 定义 了 X 上 一 个 函数 u(r). 我 们 必须 证 明 u 
是 以 1 为 界 的 线性 泛 函 . u 的 有 界 性 由 pz 属于 D. = [le], ||] 可 知 . 线性 意味 着 


pz+y = Pz +Pyı Par = pz. (14) 
对 B 在 映射 (12) 下 的 象 中 的 每 个 点 q, 

qz+y = lz + ly, Qar = Ur. (15) 
HF p 在 {q} 的 弱 * 闭 包 中 , 且 这 些 关系 只 牵扯 到 q 的 3 个 (或 2 个 ) 分 量 , 由 (15) 
可 知 (14) 成 立 . 口 


定理 3’ 假设 Banach 空间 U 是 Banach 空间 X 的 对 偶 . DU HARB BATA 
的 子 集 5 是 能 * 紧 的 当 且 仅 当 S 是 范 数 有 界 的 . 

证 明 ”车 5S 是 范 数 有 界 的 , 则 它 包含 在 某 个 闭 球 BR 中 . 根据 定理 3, BR 是 
弱 * 紧 的 , 故 它 的 弱 * 闭 子 集 S 也 是 紧 的 . 

RZ, KS ES RH; 则 对 每 个 r, S 在 连续 映射 u 一 u(r) FIR {u(z) : 
z c S) 也 是 紧 的 . 由 于 R( 或 者 C) 的 紧 子 集 是 有 界 的 , MA Ve € X, Vu € S, 
lu(z)| € b(z)， 根 据 第 10 章 定理 3 的 一 致 有 界 原理 , 存在 常数 b, 使 得 vu c S, 
lu| < b. o 


定理 4 Banach 空间 Z 的 闭 单位 球 在 弱 拓 扑 下 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 2 是 自 反 的 . 


证 阴 ”由 定理 3, 充分 性 成 立 . 必要 性 的 证 明 由 Eberlein 和 Smulyan 得 出 , 可 
参看 Dunford 和 Schwartz 的 书 . 
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第 13 章 ”局 部 凸 空间 拓扑 和 Krein-Milman 定理 


弱 拓 扑 和 弱 * 拓 扑 是 使 得 某 些 线性 泛 函 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 如 果 要 求 使 更 少 的 
线性 泛 函 连续 , 我 们 将 得 到 更 弱 的 拓扑 . 所 有 这 些 拓 扑 中 的 开 集 都 可 以 在 凸 集 基础 
上 定义 . 在 本 章 中 我 们 将 详尽 阐述 关于 这 些 拓扑 的 理论 并 加 以 应 用 . 
定义 GX 是 一 个 实 线性 空间 , 在 其 上 有 一 个 满足 下 述 性 质 的 Hausdorff 拓扑 : 

(i) 加 法 是 连续 的 , BU (z,y) 一 ++y 是 从 XxX 到 X 的 连续 映射 ; 
(ii) 标量 乘法 是 连续 的 , BI (k, z) 一 kz 是 从 R x X a xX 的 连续 映射 ; 
(iii) 在 原点 有 一 个 由 开 凸 集 构 成 的 基 , 即 每 个 包含 原点 的 开 集 都 包含 着 一 个 包 
ERAR FLE, 
则 称 X 是 一 个 局 部 凸 拓扑 (LCT) 线性 空间 . 

注意 Banach 空间 的 范 数 拓 扑 是 一 个 局 部 凸 拓扑 ; 在 此 拓扑 下 , 以 原点 为 心 的 

所 有 开 球 构成 了 在 原点 的 一 个 基 . 


习题 1 LARA the RESP Ud db. 


习题 2 K (44) 是 实 线性 空间 X 的 一 族 分 离 点 的 线性 泛 函 , WX 中 两 个 不 同 
的 点 rU y, 存在 Lla 使 得 lalt) Flaly). 

(a) 证 明 使 得 所 有 ta HERE IN n the 9E Hh; 

(b) 证 明 线性 泛 函 上 在 此 拓扑 下 连续 当 且 仅 当 上 是 la 的 有 限 线 性 组 合 . 


习题 3 EN: 设 f(a,b) 是 从 拓扑 空间 X 和 YY 的 乘积 空间 X xY 到 x AHF 
续 映 射 , 则 当 b 固定 时 , f(a,b) 是 a 的 连续 函数 . 
定理 1 
(i) A LCT 线性 空间 X vp, 开 集 族 是 平移 不 变 的 , PST EE, 则 Vr 6 X, 
T-2 是 开 集 ; 
(i) 著 人 是 开 集 , 则 对 天 夭 0, kT 是 开 集 , 特别 地 , -T EE: 
(iii) FART 中 的 每 个 点 都 是 了 HAS. 


WEAR 根据 习题 3, 对 固定 的 x, ty By 的 连续 函数 . FAT 在 此 映射 下 的 
原 像 是 了 一 x; 这 证 明了 (i). 类 似 可 证 (ii). 

(iii) 根据 习题 3, 对 固定 的 m, kz 是 r 的 连续 函数 . 故 使 得 kz 在 工 的 内 部 的 
数 上 构成 的 集合 是 R 的 开 子 集 . BRT 包含 原点 , Wk = 0 属于 此 数 集 ， 由 上 可 
知 , 包含 上 = 0 的 一 个 开 区 间 也 在 此 集合 中 . 这 意味 着 对 充分 小 的 k, kz 属于 了 人, 但 
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是 这 说 明了 原点 是 T 的 一 个 内 点 . 因为 由 (1), T 中 的 点 都 可 以 平移 到 原点 ， 这 证 
明了 (iii). 口 


13.1 通过 线性 泛 函 分 离 点 


定理 2 LCT 线性 空间 X 上 的 连续 线性 泛 函 分 离 X 中 的 点 , Sy dez XC 
不 同 的 点 , 则 存在 X 上 的 连续 线性 泛 函 4, 使 得 
L(y) # &(z). (1) 
证 明 “我们 构造 一 个 线性 泛 函 分 离 y 和 z. 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 y = 0. 由 
于 X 的 拓扑 是 Hausdorff 的 , 存在 包含 y = 0 但 不 包含 z 的 开 集 T; 由 LCT 空间 
的 定义 中 的 (uuu), 我 们 可 以 取 为 凸 的 . 由 定理 1,0 是 了 HAR, KAT 的 度 规范 
数 pr BARN, A 


Vuc€ T, pr(u) « 1. (2) 

根据 第 3 章 定理 5 超 平面 分 离 定 理 , FEREZA 4 使 得 
£(z) 7 1, (3) 
&(x) € pr(r), 对 所 有 的 z. (4) 


ER, 由 于 f(y) = ((0) = 0, £ 分 离 Al z. 
为 完成 定理 的 证 明 , 我 们 只 需 再 证 明 £ 是 连续 的 .首先 我 们 证 明 每 个 半空 间 
(w : £(w) < c) BAW. 事实 上 , # w 属于 半空 间 {w : Lw) < c), WIR 


w+rT, r=c— llw) (5) 
也 包含 在 半空 间 {w : £(w) < e) "P. 由 (4), (5) 和 (2), X T PR u, 
Kw+ru) = £(w) + r£(u) < £(w) + rpr(u) < £(w) +c- £(w) — c, (6) 


这 证 明了 (5) 中 每 个 点 均 在 半空 间 中 ; 故 半 空间 是 开 的 . 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 每 
个 形 如 


{w : £(w) > d) 
的 半空 间 是 开 的 . 为 此 , 我 们 需要 pr ET AR 305 T 关于 原点 对 称 时 成 立 . 
如 有 必要 , 还 可 以 通过 把 T 换 成 Tn (-T) 来 实现 这 一 点 . 口 


定理 2 可 以 进一步 加 强 为 如 下 定理 . 
ER? RK 是 LCT 线性 空间 久 中 的 一 ABA XX 中 不 属于 KK 的 一 点 ， 
则 存在 X 上 的 连续 线性 泛 函 2, 使 得 


Vy€ K, &y)<c, Ez)>c. (7) 
证 阴 ”证明 类 似 于 定理 2, 唯一 不 同 之 处 为 我 们 用 第 3 章 定理 6 广义 超 平面 
分 离 定理 代替 了 超 平 面 分 离 定理 . 口 


习题 4 R K X LOT 线性 空间 X 中 的 一 个 凸 集 . 证 明 K 的 闭 包 天 OE. 
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13.2 Krein-Milman 定理 


我 们 回忆 第 1 章 结尾 引入 的 凸 集 K 的 极 子 集 的 定义 , 尤其 回忆 极 值 点 的 定义 . 
凸 集 K 的 一 个 子 集 ERARE K 的 极 子 集 , 如 果 
- (i) E 是 非 空 凸 集 ; 
G) FE PMA z 可 以 表示 为 K 中 点 y 和 z 的 凸 组 合 , Wy 和 z 都 属于 E. 
只 包含 一 个 单 点 的 极 子 集 称 为 极 值 点 . 


习题 5 证 明 极 子 集 的 非 空 交 是 极 子 集 . 


极 子 集 的 基本 性 质 包 含 在 第 1 章 定理 7 和 定理 8 中 . 在 有 限 维 线性 空间 中 关 
于 山 集 的 基本 结果 是 下 述 的 Carathéodory 定理 : 

RN 中 的 每 个 紧 廿 子 集 K 都 有 极 值 点 , BK 中 的 每 个 点 可 以 表示 为 N 十 1 个 
极 值 点 的 凸 组 合 . 


习题 6 对 和 N 用 归纳 法 证 明 Carathéodory 定理 . 


M. G. Krein 和 D. P. Milman 给 出 了 这 个 结果 的 一 个 漂亮 且 有 用 的 推广 . 
定理 3 设 久 是 一 个 LCT 线性 空间 , KAX 的 一 个 非 空 紧 西子 集 , 则 

(i) K 至 少 有 一 个 极 值 点 ; 

(ii) K 是 它 的 极 值 点 的 集合 的 凸 闭 包 . 

证 明 ”考虑 K 的 所 有 非 空 的 闭 极 子 集 构成 的 集 族 (E;). 这 个 集 族 是 非 空 的 ， 
因为 它 包 含 K AS. 在 此 集 族 中 通过 集合 的 包含 定义 偏 序 关系 . 我 们 断定 每 个 全 
ETEK {E;} 有 一 个 下 界 . 此 下 界 是 交集 NE;. 为 此 , 我 们 必须 证 明 NE, 是 非 空 
的 闭 极 子 集 . 

我 们 断定 全 序 集 (E) 的 有 限 个 子 集 的 交 非 空 . 这 是 因为 , 由 于 {E} 是 全 序 
集 , 集 族 (E;) 中 的 有 限 子 集 的 交 是 此 子 集中 最 小 的 集合 . 为 证 明 OF; 是 非 空 的 ， 
我 们 采用 反 证 法 : 假设 交 为 空 , 则 E; 的 补 集 的 并 覆盖 了 K. 由 于 K 是 紧 的 , 有 限 
个 补 集 就 覆盖 了 K, 但 这 意味 着 这 有 限 个 E; 的 交 是 空 集 , 与 我 们 刚才 证 明 的 结论 
TE. 由 于 是 闭 集 族 的 交 , NE; BAW. 由 习题 5, OR K 的 非 空 极 子 集 的 非 空 交 
也 是 K 的 极 子 集 . 

根据 Zorn 引 理 , K 有 一 个 最 小 的 闭 的 极 子 集 E. 我 们 断定 此 集合 ERA 
个 点 . 若 不 是 这 样 , 则 E 包含 两 个 不 同 的 点 . 根据 定理 2, 存在 一 个 连续 线性 泛 函 
t 分 离 这 两 个 点 . 由 于 E 是 紧 的 , 是 连续 的 且 在 E 上 不 是 常数 , 2 在 五 的 一 个 真 
T M 上 达到 最 大 值 . 由 于 是 连续 的 且 E 是 闭 的 , M 也 是 闭 的 . 由 于 极 子 集 的 
逆 象 也 是 极 子 集 (参看 第 1 章 推论 s), CORE 上 使 得 连续 线性 泛 函 4 达到 最 大 
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值 的 集合 M 是 的 极 子 集 . 容易 证 明 (根据 第 1 章 定理 7) HERK 的 极 子 集 ， 
M EE 的 极 子 集 , 则 M 是 K 的 极 子 集 . 由 于 EE 是 K 的 最 小 极 子 集 , M UL 
小 的 极 子 集 , 这 个 矛盾 说 明了 E 不 能 包含 超过 一 个 点 . 因此 最 小 的 集合 E RAS 
一 个 点 . 这 个 单 点 是 K 的 一 个 极 值 点 . 这 不 仅 完成 了 (i) 的 证 明 , 同时 还 证 明了 : 

(1) K 的 每 个 闭 的 极 子 集 包 含 一 个 极 值 点 . 

下 面 我 们 证 明 (ii). 用 Ke 表示 K 的 极 值 点 构成 的 集合 , Ke 表示 Ke HRE. 
K 中 每 个 点 属于 Ke 的 闭 包 等 价 于 不 属于 Ke 的 闭 包 中 的 点 也 不 属于 K. 根据 习 
题 4 天。 的 闭 包 是 凸 的 . 因此 若 z 不 属于 此 闭 包 , 则 根据 定理 V, 存在 连续 线性 泛 
BR 2 使 得 

Wye Ke, L(y) <e, &z)>e. (8) 

由 于 K RA Be 是 连续 的 , 4 在 K 的 某 个 闭 子 集 E DAIRE K 上 的 最 大 值 . 
根据 第 1 HEE 8’, EEK 的 极 子 集 . (i), E 包含 K 的 极 值 点 p. p 属于 Ke, 
从 而 也 属于 Ke, 由 (8), Ip) < c. 由 构造 知 (p) = maxkl(e) 且 对 所 有 的 K 中 的 a, 
Kz)<ip)<ce 由 (8) &ll £(z) > c, 这 证 明了 z 不 属于 K. 口 


13.3 Stone-Weierstrass 定理 


定理 4 设 5S 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , C(S) XS 上 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 集 
合 . HE RCS 的 一 个 子 代 数 , 即 

(i) E & C(S) 的 线性 子 空间 ; 

(ü) E 中 两 个 函数 的 乘积 属于 E. 

此 外 , 我 们 还 假设 EBA 

(iii) EDE S 中 的 点 , 即 任 给 两 点 D do q, pq, 存在 f € E RF fip) 7 Sg; 

(iv) 所 有 的 常数 函数 属于 五 . 
结论 在 最 大 值 范 数 下 , E RCS) 中 稠密 . 

经 典 的 Weierstrass 定理 是 上 述 定 理 在 S 是 r 轴 上 的 闭 区 间 , E Æ x 的 多 项 
式 的 集合 时 的 一 个 特殊 情况 , 本 节 给 出 的 经 典 Weierstrass 定理 的 Stone 推广 形式 
的 优美 证 明 由 Louis de Branges 得 出 , 它 建 立 在 Krein-Milman 定理 的 基础 上 . 

证 明 ”根据 第 8 章 定理 8 生成 准则 , 如 果 C(S) 上 的 限制 在 E 上 为 0 MAR 
ZEIT ER C 是 零 泛 函 , UU EHE C(S) FAR. 根据 第 8 HIER 14, Riesz-Kakutani 
表示 定理 , C(S) 上 的 有 界线 性 泛 函 形 如 


Wf) = 人 fav, 


这 里 v 是 带 号 测度 且 v 的 全 变 差 ||vl| = f fla 是 有 限 的 . 因此 我 们 只 需要 证 明 如 
SOM 已 中 所 有 f, fs fav = 0, W v= 0 即 可 . 
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若 不 成 立 , 用 U 表示 作用 在 E 上 为 0 且 全 质量 不 大 于 1 的 带 号 测度 的 集合 . 
这 是 一 个 凸 集 , 且 根 据 第 12 章 定理 3 的 Alaoglu EHE, U 在 弱 * 拓 9 扑 下 是 紧 的 ， 故 
根据 Krein-Milman 定理 , # U 包含 一 个 非 零 测度 , W U 包含 一 个 非 零 的 极 值 点 ， 
WA u AF 是 极 值 点 , [lul] = 1. A E 是 代数 , BS 和 9g AF E,W gf 也 属于 
E. HF u 零 化 五 中 的 每 个 函数 , 即 

fiton = 0, 

因此 测度 gau HE E 中 的 每 个 函数 . 

设 9 是 已 上 的 取 值 介 于 0 和 1 之 间 的 函数 : 

Vpe S, O0<g(p) <1. 
id 
a= ligull= f ldu, *- la gall = f ia -lar 
显然 ,a Alb IEW. 把 它们 相 加 : 
a+b= fal =e 

等 式 


把 u 表示 成 为 U 中 点 gu/a 和 (1— g)u/b 的 凸 组 合 . 由 于 u WEA, u 等 于 gua. 
定义 测度 u 的 支撑 为 有 具有 下 述 性 质 的 点 p 构成 的 集合 : 对 任意 包含 p 的 开 
SEN, fy ldu) > 0. Ë u= gu/a, W g Æ u 的 支撑 内 的 每 一 个 点 的 值 相 等 . 
我 们 断定 的 支撑 只 含有 一 个 点 . 为 此 , Bp 和 gq 属于 的 支撑 , pa 由 于 
E 中 的 函数 分 离 5S 的 点 , 存在 E 中 函数 h 使 得 h(p) z h(q). X h 加 上 一 个 充分 大 
的 常数 然后 再 除 以 另 一 个 大 的 常数 , 我 们 得 到 一 个 函数 值 介 于 0 和 1 之 间 的 函数 
g E g(p) z g(q). 这 与 我 们 前 面 的 结论 矛盾 . 
支撑 只 包含 一 个 点 p H [ul = 1 的 测度 u 是 p 点 的 单位 点 质量 . 因此 


n = f(p) ® —f(p). 
由 于 假设 常数 函数 1 属于 E, X} ET f=l, f fdp z 0, 得 到 矛盾 . o 


13.4 Choquet 定理 


在 局 部 凸 空间 中 , Carathédory 定理 可 以 进一步 推广 为 如 下 定理 . 
定理 5 RX RLCT 空间 , 开 是 X 的 非 空 紧 凸 子 集 , Ke 是 KK 的 极 值 点 构成 的 
KS, WSK PEER u, AK. 的 闭 包 天。 上 存在 概率 测度 m,, 即 满足 
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my > 0, L dm, — 1, (9) 
Ke 
的 测度 , 使 得 在 弱 意 义 下 , 成立 
u= ja edm,; (10) 
即 对 X TEEN SEHE BEZ EL, 
(u) = 上 l(e)dm,(e). (10^) 
Ke 


证 明 “每 个 连续 线性 泛 函 2 在 紧 集 K 上 达到 最 小 值 和 最 大 值 . 根据 第 1 章 推 
it 8', 使 得 & 达到 最 小 值 和 最 大 值 的 点 集 是 K 的 极 子 集 ， 由 定理 3(1), 这 些 极 子 
集 包含 极 值 点 . 因此 对 K 中 每 个 u 和 每 个 连续 线性 泛 函 4， 
min £(p) < £(u) < max £(p). (11) 
pEKe pEKe 
对 41 — £9 应 用 (11) 可 知 车 2, 和 & 在 K。 上 相等 , 则 它们 在 K 上 也 相等 . 因此 £ 
在 K. 上 的 值 唯一 确定 了 在 K 中 每 个 u 处 的 值 Lu). id 在 天。 的 限制 为 f: 
fla) =La), qe Ke. (12) 
由 于 Lu) 由 f 确定 , 我 们 有 


Ku) = u(f) (12^) 
ER, 这 是 f 的 一 个 线性 泛 函 . 我 们 把 (11) 重新 写 为 
mi f(a) € u(f) kem f (a). (13) 


由 (12) 定义 的 函数 f 构成 的 集合 L 是 天。 上 的 连续 函数 空间 C(K。) 的 一 个 
线性 子 空间 . 我 们 断定 由 (12') 中 定义 的 线性 泛 函 u(f) 可 以 从 工 延 拓 到 CK.) 上 
且 保 持 性 质 (13). 事实 上 , 我 们 可 以 把 函数 fo 三 0 加 到 工 中 并 定义 u(fo) = 1. 由 
第 4 章 定理 1, 我 们 能 够 把 一 个 正 线性 泛 函 延 拓 到 所 有 函数 的 空间 上 且 仍 为 正 的 . 
由 (13), u(f) 是 正 线性 泛 函 , 这 样 的 延 拓 是 可 能 的 ; 假设 已 经 延 拓 完毕 . 

K. ERE K 的 闭 子 集 , 从 而 也 是 紧 的 . 由 Riesz-Kakutani 表示 定理 (第 8 章 
定理 14), C(K。) 上 的 有 界线 性 泛 函 炎 可 以 表示 为 


uf) = f fdm. (14) 
Ke 

因为 线性 泛 函 是 正 的 , 因此 表示 测度 m 也 是 正 的 ; 由 ulfo) = 1 Al m(K.) = 1. 把 
(12) 和 (12^) 代入 (14), 我 们 得 到 了 (10’). 口 


定理 5 断定 紧 凸 集 K 中 的 每 个 点 u 可 以 表示 为 极 值 点 集合 的 闲 包 中 的 点 的 
连续 凸 组 合 . 闭 包 的 限制 是 需要 的 , 因为 即使 在 有 限 维 的 空间 中 , 极 值 点 的 集合 也 
未 必 是 闭 的 . 例如 在 R 中 取 圆 周 z2 + y? =1,2=0 以 及 区 间 : 


T= 1 y=0, =1&2€1 
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的 凸 包 . 凸 包 的 极 值 点 是 : x = 1,y = 0,z = +1, 以 及 圆周 2--)1220 ER 
J z=1,y=0,z=0 以 外 的 所 有 点 . 


习题 7 kovë K. PRAT K. 的 点 ; 证 明 v 可 以 表示 为 


v= ji edm, 
K. 


这 里 m E Ke EAE m(v) = 0 的 概率 测度 . 
习题 8 ”由 定理 5 推出 定理 3 H (ii). 


Choquet 给 出 了 定理 5 的 如 下 推广 . 
定理 6 it K X LCT 线性 空间 X 的 非 空 紧 凸 子 集 , 并 假设 天 可 度量 化 , MK 
中 任意 点 尽 在 弱 意 义 下 可 以 表示 为 


u= | em. (10") 
K 


iX € m, 是 极 值 点 的 集合 上 的 一 个 概率 测 AR. 
证 明 ”参看 文献 Phelps. 口 


我 们 称 (10°) 为 Choquet 型 表示 . 在 第 14 PRANKS MY ZS SRA Choquet 
型 表示 的 例子 . 

我 们 现在 给 出 一 个 有 用 的 结果 . 此 结果 把 有 限 维 空间 中 紧 集 S 的 凸 包 的 下 述 
直观 性 质 推广 到 LCT 空间 上 去 : S 中 不 属于 5 的 点 不 是 极 值 点 . 
定理 7 设 X 是 LCT 线性 空间 , SAX 的 紧 子 集 如 果 5S djnmesmHe kx 
紧 的 , 则 K 中 的 每 个 极 值 点 都 属于 S. 

WEBH UON 是 包含 原点 的 任意 开 凸 集 . 当 y 取 遍 S 时 , 开 集 族 {y+ N} 构成 
了 S 的 一 个 开 和 覆盖 ; 由 于 S 是 紧 的 , 存在 有 限 个 开 集 yi + N(i = 1,…,n) Bit S: 


Uy N)2 S. (15) 
t= 


用 S, 表示 交 (vi + N) n S; 由 (15), 
U s.s 8. (16) 


i=1 
w S; WADA Ki. 由 于 Sic 5, 故 Kic K, 由 于 K 是 闭 的 且 假 设 K 是 
紧 的 , 每 个 K BERN. 下 面 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 8 如 果 Ki f Ko 是 LCT 线性 空间 大 中 的 两 个 紧 凸 集 , 则 它们 的 并 的 凸 包 
是 紧 的 . 
证 明 由 于 K 和 Ko 是 凸 的 , 容易 看 出 它们 的 并 集 的 凸 包 由 所 有 如 下 形式 的 
点 构成 : 


ayi+(l—a)yo, we Ki, EK, O<acdcl. (17) 
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这 些 点 是 三 重 积 

K, x Ko x I, I=(0,1] (18) 
在 映射 (17) 下 的 象 . 三 重 积 (18) 是 紧 的 , 根据 LCT 空间 的 定义 , 映射 (17) 是 连续 
的 . 因此 紧 集 (18) 的 象 是 紧 的 , 这 证 明了 引 理 8. u 


由 引 理 s, 我 们 推出 有 限 个 紧 集 的 并 的 凸 包 是 紧 的 . 对 上 面 定义 的 紧 集 Ki, 我 
们 断定 它们 的 并 集 的 凸 包 (A CHK U---UK,]) 包含 K: 
K C CH[K, U---UK,]. (19) 
我 们 注意 到 K; 包含 Si 因此 根据 (16), KIU -UKn 包含 S,U---US,=S. 
根据 引 理 8, (19) 式 右 端 是 紧 的 从 而 是 闭 的 . 因此 它 是 一 个 包含 S MAR. 但 是 
根据 定义 , K 是 包含 5 的 最 小 的 闭 凸 集 , 因此 包含 在 CH[KiU…UK] P. 这 证 
明了 (19). 换言之 , K 中 点 是 K 中 点 的 凸 组 合 . 由 于 每 个 K; 包含 在 K 中 , HR 
值 点 的 定义 可 知 K 的 每 个 极 值 点 都 属于 某 个 Ki. 
由 定义 , S; 包含 在 y+N 中 . 由 于 N 是 凸 的 , S; 的 凸 包 在 yi+N P: S; C yi N. 
对 任意 集合 R,Ri+ N 包含 RR 的 闭 包 . 因为 K; 是 5; 的 闭 包 , K,Cy + N+N = 
y; - 2N. 因此 由 y: 属于 S An 
UK; C S+2N. 
我 们 已 经 证 明了 K 的 每 个 极 值 点 属于 某 个 Ki, 故 由 上 面 结果 可 知 K 的 每 个 极 值 
Apt S+2N. HEN 是 包含 原点 的 任意 开 凸 集 , S 是 闭 的 , 所 有 集合 S+2N 
的 交 是 SAS. 故 K 的 每 个 极 值 点 p 都 属于 S. 口 


定理 7 在 描述 极 值 点 时 是 非常 有 用 的 . 


习题 9 iH: 若 5 X Banach 空间 中 的 紧 集 , NT AT RER. It 
LCT 空间 是 否 成 立 ? 


MiB LCT 空间 的 最 重要 的 例子 是 具有 弱 拓 扑 或 弱 * 拓扑 的 Banach ZA). 另外 
一 些 重要 的 例子 是 广义 函数 空间 . 鉴于 广义 函数 理论 在 偏 微分 方程 理论 和 调和 分 
析 中 的 巨大 成 功 , 很 自然 地 想到 其 他 的 一 些 局 部 凸 拓扑 有 可 能 扮演 类 似 的 富有 成 果 
的 角色 . 这 一 愿望 还 没有 实现 . 

在 Diestal 和 Uhl 的 书 中 给 出 了 Krein-Milman 定理 的 另外 一 些 应 用 和 推广 . 
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第 14 章 凸 集 及 其 极 值 点 的 例子 


在 本 章 中 , 我 们 给 出 凸 集 和 它们 的 极 值 点 以 及 在 极 值 点 基础 上 给 出 的 凸 集中 点 
的 Choquet 型 积分 表示 的 例子 . 在 有 些 例子 中 , 我 们 直接 给 出 极 值 点 , 然后 引入 局 
部 凸 拓扑 使 得 相关 的 凸 集 是 紧 的 , 最 后 通过 Choquet 定理 给 出 Choquet 型 表示 . 在 
男 外 一 些 例子 中 , Choquet 型 表示 直接 通过 解析 的 证 明 得 到 . 然后 我 们 利用 这 些 表 
示 去 判断 集合 的 极 值 点 . 在 大 多 数 情况 下 , 表示 是 唯一 的 . 


14.1 EtA 


BQ 是 一 个 紧 Hausdorff F, C(Q) 是 由 Q 上 的 实 值 连续 函数 构成 的 空间 . 
W £d C(Q) 上 的 一 个 线性 泛 函 . 如 果 对 C(Q) 中 的 所 有 非 负 函 数 f, ef) > 0, 则 
Rl 是 一 个 正 线性 泛 函 . 从 第 8 章 我 们 知道 正 线性 泛 函 是 有 界 的 . 用 P 表示 所 有 
满足 

l(1) = 1 (1) 

的 正 线性 泛 函 £ 构成 的 集合 . 
定理 1 尸 是 一 个 凸 集 ， 其 极 值 点 为 在 每 个 点 7 处 的 赋值 泛 函 er(r € Q), 此 处 e, 
定义 为 


er(f) = f(r). (2) 
证 明 PP 的 凸 性 是 显然 的 . 为 了 证 明 由 (2) 定义 的 每 个 er 是 极 值 点 , 假设 
er 一 am 十 (1 一 at m, £€P, 0<a<1. (3) 
W fJ C(Q) 中 满足 
f(r) - 0 (4) 


的 任意 非 负 函 数 . 把 f 代入 (3); 由 (2) 和 (A), 
er(f) = f(r) 2 0 =am(f) + (1 —a)é(f). 
BUE m(f) AS 都 是 0; 否则 它们 中 有 一 个 是 正 的 , 一 个 是 负 的 , 与 > 0 和 
l,m 都 是 正 线性 泛 函 矛盾 . 
每 个 连续 的 函数 f 可 以 分 解 为 正 部 和 人 负 部 : 
f=f+-f-, f+= max{f,0}. 

f, 和 f. 都 是 非 负 的 , HH f(r) = 0, W 方 (r) 2 广 (r) = 0. 由 此 以 及 前 面 可 知 , 若 
f(r) = 0, W m(f) = f) = 0, El m Ae 的 零 空间 包含 着 e, 的 零 空间 ， 由 于 非 零 
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线性 泛 函 的 零 空 间 的 余 维 数 为 1, CN mee, 的 常数 倍 ; 由 于 P 中 的 所 有 线性 
ZRH (1), 故常 数 为 1. 这 证 明了 8 = m = e,, 从 而 e 为 极 值 点 . 
现在 我 们 证 明 P 的 极 值 点 均 形 如 er. 设 4 是 C(Q) 上 的 由 (1) 正规 化 的 任 一 
正 线性 泛 函 . 根据 Riesz-Kakutani 表示 定理 , 存在 Q 上 的 非 负 测度 m 使 得 对 Q 上 
每 个 连续 函数 f, 
un = [ fam, (5) 


由 正规 化 条 件 (1), mQ) = 1; 测度 m 由 线性 泛 函 4 唯一 确定 . 我 们 断定 由 (1) IE 
规 化 的 正 线性 泛 函 构成 的 集合 的 极 值 点 所 对 应 的 测度 都 集中 在 一 个 单 点 上 . ER 
是 这 样 , 则 mm 可 以 分 解 为 am + (1 - ajm2, 这 里 m 和 m 是 非 负 的 全 质量 为 1 
的 测度 且 m; # ma. 设 
G(s) = | fám, j=1,2 
QU £ = a; + (1— a)£o. 26 £ ABER, 则 41 = 45 =2 故 2 可 以 通过 不 同 的 测度 ma 
和 ma 表示 为 (5) 中 的 形式 . 这 与 表示 测度 的 唯一 性 矛盾 . 这 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
口 
我 们 可 以 利用 公式 (5) 把 公式 (2) 形式 的 重新 写 为 


{= J «imo (6) 
这 是 一 个 Choquet 型 表示 . 


14.2 A uk X 


在 本 节 中 我 们 利用 附录 B 中 给 出 的 广义 函数 理论 的 记号 和 结果 ， 
EX wf RR" 上 的 实数 值 函 数 . 如 果 对 任意 的 rt, ‚one Rn 和 所 有 的 


a; 2 0,552; 一 l, WA 
f (Yos) <J asf (25), (7) 
则 称 f Roses. 


在 此 我 们 只 考虑 一 个 变量 的 凸 函数 f. 只 需 假设 (7) 对 如 下 结论 成 立 : 对 所 有 
的 x, z, 
f(ax +(1-a)z)<aflz)+(1-a)f(z), O<a<l. (8) 
id az + (1— a)z = y, 容易 看 出 条 件 (7) 等 价 于 下 面 的 条 件 : 对 z<y<z， 
f(y) — f(z) .. f(z) — f(v) (9) 
y-o ` z-y ` 
由 (9) 知 每 个 凸 函 数 是 连续 的 且 有 右 导 数 和 左 导 数 . 
4 h 趋 于 0 时 , 二 阶 差 商 
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Kern Met Feo (10) 


在 广义 函数 意义 下 收敛 到 f. 由 (9), 差 商 (10) 是 非 负 的 ; 由 于 在 广义 函数 意义 下 
非 负 函数 的 极限 是 非 负 的 , 故 由 f 的 凸 性 知 , 在 广义 函数 意义 下 ， 
Oey (11) 
同样 可 以 定义 函数 在 区 间 上 的 凸 性 . 注意 在 一 个 区 间 上 的 凸 函数 在 端点 处 未 
必 连 续 . 
BATH C 表示 区 间 (0,1) 上 的 满足 下 面条 件 的 凸 函 数 的 集合 : 


f(0-—0, f()-21, f(z20, 0«z«1. (12) 
定理 2 C 是 凸 集 , 其 极 值 点 是 函数 
0, est, 
er(Z) 王 4 zr- r ee (13) 
l-r 
其 中 0<r<1, 以 及 
“= 0:21; (13/) 
a a IE 
证 明 ”首先 我 们 证 明 函 数 e 是 C 的 极 值 点 . 假设 
er — af + (1 — a)g. (14) 


因为 e. 在 [0,7] 上 为 0, 我 们 断定 f A g 在 [0,r] 上 都 等 于 0; 否则 根据 (14), 

f 和 9g 中 一 个 为 负 . 此 与 (12) FA, 故 
f(r)29(z 20 (O< ar). 

类 似 地 , 可 以 证 明 在 [r1] E, f(x) 和 g(z) 都 等 于 er(z). 若 不 是 这 样 , 则 f(z) 
和 g(x) 在 某 点 y >r 处 有 一 个 大 于 elx); 简短 的 计算 说 明 这 在 z = r,z = 1 时 与 
(9) AB, 也 就 证 明了 e. 是 极 值 点 . 

te f 是 [0,H 上 满足 (12) 的 任意 凸 函 数 . 当 r < 0 时 , + f(r) = 0. BR, 这 样 
延 拓 的 f 仍 是 凸 函数 . 设 o er > 0 时 取 值 为 0 的 Co 测试 函数 . 根据 广义 函数 
理论 ， 

J fo dr = / f ddr, (15) 

其 中 ' 表示 关于 r 的 微分 . 在 0 < z < 1 内 选择 zx 并 定义 函数 olr) 为 


r—T" TSz, 
pr(7) = | 0, ku (16) 
函数 o. 是 分 段 线性 的 且 加 = ó(r — 2). 如 果 我 们 能 在 (15) PR o = pr, 则 我 们 将 
会 得 到 


f(z) = / be(r)f" (r)dr. (17) 
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由 于 o. 不 是 Co 的 , 我 们 不 能 够 这 样 做 , 但 是 可 以 用 一 列 Co 函数 $s 逼近 
be. 由 于 f Mord 时 是 连续 的 , (15) 式 左 端 趋 于 (17) 式 左 端 . 另 一 方面 , 非 负 的 
广义 函数 f° 是 一 个 非 负 测 度 , x (15) 式 右 端 趋 于 (17) 式 右 端 . 这 在 z < 1 时 证 
明了 (17). 利用 记号 (13) 我 们 把 此 重新 写 为 


f(a) = fon (rar z<1 (18) 
Ars 1, 我 们 得 到 
my = lim f(x) = [a - nf (rar. (18) 
由 于 /是 单调 递增 函数 且 f(1) = 1, 故 m <1. 我 们 把 (18) 和 (18) 合 在 一 
起 写 为 
1 
f(a) = | e(z)dm(r), (19) 
0 
这 里 
当 CIN, m(r) = f ea ds mdi) sd ie. (19") 
0 


根据 式 (19), 测度 m 由 凸 函数 f 唯一 确定 . 与 14.1 节 中 一 样 , 满足 条 件 (12) 
的 凸 函数 的 集合 C 的 极 值 点 是 那些 对 应 的 测度 m 都 集中 在 区 间 [0, 1] 中 的 单个 点 


上 的 函数 . 这 完成 了 定理 2 的 证 明 . 口 
我 们 可 以 把 (19) 形式 地 重 写 为 
1 
f= | erdm, (20) 


这 是 凸 函 数 的 一 个 Choquet 型 表示 . 
习题 1 对 nn 个 变量 的 是 函数 给 出 与 定理 2 对 应 的 结论 . 
习题 2 不 利用 广义 函数 理论 , 直接 用 Krein-Milman 定理 证 明定 理 2. 


14.3 ”完全 单调 函数 


定义 作用 在 单 变量 函数 上 的 差分 算 子 Da 为 
(Daf (t) = f(t +a) — f(t). (21) 
对 a > 0, D, 把 定义 在 及 + 上 的 函数 映 为 定义 在 及 + 上 的 函数 . 
EX R, 上 的 实数 值 函数 f 称 为 是 完全 单调 的 (c.m.), 如 果 对 所 有 的 a; > 0 和 
n = 0,1,..., 
ER 上 ，(-D" (fln, )7 >0 (22) 
下 面 的 结果 由 S. Bernstein 得 出 . 
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定理 3 Ry, LENZ AR f 都 可 以 表示 为 
f(t) = / e-Madm(A), (23) 
0 


这 里 m 是 非 负 测度 , mR) «oo. RA, 形 如 (23) 的 每 个 函数 都 是 完全 单调 的 . 
证 明 ”为 了 证 明 形 如 (23) 的 函数 是 完全 单调 的 , 我 们 记 


Daf = f j Due-^tdrm( 入 ) 
f (er — 1)e-*am(\), 
则 
(-1)" (Ii De, f= | TIa-e%)e*am, 


显然 它 是 非 负 的 . 
为 证 明 直 接 部 分 , 我 们 利用 c.m. 函数 的 以 下 性 质 . 
引 理 4 
(i) 两 个 c.m. 函数 的 和 还 是 c.m. 的 . 
假设 f 是 一 个 cm. A, 则 
(i) 请 是 非 负 的 ; 
(iii) 对 a >0,af X c.m. f; 
(iv) 对 a > 0, -Daf X c.m. 的 ; 
(v) #ta>0, Ti(f)=f(t+a) X c.m. 的 ; 
(vi) 对 b> 0, Ho(f) = f(bt) X c.m. #9; 
(vi) f 是 不 增 的 ; 
(vii) f X à. | 
TERA ”根据 (22) 中 刻画 c.m. 函数 的 算 子 D, 是 线性 的 这 一 事实 可 知 (i) 和 
(ii) 成立. (ii) 即 为 (22) 式 , 对 (22) 分 别 应 用 算 子 Da MT 并 注意 到 这 些 算 子 和 
D, 交换 得 到 (iv) 和 (v). 对 (22) 应 用 下 并 注意 到 
Hp Da = Dav-1 Ab, 
得 到 (vi). 在 (22) RAR — 1 得 到 (vii), Mn = 2 得 到 (viii). D 


W x AHR, 上 所 有 的 实 值 函数 构成 的 空间 , 取 K 为 所 有 正规 化 的 cm. K 
数 构成 的 子 集 , 这 里 正规 化 是 指 
f(0) =1. (24) 
由 引 理 4 的 (i) 和 (iii), K 是 凸 集 . 
引 理 5 K 的 极 值 点 为 


e,(t)=e*, 0€ A « oo, (25a) 
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= Do (25b) 
证 明 “由 引 理 4 的 (i) 和 (vit), 每 个 cm. 函数 是 非 负 的 和 不 增 的 . 由 (24), K 


中 每 个 f 满足 


0< f(t) € 1. (26) 
设 e 是 K 的 一 个 极 值 点 , 则 特别 地 ， 
0<e(t) <1. (26’) 
假设 对 所 有 的 a > 0, 不 等 式 严 格 成 立 : 
0 < e(a) < 1. (26 ) 
我 们 定义 两 个 辅助 函数 如 下 : 
_ e(t) — e(t +a) 
f(t) m 1 = e(a) E 
g(t) = Eo (27) 
由 引 理 4 的 (iii). (iv) 和 (v) 以 及 (26 ), f A g 属于 K. ER, 
e = (1 — e(a))f + e(a)g. (27^) 


根据 第 13 章 中 极 值 点 的 定义 , 由 (27), f 8g =e. 特别 地 , 由 (27) 这 意味 着 
对 所 有 的 上 和 a, 
e(t)e(a) = e(t +a). (28) 
这 个 方程 的 所 有 连续 解 都 是 指数 函数 . 由 引 理 4 的 (viii), KRETA f 
是 凸 的 , 从 而 当 上 > 0 时 是 连续 的 . 我 们 断定 
e(t) = e^. 
由 引 理 4 的 (vii), 入 > 0. 
对 a > 0, (26 ) 不 成 立 的 情形 容易 处 理 . 当 e(a) = 1 时 , e = eo; 4 e(a) = 0 时 
€ = Ego. 口 
下 面 我 们 在 函数 空间 X 上 引入 使 得 所 有 线性 泛 函 
ti(f)= f(t), 0«t (29) 
都 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 此 拓扑 是 乘积 拓扑 


ro. 


O<t 


根据 (26), K 中 函数 f 的 值 介 于 0 与 1 之 间 . HK È 


[1(o;,1 


O<t 


的 子 集 , 且 根 据 Tychonov 定理 ， U (0, 1] 是 紧 的 . 因此 要 证 K 是 紧 的 , 只 需 证 明 K 
st 
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是 闭 的 . 但 是 这 容易 证 明 ; 对 固定 的 a; At, 满足 (22) 的 函数 f 构成 的 集合 明显 
是 闭 的 . 作为 这 些 集合 对 所 有 的 a; 和 t > 0 的 交集 , K 也 是 闭 的 . 
我 们 在 引 理 5 中 证 明了 K 的 极 值 点 都 包含 在 由 (25a) 和 (250) 定义 的 集合 
(es: 0 < 入 < co} "P. 容易 证 明 , 集合 (e) 是 闭 的 从 而 包含 了 极 值 点 集合 的 闭 包 ， 
现在 我 们 应 用 第 13 章 定理 5 FR (10). 当 e 由 (25) AH, £ 由 (29) 给 出 时 ， 
此 公式 恰 是 我 们 所 需要 的 表示 式 (23). 口 


定理 6 

(i) 每 个 完全 单调 函数 是 C™ 的 ; 

(ii) 表示 式 (23) 是 唯一 的 ; 

(ii) 由 (25a) 定义 的 每 个 ex(0 < 入 < oo) 是 五 的 极 值 点 . 

WA ”由 于 测度 m > 0 B m(R,) < oo, 我 们 可 以 在 (23) 式 中 在 积分 号 下 对 + 
微分 ; 这 证 明了 (i). 

对 (ii), 假设 K PR f 有 两 个 不 同 的 表示 . 相 减 得 到 

Í e *tdu(A) = 0, 
0 
其 中 wv ER 上 全 质量 有 限 的 带 号 测度 . 函数 
FO= | edv) 
0 


在 右 半 平面 RC > 0 内 是 连续 的 解析 函数 且 在 实数 轴 C = € 上 为 0， 由 此 可 知 
F(¢) = 0, 特别 地 ， 
对 所 有 的 实数 7, Flir)=0. 

F(ir) 是 测度 dv 的 Fourier 变换 . 根据 Fourier 变换 的 唯一 性 , 我 们 断定 dv = 0, 这 
意味 着 f 不 存在 形 如 (23) 的 两 个 不 同 的 表示 . 

对 (iii), HF K 是 紧 的 , 根据 Krein-Milman 定理 , K 至 少 有 一 个 极 值 点 . 由 引 
H 5, 极 值 点 必定 是 形 如 由 (25) 给 出 的 ex. 这 些 极 值 点 必定 真 包含 eo 和 eo, 因为 
eo 和 eo 的 凸 组 合 不 包含 整个 K. WFE ex(^ 70,00) 是 K 的 极 值 点 . 根据 引 理 
4 的 (vi), ATF Hy, 把 KK BRE K 中 ; 由 于 是 一 对 一 的 线性 映射 , Hy, 把 K 中 极 值 点 
映 为 K 中 极 值 点 . WE e 是 极 值 点 ， 

Hyexy = exp, b>0 


也 是 极 值 点 . 这 完成 了 定理 6fiii) 的 证 明 . g 


我 们 注意 到 与 Bernstein 定理 类 似 的 结果 在 n 维 空间 上 也 成 立 ， 即 对 定义 在 
R^ 上 的 函数 也 成 立 . 对 Zo 上 的 函数 , 类 似 的 结果 也 成 立 . 
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14.4 Carathéodory 和 Bochner 定理 
EN ik {an} 是 一 个 针对 称 的 二 重 无 限 的 复数 列 ; 


Gn = Qn. (30) 
如 果 对 任意 有 限 个 复数 加 (-N € n < N), 
3 an-kgng > 0, (31) 
n,k 


则 称 {an} 是 正定 的 . 
下 面 的 结果 由 Toeplitz, Carathéodory 和 Herglotz FH. 
定理 7 每 个 正定 序列 都 可 以 唯一 的 表示 为 
an 一 ei”? dm(8), (32) 


_n 


ik € m X S! 上 一 个 非 负 的 测度 . 反之 , 每 一 个 形 如 (32) 的 序列 都 是 正定 的 . 
证 明 ”首先 我 们 证 明 形 如 (32) 的 每 个 序列 都 是 正定 的 . 将 (31) 式 左 端的 an 


替换 为 (32): | E EE 
2 (/ RM) tnd | Setter iuam 


n,k 
= n» ED, e 95. )dm 
n k 


= f |X 7e"6, dm, 
显然 上 式 是 非 负 的 . 
下 面 证 明定 理 的 直接 部 分 . 我 们 断言 : WR {an} 是 一 个 正定 的 序列 , 则 
对 所 有 的 整数 m, Jam! < ao (33) 
为 此 , 设 do =1,¢m=¢% 且 其 他 的 Øn =0. 代入 (31) X, 由 (30) 式 可 知 , 对 所 有 的 
复数 o, 
ao + Om + md + ag|ó|? > 0. 


这 证 明了 (33). 
根据 广义 函数 理论 , 由 (33) 可 知 存在 Fourier 系数 为 a,, 的 广义 函数 a: 
an 一 f ei”? add. (34) 
g 
对 任意 的 Cee 函数 v, 
/ wadé = S Vain (34’) 


这 里 uy 是 v 的 Fourier 系数 . 由 (33), 上 式 右 端 收敛 . 我 们 断定 a 是 非 负 的 . 为 
此 , 取 次 数 为 N 的 任意 三 角 多 项 式 an, 
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N 
gn (0) = >> pne”? 
-N 
则 lan (0)? = En k Pn Geer". 在 (34’) HE v = lan |?. 根据 (31), 


falan (9)| "dg = >: An-kÖn Or 2 0. (35) 


设 q(0) 是 S! 上 的 任意 Coo. 函数 ; 用 经 典 的 方法 容易 证 明 : 在 Cx 拓扑 下 , g 可 以 
用 三 角 多 项 式 (qu) 来 逼近 . 根据 广义 函数 的 定义 , 对 所 有 的 Cx 函数 q, SN 起 
T oo 时 , (35) BF 


/ la(6)/*ad6 > 0. (36) 
设 p(9) 是 S! 上 任意 正 的 Ce。 函数 , U 
q(0) = V/p(A) 
是 一 个 Ce 函数 ; 因此 (36) 意味 着 对 任意 正 的 Ce 函数 p, 
f p(8)ad6 > 0. (37) 


具有 此 性 质 的 广义 函数 a 称 为 是 非 负 的 . 根据 广义 函数 理论 中 的 一 个 经 典 结 
果 (参看 附录 B), 每 个 非 负 的 广义 函数 是 一 个 非 负 的 测度 . 于 是 add = dm HAH 
(34) 就 是 要 证 的 公式 (32). 口 


定理 7 可 以 延 拓 到 定义 在 Z^(k 是 任意 正 整数 ) 上 的 函数 a; 证 明 是 完全 相同 
的 . 
注 记 Carathéodory 的 原始 证 明 利用 了 他 关于 有 限 维 空间 中 凸 集 的 定理 . 在 14.6 
节 中 我 们 将 会 利用 正 调和 函数 的 理论 给 出 男 一 个 证 明 . 


习题 3 H P dem PUR H 
ag = 1 (38) 
正规 化 的 正定 序列 构成 的 集合 . 
(a) 证 明 P 是 所 有 有 界 序列 构成 的 空间 £09. 的 一 个 凸 子 集 . 证 明 在 乘积 拓扑 下 
PEUC 的 紧 子 集 . 
(b) 证 明 已 的 极 值 点 形 如 
py metr, (39) 
并 利用 第 13 章 定 理 4 推出 表示 式 (32). 
Carathéodory 定理 的 一 个 重要 推广 由 Bochner 得 出 


定义 Bals) 是 R 上 一 个 斜 对 称 的 复数 值 连续 函数 : 
a(—s) = als). (40) 
如 果 对 R 中 任意 的 $1,°°*,3N 和 所 有 复数 Q1, ỌN, 
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X a(s; — sx)ójd > 0, (41) 
WK als) 是 正定 的 . 
习题 4 证 明 条 件 (41) 等 价 于 对 所 有 具有 紧 支 撑 的 复数 值 连续 函数 o, 


[fe — t)(s)o(t)dsdt > 0. (41’) 
定理 8 ”每 个 连续 的 正定 函数 a 都 可 以 唯一 的 表示 为 
a(s) = f m». (42) 


这 里 m 是 腿 上 一 个 非 负 的 测度 , mR) < oo. RZ, Wto (42) HA—-P BRPAE 
定 的 . 

证 阴 ”我 们 首先 证 明 形 如 (42) 的 每 个 函数 都 是 正定 的 . 把 (42) 代入 (41) 左 
端 得 到 


J | fer? oosodsdtdm(e) = | étant), 


这 里 由 是 $ 的 Fourier 变换 . 显然 , 上 式 右 端 是 非 负 的 . 
为 了 构造 与 给 定 的 正定 函数 对 应 的 测度 m, 我 们 采用 的 方法 和 离散 的 情形 一 
样 . 与 (33) 类 似 , 由 (41) 式 我 们 可 以 推出 
la(s)| < a(0). (43) 
根据 附录 B.5 节 , 对 任意 的 上 , 当 |s| — oo RT, 各 阶 导 数 87(n = 0,1,…) 趋 于 0 的 
速度 都 比 |s|-* 快 的 函数 f 构成 的 集合 是 函数 的 Schwartz KS. S 是 S 的 对 偶 ， 
其 中 的 元 素 称 为 测试 函数 . 根据 (43), 函数 a BAAN; 因此 它 属于 S". 从 而 a 的 
Fourier X% b 也 属于 S". 对 S 中 任意 的 f, Parseval 关系 
f bfdo = ‘| afds (44) 
成 立 , 这 里 f 是 f Fourier BR. 


根据 习题 4, (41) 对 所 有 具有 紧 支 撑 的 Ce 函数 o 都 成 立 . 在 (41) 中 引入 新 
变量 s 使 得 s—t—r: 


Jj f a(r)¢(s)¢(s — r)dsdr > 0. (45) 
用 f 表示 卷 积 : 
J 996 -rds = fo); (46) 
f HT C 且 具 有 紧 支 撑 , 并 且 (45) 可 以 写 为 
a(r) fdr > 0. (45/) 


H v Xn ó 的 Fourier 变换 ; 对 (46) 式 取 Fourier 变换 给 出 
Iv(e)!? = flo). (46^) 
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公式 (44) 用 b 和 f 表示 了 (45^) 的 左 端 ; 利用 表示 f 的 公式 (46), 我 们 得 到 
J b(o)|v(o)|^de > 0. (45 ) 
设 plo) 是 上 具有 紧 支 撑 的 任意 的 非 负 CO 函数 , Wy =p? 也 是 具有 紧 
支撑 的 Cee 函数 , 从 而 属于 S. 把 w? =p 代入 (45 ), 对 具有 紧 支 撑 的 非 负 C” R 
数 , 我 们 得 到 
f ode. 
这 样 的 广义 函数 b 称 为 是 非 负 的 ， 根据 附录 B 定理 13, b 是 一 个 非 负 测度 : 
b(o)do = dm. 
我 们 断定 m 的 全 质量 是 有 限 的 : 
] -j b(c)do < oo. (47) 
A 9 是 任意 的 具有 紧 支 撑 且 在 [-1,1] 上 等 于 1 的 非 负 Co BM LM gn(o) = 
g(o/n). FA f KR g 的 Fourier 3, 则 gn 的 Fourier WH fn(s) = nf(ns). 把 fn fX 


A (44): 
/ bo)g (2 Jao = J a(s)nf(ns)ds. (48) 
测度 b 和 函数 9 都 是 非 负 的 , AW jol <1, g(o) = 1. 因此 (48) 式 左 端 大 于 
/ i Wade. (48°) 


另 一 方面 , 根据 (43), la(s)| < a(0). 因此 (48) 式 右 端 小 于 
a(0) | nif(ns)ids = a(0) /yo)las 
一 个 与 n 无 关 的 数 . 这 证 明了 积分 (48') 对 所 有 的 n AARI, 从 而 (47) R. 
a (47), als) 可 以 如 (42) 中 断言 的 那样 , 逐 点 地 表示 为 5 的 Fourier BH: 对 
a(s) = feam. 
形 如 (42) 的 表示 的 唯一 性 由 Fourier 变换 的 唯一 性 可 知 . 口 


用 P 表示 所 有 由 a(0) = 1 正规 化 的 正定 函数 a 构成 的 集合 . 由 定理 8 知己 的 
极 值 点 是 指数 函数 eics(c ERW. 故 (42) 可 以 看 作 是 正定 函数 的 Choquet HH 
IR. 

定理 8 可 以 很 容易 地 延 拓 到 n 维 的 情形 ; 参看 Rudin 的 书 《 群 上 的 Fourier 分 
Nx». 

Laurent Schwartz 给 出 了 Bochner 定理 的 如 下 推广 . 
EX Bals) 是 及 上 的 斜 对 称 的 复数 值 测 试 函数 . 如 果 对 所 有 的 Coo 函数 o, 
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f a(s — t)é(s)ó(t)dsdt > 0, 


则 称 a(s) 是 正定 的 . 
定理 8' 每 个 正定 的 测试 函数 是 类 S 中 一 个 非 负 测度 的 Fourier 变换. 
Schwartz 把 他 的 定理 延 拓 到 了 m" 的 情形 . 


14.5 Krein 的 一 个 定理 


定义 ” 设 p 是 定义 在 及 上 的 一 个 实 值 连续 偶 函 数 : 
p(—t) = p(t). 
如 果 对 R 上 所 有 实 值 、 连 续 、 具 有 紧 支 撑 的 偶 函 数 o, WA 
J [pt -Hets)owasat > 0, (49) 
则 称 p 是 偶 正 定 的 . 
显然 , 每 个 形 如 (42) 的 偶 函 数 具 有 此 性 质 . 这 些 函 数 可 以 写 为 
p(s) = B cososdm(o), dm 2 O0. 
但 是 这 不 是 所 有 的 偶 正 定 函 数 . 对 所 有 的 实数 和 所 有 的 偶 的 、 具 有 紧 支 撑 的 实 
值 连续 函数 $, 
[oe — t)ó(s)ó(t)dsdt = [ 99s f oca. 
这 证 明了 coshAs 是 偶 正 定 的 . 于 是 
p(s) = f coshasan(2) 
也 是 侦 正 定 的 , 这 里 n 是 使 得 积分 对 所 有 的 s 都 收敛 的 任意 非 负 测度 . 
类 似 地 , R 上 的 一 个 实数 值 的 偶 函 数 称 为 是 奇 正定 的 ,如果 (49) 对 所 有 的 实数 
值 的 、 连 续 的 奇 函 数 o 均 成 立 . 这 样 的 函数 有 —coshrs UKENE. 
M. G. Krein 证 明了 下 面 的 结果 . 
定理 9 R 上 的 每 个 实 值 、 偶 、 连 续 的 偶 正定 函数 函数 p 都 可 以 唯一 的 表示 为 
p(s) =f cosesdm(o) + | coshAsdn(A), 
0 0 
ik €, m fon 是 非 负 测度 . 类 似 地 , 每 个 奇 正定 函数 可 以 表示 为 
a(s)= | cosesdm(s) — | coshAsdn(A). 
由 此 容易 推出 以 下 定理 
EH 9' 用书 表示 所 有 由 p(0) — 1 正规 化 的 偶 正 定 函 数 构 成 的 集合 , DWP 是 一 
NER, 其 极 值 点 是 


cosos, 0 2 0 和 coshAs, A>0. 
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证 明 见 参考 文献 Krein. 


14.6 ” 正 调 和 函数 


在 11.6 节 , 我 们 证 明了 在 单位 圆 盘 上 定义 的 正 调 和 函数 h 可 以 通过 Poisson 
公式 唯一 的 表示 为 
] 一 7 
h(re'X) = J lcu map (50) 
这 里 m 是 一 个 非 负 测度 . 
容易 验证 , 对 r< 1, Poisson 核 有 下 面 的 Fourier RF: 


— 2 = 
l-r = Y rl^, (51) 
一 Do 


1 — 2rcosA 十 72 
代入 (50) 得 到 h AY Fourier 展开 : 
h(reix) = 3 ture, (52) 
这 里 
be = f 9 tmo. (52°) 
我 们 下 面 证 明 如 何 由 (50) 推出 定理 7 Carathéodory 定理 ; 这 个 证 明 由 


Herglotz 得 出 . X {an} 是 在 (31) 式 意 义 下 正定 的 序列 .由 (33) 知 , 序列 {an} 
是 有 界 的 . 因此 级 数 


k(re'X) = Dee Mx (53) 


33 rcd NES 4r<1-6N Sfc t. BR k 是 cy 的 调和 函数 , 这 里 
Zr 十 iy = reix 属于 单位 圆 盘 . 我 们 断定 EER. 为 此 , 我 们 在 (31) RAMSAR 
变量 n — k= 4. 我 们 得 到 


2a 2 nbn. ia (53') 
我 们 想 选取 (04) 使 得 对 所 有 £ 以 及 r « 1, LEN x, 有 
>> Onne = rifle’. (54) 
为 满足 (54), 我 们 在 (54) Am et 并 对 RA. 我 们 得 到 
> tne t ^ rltleit(x—0) (54’) 
é n £ 


上 式 左 端 可 以 写 为 


CAD : ale 
> pne nO a bP grerine| . 
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根据 (51), 上 式 右 端 是 正 的 Poisson 核 . 因此 我 们 可 以 取 


SY e in? _ ua her. ii (55) 
u 1 — 2rcos(x — 0) + 7? 


这 样 选取 的 {bn} 满足 (54^), 从 而 (54) 式 成 立 . 把 (54) 代入 (53) 说 明 当 ”~ < 1 时 
k(reiX) 是 正 的 . 

一 旦 证 明了 是 正 的 , 我 们 可 以 应 用 第 11 章 定理 6(Herglotz-Riesz 定理 ), 得 
到 上 大 的 形 如 (50) 的 一 个 表示 . 正如 上 面 所 证 明 AY, 这 又 给 出 了 大 的 Fourier 展开 式 


中 的 系数 a, 的 公式 (52^). 这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 公式 (32). 口 
AH 表示 开 单 位 圆 盘 上 的 实 值 调和 函数 构成 的 线性 空间 . 用 P 表示 由 
h(0) = 1 (56) 


正规 化 的 正 调 和 函数 h 构成 的 子 集 ， 显然 , P Æ HELTE. 与 我 们 在 本 章 前 面 

的 证 明 一 样 , 根据 表示 (50) 中 测度 的 唯一 性 , P 的 所 有 极 值 点 形 如 
1 一 7 

1-2r(x -0)+r2' 

这 证 明了 正 调和 函数 的 Herglotz-Riesz 表示 是 一 个 Choquet 型 表示 . 


习题 5 设 及 上 的 拓扑 是 使 得 所 有 线性 泛 函 

h—h(z), |z|<1 (58) 
连续 的 最 弱 的 拓扑. ENLIERIMDER PERBERNTARN, (提示 : 利用 正 调 
和 函数 的 Harnack 定理 ). 


€g = (57) 


14.7 Hamburger 76/5) 
设 ao,al,…… ,an 是 一 列 实数 . 如 果 对 任意 有 限 个 实数 Eln = 0,1,---,N), 
都 有 
do an+kEntk > 0, (59) 
n,k 


则 称 实数 列 ao, ai,… 在 Hankel] 意 义 下 是 正 的 (五 IER). 
设 兽 是 及 上 的 各 阶 矩 都 有 限 的 一 个 非 负 测 度 : 


[ fano «oo n=0,1,2,--:. (60) 
R 
定义 
ae = | tamti), €=0,1,---. (61) 
R 
由 于 
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2 
n+kenkk = te E dm(t) = t"E, ) dm(t) 2 0, (62) 
Ze nnt f > : J [三 ) 


序列 {ac} 是 H 正 的 . 相反 地 , Hamburger 证 明了 以 下 定理 . 
定理 10 AH EHEJ] {an} 都 可 以 表示 成 (61) 的 形式 . 
此 定理 的 证 明 见 第 33 章 . 一 个 有 趣 的 事实 是 既 存在 只 有 一 种 形 如 (61) 的 表示 
的 H 正 序列 , 也 存在 有 多 种 不 同 表示 的 H 正 序 列 . 在 关于 自 伴 算 子 的 第 33 章 中 
会 解释 这 种 现象 . 
用 Ho 表示 所 有 由 ao = 1 正规 化 的 H 正 的 序列 . 由 定理 10, Ho 的 每 个 极 值 
点 e JE n 
ex(t) -t*, keZ, té S (63) 
不 难 证 明 相 反 的 结论 , 每 个 形 如 (63) 的 序列 erlt) 是 Ho 的 极 值 点 . 故 (61) 是 集合 
Ho 的 一 个 Choquet 型 表示 . 
下 面 是 一 个 Hankel 正 序列 的 例子 . 
在 (61) 中 取 
dm(t P=). Cte 16> D, 
T: g { 0, 其 他 ， (64) 
则 


1 
a= tt "di = -——. 
f £46 


于 是 对 所 有 的 实数 én, 


Enék 
De EY. (65) 


我 们 注意 到 定理 10 在 多 于 一 个 变量 的 情形 时 不 成 立 , 
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定义 如 果 n xn 矩阵 S = (aij) 满足 
(i) S 的 所 有 表 值 都 是 非 负 的 , BD 
Sij 2 0. (66) 
(i) S 的 所 有 行 和 与 列 和 都 等 于 1, 对 所 有 的 i 和 j, 分 别 有 


> 99 =1, 9 =l, (66) 
3 i 


则 称 S 是 一 个 双 随 机 矩阵 . 显然 , 所 有 的 双 随 机 矩阵 构成 的 集合 D 是 R^" 中 的 一 
TER. 
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n 个 对 象 的 一 个 置换 p 是 从 {1,2,…,n} 到 自身 上 的 一 对 一 的 映射 . 对 应 的 置 
HRP 定义 为 
wu io 


0, jz p(t). 
显然 , 置换 矩阵 P 的 每 行 和 每 列 恰好 只 有 一 个 表 值 为 1, 其 余 的 表 值 全 为 0. 这 说 
明 P 是 双 随 机 的 , 即 P eD. 我 们 断言 每 个 P 都 是 集合 D 的 一 个 极 值 点 . A, 
假设 P 是 一 个 区 间 的 中 点 , 此 区 间 的 两 个 端点 
P+Q 
HAF D. BA, 由 (66) 4l, 车 pi; = 0, 则 gi; = 0; H (66) M, 2$ pij = 1, W 
qi; — 0. AF P 的 表 值 或 为 1 RA 0, 故 Q = 0. 这 证 明了 P AREA. 
相反 地 , D. König 和 G. Birkhoff 证 明了 DD 的 所 有 极 值 点 都 是 置换 矩阵 P. 
习题 6 证 明 Konig-Birkhoff 定理 . 
根据 Carathédory 定理 , 所 有 的 双 随 机 矩阵 是 置换 矩阵 的 凸 组合 . 但 是 表示 一 
般 不 是 唯一 的 . 
定义 ”如 果 一 个 nxn 矩阵 S = (a) 分 别 对 所 有 的 i 和 ; 满足 
(i) S 的 所 有 表 值 是 非 负 的 , BD 


Sij 2 0. (67) 

(i) S 的 所 有 行 和 与 列 和 都 不 大 于 1, BD 
X si <1, S suy <1 (67^) 

了 i 


则 称 S 是 双 次 随机 和 矩阵. 

我 们 用 Do 表示 所 有 的 双 次 随机 矩阵 构成 的 集合 . BAR, Do 是 包含 D 的 一 个 
HR. 如 果 和 矩阵 Po 的 表 值 全 部 为 0 或 1, 且 每 行 和 每 列 至 多 只 有 一 个 表 值 为 1, W 
BK Po 是 一 个 次 置换 矩阵 . 每 个 Po 属于 Do LEERD P 是 D 的 极 值 点 的 证 明 
可 以 用 来 证 明 每 个 Po 都 是 Do 的 极 值 点 . 相反 地 , 有 以 下 结论 . 


习题 7 证 明 Do 的 每 个 极 值 点 都 是 一 个 次 置换 矩阵 Po. 


现在 考虑 无 穷 矩 阵 S = (Sy), ij € Zy 与 n xn 的 情形 类 似 , 可 以 给 出 双 随 
机 、 双 次 随机 、 置 换 和 次 置换 矩阵 的 定义 . AX 表示 表 值 是 实数 且 行 与 列 均 有 一 
HAR HI 2: 范 数 : 


sup >> [sij] < oo, sup y |sij| < oo (68) 
Zur 了 i 


的 矩阵 S 构成 的 线性 空间 . 
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我 们 首先 讨论 双 次 随机 矩阵, 设 X 的 拓扑 是 使 得 把 矩阵 S 映 为 它 的 第 ij 个 

4 HS E TET PR 
bij(S) = Sij (69) 

都 连续 的 最 弱 的 拓扑 . 

由 第 13 章 习 题 3, EX 上 连续 的 线性 泛 函 都 是 bi; 的 有 限 线性 组 合 . 
定理 11 

(i) 由 所 有 双 次 随机 短 阵 构成 的 凸 集 Do 的 极 值 点 是 所 有 次 置换 算 阵 构成 的 

集合 {Po}. 

(ii) Do 在 由 泛 了 (69) 引入 的 拓扑 下 是 {Po} HAAG. 

证 明 ”我 们 首先 证 明 (ii) 成 立 . 若 不 是 这 样 , 则 存在 双 次 随机 矩阵 Z 不 属于 
Po 的 凸 闭 包 . 根据 第 13 章 定理 2', 存在 连续 线性 泛 函 上 使 得 


(Z) > c, (70) 
但 是 对 {Po} 的 闭 凸 包 中 的 所 有 T, 

(T) € c. (71) 
特别 地 , 我 们 可 以 取 T 是 任意 的 次 置换 矩阵 Po: 

(Po) & c. (71^) 


在 使 得 (69) 中 的 泛 函 fi; 连续 的 最 弱 的 拓扑 下 , 连续 线性 泛 函 2 是 4;; 的 有 限 线性 
组 合 : 
b= 》 buy. (72) 
用 S, 表示 由 次 随机 和 矩阵 S 到 它 的 前 n fT IBI n 列 的 交 构 成 的 n x n 和 矩阵 的 投 
E. BRS, 是 一 个 nx n MORSE. 于 是 由 (69) 和 (72), 对 任意 的 S, 
(S) = &(S,,). (73) 
用 Z, 表示 Z 的 投影 . 在 前 面 我 们 注意 到 双 次 随机 n x n 和 矩阵 构成 的 集合 的 极 值 
点 是 nxn 次 置换 和 矩阵, 由 Carathéodory 定理 可 知 , 紧 凸 集 上 的 连续 线性 泛 函 在 它 
的 一 个 极 值 点 上 达到 最 大 值 . 我 们 有 
Zn) < supt(Pn), (74) 
这 里 P, 是 一 个 nxn 次 置换 矩阵 . 这 样 的 P 是 一 个 只 有 前 n 行 和 前 n 列 的 元 
素 非 零 的 无 穷 阶 的 次 置换 矩阵 Po 的 投影 . 根据 (73), 
(Pa) =&(Po) H e(Z,) = EZ). (75) 
结合 (74) 和 (75), 我 们 得 到 
&(Z)< sup (Po). 
ERS (71) 式 一 起 说 明 (70) 式 不 可 能 成 立 . 因此 Do 中 的 每 个 Z 属于 {Po} 的 
凸 包 的 闭 . 
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相反 地 , 为 了 证 明 {Po} 的 凸 闭 包 中 的 点 属于 Do, 我 们 把 判断 属于 Do 的 准则 
(67) 和 (67^) 重新 写 为 : 对 所 有 的 正 整 数 mw， 


£;;(S) 2 0, (76) 
$ lij(S) <1, $ 64(S) « 1. (76^) 
j«n i<n 


根据 拓扑 的 定义 , ER (76) 和 (76) 是 连续 的 , 且 由 于 这 些 不 等 式 在 {Po} 的 
凸 包 上 面 成 立 , 故 在 {Po} 的 闭 凸 包 上 也 成 立 . 这 完成 了 (ii) 的 证 明 . 
(i) 的 证 明基 于 第 13 章 定理 6: 此 定理 说 明 若 SA S 的 凸 闭 包 都 是 紧 的 , 则 
S 的 凸 闭 包 的 极 值 点 都 在 SP. 为 了 对 S= {Po} 应 用 此 定理 , 我 们 必须 验证 Do 
和 {Po} 是 紧 集 . 为 此 , 注意 到 我 们 引入 的 拓扑 是 乘积 拓扑: 
| [ s- 
Do 中 元 素 S 的 表 值 在 [0, 1] FP, 故 Do Æ 
Hio. 0 
的 子 集 . 根据 Tychonov 定理 , 这 是 一 个 紧 集 . RNE (ii) 中 已 经 证 明了 Do EM 
集 ; 作为 紧 集 的 闭 子 集 , Do ERK. 
类 似 地 , 为 证 (Po) ERK, 只 需 证 明 这 个 集合 是 闭 的 . 矩阵 Po 由 不 等 式 (76’) 
和 
£;;(S) € (0, 1} 
刻画 . 这 些 集合 都 是 闭 的 , 因此 它们 的 交 {Po} 也 是 闭 的 . 
现在 我 们 应 用 第 13 HEHE 6. 此 定理 说 明 对 紧 集 (Po), FRAGA Do 也 是 
紧 的 , UAE Do 的 极 值 点 也 属于 紧 集 (Po). 这 完成 了 定理 11() 的 证 明 . o 
定理 12 
(i) 双 随 机 无 穷 矩 阵 构成 的 集合 D 的 每 个 极 值 点 都 是 一 个 置换 矩阵 P. 
(ii) 3& Li; 由 (69) 定义 且 
£;(S) = >34: (S) 一 $55; 
j i 
BAER Lij li 和 D 连续 的 最 弱 的 拓扑 下 ,万 LIA AE BE PEL X 
的 集合 (P) HBAS. 
证 明 (i) 我 们 首先 证 明 D 是 Do 的 一 个 极 子 集 . 假设 
S=aT+bR, TM RAF Do, a+b=1, 0<a,0<b. 
写 出 两 边 的 行 和 与 列 和 : 


S si =a) ty tb rij, $ sig = a> tij Lb rij. 
j 了 了 t t i 
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由 于 S 属于 D, 因此 左 端的 和 为 1; X Bi T T ARF Do, 故 右 端 的 和 不 大 于 1. 
由 于 两 端 相等 , 右 端的 两 个 和 必须 等 于 1. RR TM RAT D, Am D Æ Do 
的 极 子 集 . 

在 第 1 BER 7 中 我 们 注意 到 凸 集 的 极 子 集 具有 传递 性 . KD NRA E 
是 Do 的 一 个 极 值 点 . 根据 定理 11(ii), Do 的 所 有 极 值 点 都 是 次 置换 矩阵 Po, 因此 
E = Py. 由 于 五 属于 万 , 故 瑟 不 是 一 个 次 置换 矩阵 而 是 一 个 真 的 置换 矩阵 P. 

这 完成 了 定理 12(i) 的 证 明 ; (i) 可 以 按照 定理 11(ii) 的 思路 给 出 证 明 . 注意 到 
因为 D 不 是 闭 的 , 从 而 不 是 紧 的 , 故 (ii) 不 能 应 用 Krein-Milman 定理 证 明 . 

Garrett Birkhof 猜测 定理 12 是 正确 的 . 上 述 定理 及 其 证 明 由 Kiefer 和 Kendall 
得 出 ; 具体 可 参考 D. G. Kendall. 口 


14.9 De Finetti 定理 


在 概率 论 中 , 我 们 考虑 一 个 样本 空间 Q, 其 上 有 一 个 给 定 的 RD. 六 中 
的 集合 表示 了 所 有 可 能 发 生 的 事件 ; 》 上 的 概率 测度 表示 了 事件 发 生 的 可 能 性 . 事 
件 发 生 的 无 穷 序 列表 示 为 直 积 ZxO. Z x Q 中 的 事件 形成 了 包含 所 有 柱 面 集 的 最 
小 的 c 代数 , 柱 面 集 是 形 如 积 集 JE; 的 集合 , RHE; 属于 o 代数 》 且 除 了 有 
限 个 E; 外, 其余 的 都 是 全 空间 Q. 

Z x 0 的 柱 面 集 上 的 概率 测度 m 称 为 置换 不 变 的 , 如 果 对 所 有 的 柱 面 集 ， 

m(]]&;) = mq £go: 

这 里 j 一 p(j) 是 指标 的 一 个 置换 , 满足 除了 有 限 个 j 外 均 有 p(j) = j. 

Z x 9 上 的 置换 不 变 的 概率 测度 构成 的 集合 是 一 个 凸 集 , 这 里 测度 的 凸 组 合 的 
定义 是 平凡 的 . 

Q 的 o 代数 》 上 的 概率 测度 m SB T Z x 0 的 柱 面 集 上 的 乘积 测度 : 


m( TE) = [IDmco». 

由 于 除了 有 限 个 E; 外 其 余 的 E AO, 上 式 右 端 中 除了 有 限 个 数 外 全 为 1. € 
然 , HO 上 的 测度 m 诱导 出 的 Z x O 上 的 乘积 测度 是 置换 不 变 的 . 

De Finetti 证 明了 如 下 重要 结果 . 
定理 13 

(i) Z x 上 的 置换 不 变 的 概率 测度 构成 的 集合 的 极 值 点 是 来 积 测度 . 

(ii) Zx 人 上 的 置换 不 变 的 测度 可 以 唯一 地 表示 成 来 积 测度 上 的 一 个 积分 . 

显然 , 这 是 一 个 Choquet 型 结果 . 证 明 参 看 文献 de Finetti 或 任何 概率 论 的 高 
等 教程 . 
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14.10 保 测 映射 


在 本 节 中 , HE 表示 一 个 紧 度量 空间 , T 是 从 0 到 0 上 的 同 胚 . 可 以 证 明 : 在 
Q 的 Borel 子 集 构成 的 集合 上 至 少 存在 一 个 在 T 作用 下 不 变 的 概率 测度 . 这 种 测 
度 有 可 能 有 很 多 . 所 有 在 T 作用 下 不 变 的 概率 测度 构成 了 一 个 凸 集 . John Oxtoby 
的 下 述 结果 刻画 了 这 个 集合 的 结构 . 
定理 14 

(i) 在 人 作用 下 不 变 的 概率 测度 构成 的 凸 集 的 极 值 点 是 使 得 T 遍历 的 测度 . 

(ii) EAT 作用 不 变 的 测度 可 以 表示 成 遍历 测度 上 的 一 个 积分 . 这 个 表示 是 

唯一 的 . 

证 明 ”我们 给 出 (i) 的 证 明 大 概 . 首先 给 出 遍历 的 定义 : 一 个 映射 二 关于 上 

的 测度 m 是 遍历 的 , 如 果 Q 不 能 够 分 解 成 两 部 分 的 并 : 
2 =21 UN», 
其 中 0, 和 O5 的 测度 均 为 正 的 ， 
m(Q1)>0, m(Q2) > 0, 

HQ) Fl Q2 ET 作用 下 不 变 . 

下 面 假设 m 在 T 作用 下 不 变 但 T 关于 测度 m 不 是 遍历 的 . 此 时 存在 Q 的 
满足 上 述 性 质 的 分 解 . 定义 测度 m 和 mz DHA m TE Q AO. 上 的 限制 , 即 对 
任意 Borel 集 S, 


m(S) = oe. 
m2(S) = TS 


显然 , m 和 ma 是 概率 测度 , 且 它 们 在 T 作用 下 不 变 . m 是 它们 的 一 个 凸 组 合 : 
m = m(Nı)mı + m(N2)ma. 

HF mi 4 mo, 这 说 明 若 m 不 是 遍历 的 , 则 m PEREA. 

相反 地 , 我 们 证 明 如 果 m 不 是 极 值 点 , M m 不 是 遍历 的 . 假设 

m — am; -(1—a)mo9, 0<a<1, mı x ma. 
首先 考虑 m 关于 mo 绝对 连续 的 情形 . 根据 Radon-Nikodym 定理 ， 
m; = fm , f 非 负 且 属于 L'(ma). 

由 于 m 和 m YE T 下 都 是 不 变 的 , f 也 是 T 作用 不 变 的 . 由 于 m Am, f #1; 
因此 存在 正 数 c 使 得 集合 Qi = {wlf(w) > c) 和 Qo = {wlf(w) < c) HAER m 
测度 . 由 于 f 是 T REW, T E R A 0» 分 别 映 到 自身 上 . 

把 ml = fm; ÑA m = am; 十 (1 一 a)m2 得 到 
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m = [af +1- alma. 
由 此 Q 和 Q. 均 有 正 的 m 测度 ; 这 证 明了 TAT m 不 是 遍历 的 . 
当 mi 关于 m 不 是 遍历 时 的 证 明 同 样 简单 . 此 时 , 存在 集合 E, ma(E) = 0 但 
是 m (E) > 0. 用 s 表示 数 


s= sup mı(E). 
m2(E)-—0 


设 E, 是 一 个 最 大 化 序列 : 
„im mı(En) = 8, ma(En) = 0. 
用 F 表示 En 的 并 . BR, mı(F) = s, ma(F) = 0. 由 此 可 知 F ÆT 作用 不 变 的 ; 
若 不 这 样 , 则 集合 (FUTF) 的 mi WELE m(F) = s K, 但 是 其 m 测度 为 0, 这 与 
s 的 定义 矛盾 . 
我 们 断定 在 分 解 Q = FUF P, FA F BIER) m 测度 . 这 是 因为 , 利用 
m 是 m; 和 m HOA, 我 们 得 到 
m(F) > am,(F) = as 
和 
m(F°) 2 (1 — ayma(F*) = 1 — a. 
这 说 明 T 关于 m 不 是 遍历 的 . 
(ii) 的 证 明 参 考 Oxtoby 的 论文 . E 


Mid H. Hauptman 和 J. Karle 在 1986 年 获得 Nobel 物理 学 奖 时 , 他 们 关于 X 
射线 结晶 体 的 工作 的 关键 之 处 利用 了 Toeplitz 关于 正 测 度 的 Fourier 系数 的 刻画 
(32). 


历史 注 记 。 Dénes Kónig(1884—1944), Budapest 理工 大 学 教授 , 是 图 论 的 鼻祖 . 他 
阐述 了 许多 基本 的 概念 , 并 在 1936 年 写 了 图 论 的 第 一 本 书 . 他 利用 图 论 的 理论 给 
出 了 Birkoff-Konif 定理 的 证 明 . 伟大 的 匈牙利 图 论 学 派 是 他 留 给 后 人 的 财富 . 
Konig 负责 高 中 学 生 的 Eötvös 数学 竞赛 . 他 对 许多 有 潜力 的 青年 数学 家 , 包括 
本 书 的 作者 , 都 非常 和 议 并 给 予 他 们 很 多 支持 . 
当 德 国 军 队 在 1944 年 占领 匈牙利 并 扶植 匈牙利 纳粹 上 人 台 时 , König 意识 到 将 
会 发 生 什么 , 进而 跳 窗 自杀 . 
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第 15 章 ”有 界线 性 映射 


在 第 2 章 中 , 我 们 研究 了 从 一 个 线性 空间 到 另 一 个 线性 空间 的 线性 映射 M 的 
一 些 初步 性 质 . 在 这 里 , 我 们 对 线性 空间 和 线性 映射 构成 的 集合 赋 以 拓扑 结构 . 线 
性 映射 也 称 为 线性 算 子 或 线性 变换 . 


15.1 有 界 性 和 连续 性 


定义 BX MU 是 两 个 Banach 空间 . 如 果 线 性 映射 (实际 上 任意 映射 都 可 以 ) 
M:X—U 
把 收敛 序列 映 成 收敛 序列 , 即 
In ~ r 蕴含 Maz, Mr, (1) 
则 称 M 是 连续 的 . 这 里 的 收敛 分 别 是 指 在 X 和 U REIN FERN 
定义 WM:X-—U 是 从 Banach 空间 X 到 Banach Fa) U 的 线性 映射 . 如 果 
存在 常数 c, 使 得 Vz c X, 
|Mz| < clz|， (2) 
则 称 M 是 有 界 的 . 
定理 1 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 线性 映射 M: X 一 U 是 连续 的 ， 
当 且 仅 当 它 有 界 的 . 
证 明 ”容易 证 明 有 界线 性 映射 是 连续 的 , 甚至 是 Lipschitz 连续 的 . 
相反 地 , 若 M 不 是 有 界 的 , 由 (2) 知 , 对 常数 c = n, 存在 zn 使 得 (2) 不 成 立 : 
|Mz,,| > n|z;]. 
正规 化 zn 使 得 |jzn| = 1/Vn; tn RAF 0 但 是 Mz, PETF 0. 明显 地 , (1) PRZ, 
即 M 是 不 连续 的 . 口 


假设 M 作用 和 映 入 的 空间 X AU 只 是 赋 范 线性 空间 , 不 是 完备 的 , 并 假设 
M 在 (2) 意义 下 是 连续 的 , 则 根据 连续 性 , M 可 以 延 拓 为 从 X 的 完备 化 到 U 的 完 
备 化 的 一 个 有 界 映射 . 这 一 事实 简单 而 且 重 要 , 因为 大 多 数 有 意义 的 映射 都 是 用 上 
面 的 方式 构造 得 到 的 : 首先 在 一 个 不 完备 的 空间 上 定义 , 然后 再 延 拓 到 完备 化 空间 
上 去 . 由 光滑 函数 构成 的 空间 通常 都 是 不 完备 的 , 而 完备 的 空间 由 不 太 光 滑 的 函数 
甚至 是 一 点 也 不 光滑 的 函数 构成 . 


132 第 15 章 有 界线 性 映射 


”> -UL -一 


定义 设 M:X 一 U 是 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 有 界线 性 映射 . 其 
范 数 定义 为 


ae, (3) 
20 |z| 
ig IMI. 显然, 对 X 中 任意 的 z, (2) 对 c= |M] 成 立 ， 
iMz| < |Mllzl. (2') 


同样 ,MI 是 使 得 (2) 对 X 中 所 有 的 x 都 成 立 的 最 小 的 常数 c. (3) 式 的 一 个 有 用 
的 重新 描述 是 
|M| = ae | Mz]. (3°) 

定理 2 有 界线 性 映射 M 的 范 数 | M] 具有 下 述 性 质 : 

(i) FE, 对 任意 的 数 a( 实 数 或 复数 ), |aM| = lal MIT; 

(ii) 正 性 , MI 2 0, | M] =0 当 且 仅 当 MO; 

(iii) 次 可 加 性 , |M + K| < |M + | K]. 

WEAR ”人 性质 (i) 和 (ii) 是 明显 的 . 口 


习题 1 证 明 性 质 (ii). 


定义 ”从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 所 有 有 界线 性 映射 构成 的 集合 记 为 
£(X,U). 
定理 3. L(X,U) 在 范 数 (3) 下 是 一 个 Banach 空间 . 
证 明 ”定理 2 中 性 质 (i), (ii) 和 (iii) 说 明 LX, U) 在 范 数 (3) 下 是 一 个 赋 范 
线性 空间 . 余下 的 是 证 明 LX, U) 的 完备 性 . 
设 {Mn} 是 L(X,U) 中 的 一 个 Cauchy Fi: 
„im |M,, — M; | = 0. (4) 
由 (4) 知 , 对 X 中 任意 的 m, 
4 lim [Maz — Myxz| = 0. (4’) 
这 证 明了 {Max} Æ U 中 的 Cauchy 列 ; 由 于 U 是 完备 的 , 极限 lim Mz = u FE. 
我 们 定义 映射 MA Mz =u. 显然 , M 是 线性 的 . 根据 范 数 的 定义 ， 
|M,, — M| = sup |M,2 — Mz| = sup „im |M„z — Miz| < sup |Mn — My. 
|z|-1 |z|z1^-7*99 n« 
由 (4) 知 , |Mn — M| 一 0. L3 


当 线 性 映射 M: X — U 的 目标 空间 U 是 一 维 的 , 即 U 同 构 于 及 或 者 C 时 ， 
有 界线 性 映射 是 有 界线 性 泛 函 , LX, U) EX 的 对 偶 空间 X. 
我 们 回忆 第 2 章 中 引入 的 线性 映射 M: X — U 的 零 空间 Nm 的 概念 ; CH X 
中 被 MERA 0 的 所 有 点 z 构成 : 
Nm ={xEX: Mzr= 0}. (5) 
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定理 4 dE OX eU 是 赋 范 线性 空间 ,， M: X —U 是 一 个 有 界线 性 映射 . 
(i) M 的 零 空 间 Nm € X 的 闭 线性 子 空间 ; 
(ii) 当 被 看 作 映 射 
Mo : X/NM > U 
{x} 一 Mz 
at, M 是 一 对 一 的 , 有 界 的 且 | Mo| = M]. Mo 的 值 域 和 M 的 值 域 相同 . 

证 明 (i) Nm ÆU PRA (0) 在 x FRE. 由 于 {0} BARA M EE 
SEH), Nag 是 闭 的 . 

(ii) Æ zl — z2 € Nm, Dll] zı 和 zz Æ mod Nm 的 同一 个 等 价 类 内 . 根据 (5) 和 
线性 ，Mrzl = Mrz; 因此 映射 Mo 是 良 定义 的 . 在 第 5 TEREA X/N 中 的 范 数 
定义 为 

{z} = val aw ly]. (6) 
根据 第 5 章 定理 1, Nm 是 闭 的 , 从 而 Heh 是 X/Nm 上 的 范 数 . 利用 映射 的 范 数 
的 定义 (3) 和 一 些 显然 的 运算 , 我 们 有 
IMz| — IMz| |Mz| | M{x}| 

pee BL aoe B "(epo inf fu] {a}#0 Ife} 

设 X 和 是 赋 范 线性 空间 , 我 们 定义 有 界线 性 映射 M: X UHHH. > 4 
A U 的 对 偶 U 中 的 点 ; B 2 是 U 上 的 有 界线 性 泛 函 . 复合 (Mz) 是 线性 的 且 为 
r MA FZ: 


=|Mol. a 


(Mz) = €(z). (7) 
EREIZ BR E c X’ 线性 的 依赖 于 £: 
€ = Mt. (7) 
M:U' X RAR M 的 转 置 . 
有 界线 性 算 子 的 转 置 是 矩阵 转 置 在 无 穷 维 情形 下 的 推广 ; 它 是 一 个 有 广 泛 用 途 
的 概念 . 在 研究 和 应 用 转 置 时 , 为 方便 起 见 , 我 们 用 圆 括号 表示 线性 泛 函 的 作用 : 
£(u) = (u,£), E(x) = (2,8), 
iH ucU,£eU',zeX,£e X'. 在 此 记号 下 , 关系 式 (7) 和 (7) 可 以 重新 写 为 
(Mz,£) = (x, M'£). (8) 
在 第 8 章 中 (参看 定理 7), 赋 范 线性 空间 U 的 子 空间 R RFR 定义 为 
U' 中 在 R 上 限制 为 0 的 有 界线 性 泛 函 £ 构成 的 子 空间 . 类 似 地 , 对 X" 的 任意 子 
RS, 我 们 定义 S+ 是 由 X 中 被 5 的 任意 元 素 ¢ 作用 都 为 0 的 向 量 构成 的 集合 . 
DR, S+ 是 X 的 闭 线性 子 空间 . 转 置 的 基本 性 质 总 结 如 下 . 
定理 5 
(i) 有 界线 性 算 子 M 的 转 置 M 是 有 界 的 且 
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|M] = |M'|; (9) 
(ii) M 的 零 空间 是 M 的 值 域 的 零 化 子 ， 
Nw = Rm; (10) 
(iii) M 的 零 空 间 是 RM 的 值 域 的 零 化 子 ， 
Nm = Run; (11) 
(iv) (M+ N)' 2 M' 4 N'. 
证 明 对 M 应 用 (3°), 
|M'| = He |m]. (12) 
X' 中 & 的 范 数 定义 为 
el = a (x, £)]. (13) 
把 & = Mt 代入 (13) 并 结合 02), 利用 (8) 得 到 
|M'| = sup sup |(z, M’é)|= sup |(Mz, é)|. (12°) 
HI=1lzl=1 MI=1=|z| 
根据 第 8 章 定理 6, Vu c U, 
ul = mex Is jus (14) 
在 (12^) 右 端 我 们 首先 对 £ 取 最 大 值 . 应 用 (14) 以 及 u = Mz, 我 们 得 到 
|M'| = Pa | Mz |, 


根据 (3), 这 等 于 |M]; 这 证 明了 (9). 

为 证 明 (10), 我 们 注意 到 对 Ve € X, YE € Nm, (8) 式 右 端 为 0. 因此 左 端 也 为 
0; 这 证 明了 Nu C RG. 相反 地 , 若 £k M 的 值 域 上 作用 为 0, 则 对 每 个 x, (8) XX 
左 端 为 0. 因此 右 端 也 为 0, 这 只 能 是 Mt = 0, 由 此 证 明了 Nu > RG. 因此 (10) 
成 立 . 

为 证 (11), 我 们 注意 到 当 z 属于 M 的 零 空间 时 , (8) 式 左 端 为 0. 这 说 明了 
Nm 中 的 每 个 x 属于 上 = M't(vt e U^ 的 零 空 间 . 相反 地 , Be 属于 所 有 的 这 样 
的 的 零 空 间 , 则 (8) 右 端 对 U 中 的 所 有 £392 0. 于 是 左 端 也 为 0; 这 只 能 是 
Mz =u=0, Bl xz 属于 Nm. 这 证 明了 (11). 

(iv) 是 显然 的 . 口 


习题 2 设 X 和 U 是 Banach 空间 ,U 是 自 反 的 . 设 M:X >U 是 有 界线 性 映 
射 . E zn 是 关中 缮 收敛 到 工 的 序列 , 则 Men KKE Mz. 
习题 3 RIX X 的 恒 等 映 射 , 证 明了 是 X' 一 X' 的 恒 等 映 射 
在 Hilbert 空间 中 , 转 置 的 概念 替换 为 伴随 , 定义 与 (8) 类 似 并 记 为 星 号 : 
(Mz, y) = (z, My). 
对 矩阵 而 言 , FERRE RSC RE. 
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习题 4 证明 定理 5 对 伴随 运算 也 成 立 . 


15.2 ” 强 拓 扑 和 能 拓扑 


M X AU 的 线性 映射 的 范 数 定义 了 LX, U) 上 的 一 个 距离 拓扑 , 有 时 称 为 一 
致 拓扑 , 以 区 别 于 下 面 的 两 个 非常 有 用 而 且 重 要 的 拓扑 . 
EM C(X,U) 上 的 强 拓扑 是 使 得 从 c 到 U 的 所 有 形 如 M — Mr 的 线性 映射 
连续 的 最 弱 的 拓扑 , 这 里 z 是 X 中 任意 的 点 . 
定义 ”L(X,U) 上 的 弱 拓 扑 是 使 得 所 有 形 如 M — (Ma, £) 的 线性 泛 函 连续 的 最 
弱 的 拓扑 , 这 里 z 是 Xx FERN EU 中 任意 的 点 . 


习题 5 i X MU X Banach 空间 , Æ L(X,U') 上 定义 弱 * 拓扑 . 证 明 存在 一 个 
从 L(X,U') 到 LIU, X^) 的 自然 的 一 一 对 应 且 此 对 应 在 弱 * 拓扑 下 是 连续 的 . 
间 样 重要 的 是 对 应 的 序列 收敛 的 概念 . 


定义 X MU 是 Banach 空间 , (Ma) BX > U 的 一 列 有 界线 性 映射 . 如 果 对 
Vr E X, 
5 一 lim Mnr (15) 
都 存在 , 则 称 {Mn} 是 强 收敛 的 . 
如 果 对 Ve € X, 
w— lim Mnr (15°) 
都 存在 , ER {Mn} EBK. 
容易 证 明 并 留 作 习题 : 强 收敛 或 弱 收 敛 的 有 界线 性 映射 列 都 有 极限 M, 即 (15) 
和 (15^) 等 于 Mz. 我 们 把 这 些 关 系 分 别 记 为 s — lim Mn = M Ñ w — lim Mn = M. 


习题 6 WH: #w-limM,=M, U4 X BRA, w — lim M, = M'. (Rx: 利 
AB SEP eX; 参看 下 面 的 (18) X). 


这 样 的 结论 对 强 收敛 不 成 立 ; EC X AU 都 是 由 向 量 
x = (aitaz…)， |jell? = 5 laji? < oo 
构成 的 Hilbert 空间 2 (5828 6 3€). 定义 Mr X 
Manz = (an, 0,0,..:). 

容易 证 明 s - lim M, = 0. 由 于 @ 是 一 个 Hilbert Zi, 是 自 对 偶 的 ; W e = 
(b1,b2，,…); XX (Maz,£) = andi = (x, Mie) 说 明 ME = (0,…,b1,…). € 
然 , s — lim ML 不 存在 , 除非 bi = 0. 

这 些 概念 的 重要 性 在 于 有 意义 的 映射 经 常 是 (我 们 忍 不 住 说 通常 是 ) 逼近 映射 
列 的 一 致 极限 、 强 极限 或 弱 极 限 . 下 面 的 结果 既 平 凡 又 重要 , 而 且 一 直 在 被 使 用 . 
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定理 6 ik X fe U X Banach 空间 , Mn € X 一共 的 一 列 范 数 一 致 有 界 的 线性 
映射 : 
对 所 有 的 n，|Mn| c. (16) 
进一步 假设 对 OX 中 的 一 个 稠密 子 集中 的 7， 
s — lim Mx 


都 存在 , 则 {Mn} IRS, 即 对 X 中 所 有 的 m, 强 极限 s 一 lim Maz 存在 . 


习题 7 
(a) 证 明定 理 6; 
(b) 叙述 并 证 明 与 弱 收 敛 对 应 的 类 似 定理 . 


15.3 一致 有 界 原理 


一 臻 有 界 性 对 证 明 强 收敛 或 弱 收 敛 不 仅 方便 , 而 且 是 必要 的 . 
定理 7 ik X fU X Banach 空间 , M, : X >U 是 一 族 有 界线 性 映射 ,对 义 中 
的 每 个 z fo U' P ARAS (Mt) 以 一 个 只 依赖 于 x 和 上 的 常数 cla, 4) AF: 
对 所 有 的 Mu，|(Muz,t)| € c(z,£). (17) 
断言 (M,) — E t, 即 (16) 成 立 . 
证 明 ”我 们 利用 第 10 章 定理 4, 一 致 有 界 原 理 : E {u} 是 赋 范 线性 空间 U 
中 的 一 族 点 , 满足 对 U 中 的 每 个 线性 泛 函 £, |f(w,) < c(£) 对 所 有 的 u RE, WR 
在 常数 c 使 得 |u| € c. 对 wu = Mz 应 用 此 结果 , 我 们 断定 对 所 有 的 v, 存在 常数 
c(z) 使 得 
|M,(x)| < c(®). (17) 
再 应 用 第 10 章 定理 2: 3$ {fo} 是 定义 在 Banach 空间 X 上 的 一 族 满足 次 可 加 性 
和 正 齐 性 的 实数 值 连续 函数 , EN X 中 每 个 x 和 每 个 v, f(x) € clx), WHER 
数 c 使 得 
对 所 有 的 m flo, f(x) < cel. 
WAM fo A f(x) = |Mya|. ER, f, 满 足 齐 性 和 次 可 加 性 并 且 还 是 连续 的 . 根据 
上 面 的 (175, 有 (zx) 在 每 个 点 c 是 有 界 的 . 因此 fe 是 一 致 有 界 的 , 即 在 常数 c 使 
得 对 所 有 的 x A v, |Muzl < clz|, 这 证 明了 (16). 口 


关系 w- lim M, = M 意味 着 对 X 中 所 有 的 a, (15) 成 立 , 这 又 意味 着 (参看 
第 10 ENX 1) 对 U 中 所 有 的 《入 中 所 有 的 x, 
lim (Mng, £) = (Mz, £). (18) 
由 于 收敛 数列 是 有 界 的 ， 故 定理 7 中 条 件 (17) 满足 ; 根据 定理 7, 序列 {Ma} 是 一 
KAAR). 
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推论 T^ 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 一 列 弱 收敛 的 有 界线 性 映射 是 一 
致 有 界 的 . 


15.4 ”有 界线 性 映射 的 复合 


现在 我 们 考虑 线性 映射 M: X —U RI N:U W 的 复合 , KARR. 在 第 2 
章 中 我 们 从 线性 代数 的 角度 研究 了 这 个 运算 . 在 这 里 我 们 研究 它 当 X,U AW 是 
Banach 空间 , M 和 N 是 有 界线 性 映射 时 进一步 的 性 质 . 
定理 8 i X,U fo W X Banach Zia], M fo NAA APER: 
M: xX —U, N:UW, 
则 复合 NM:X >W 是 有 界线 性 映射 且 满足 
(i) AW RE, [NM] < |NIMI; 
(ii) (NM) = M N. 
证 明 ”两 次 应 用 不 等 式 (4), 我 们 得 到 
INMz| < |N||Mz| < INIMIz| 
根据 定义 (3), 我 们 得 到 
INMmz| 


INM| = sup < [NI MI. (19) 
下 面 证 明 (ii): Ve € X, Vm € W', 两 次 应 用 (8), 我 们 得 到 
(NMz,m) = (Mz, N'm) = (z, M'N m). 口 (20) 


习题 8 证 明 在 C(X,U) 和 L(U,W) 的 单位 球 上 , 映射 的 乘法 在 强 拓扑 下 是 一 个 
连续 的 运算 . 

EX 设 4 和 RM 是 从 线性 空间 X 到 自身 的 两 个 映射 . 如 果 AM = MA, 则 称 A 
和 MM 是 可 交换 的 . 

习题 9 设 X 是 一 个 Banach 空间 , A: X —^— X 是 一 个 有 界线 性 映射 , HA 与 一 
族 从 X BX 的 有 界线 性 映射 (M) RR. EH A 5 (Mu) 在 弱 拓 扑 下 的 闭 线 性 
张 中 的 每 个 映射 M 交换. 


习题 10 WAAR Hilbert 空间 中 , (NM) = M^ N*. 


15.5 FFARR 


本 节 的 一 组 结果 一 一 开 映 射 原理 和 闭 图 象 定 理 , 远 比 前 面 的 结果 深刻 . 这 组 定 
理 的 思想 归功 于 Stefan Banach; 它们 的 正确 性 绝 不 是 赁 直觉 就 能 看 出 , 也 不 是 很 容 
易 就 能 想 清 楚 的 . 
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定理 9 GX fU 是 Banach Zi], M: X 5 U EJ X 到 U 上 的 有 界线 性 映 
射 , 则 存在 d > 0 使 得 X 中 的 开 单位 球 在 M 下 的 象 包含 着 U 中 以 0 为 心 以 d 为 
半径 的 开 球 : 
MB,(0) > B4(0). (21) 
证 明 用 B, 表示 XX 和 U 中 以 原点 为 心 以 为 半径 的 开 球 . 由 于 假设 M 把 
X BRE UL, 且 所 有 B, 的 并 是 整个 X, 故 UMB, = U. HT Banach 空间 U 是 
完备 的 , 根据 Baire 纲 原理 , 至 少 有 一 个 集合 MB, 在 某 个 开 球 中 是 稠密 的 . 这 个 
集合 的 一 个 平移 在 以 原点 为 心 的 某 个 球 中 稠密 ; HT M 的 值 域 是 U, 根据 M 的 线 
性 , 我 们 可 以 取 平 移 后 的 集合 形 如 M(B, 一 zo). 集合 B, — zo 包含 在 以 原点 为 心 
以 n 4- |xo| 为 半径 的 球 中 . 根据 M 的 齐 性 , 我 们 断定 MB1(0) ERA B,(0)(r > 0) 
raus. 因此 对 任意 的 c > 0, 


MB.(0) 在 Be-(0) FRE. (22) 
现在 证 明 B,(0) 中 的 任意 点 u 都 是 Bo(0) PRED A z WR: 
Mz = u. (23) 
B3(0) 中 的 这 个 点 x 可 以 表示 为 一 个 无 穷 级 数 
T = » (23^) 
1 
其 中 项 zj 可 以 递归 的 构造 : 取 点 zl 满足 
lu — Mzi| < =» Iz1| € 1; (24a) 
Xt c= 1, 由 (22) 知 这 样 的 zi FE. 我 们 选取 点 zo 满足 
ju- Mz; - Mr) < 7, |z| < 5; (24b) 
Xf c = 1/2, 由 (22) 及 (24a) 知 这 样 的 点 zz FE. 一 般 地 , 我 们 选择 zw 满足 
lu — Mz; < m Loos] «c ar: (24c) 
1 


对 c= 1/2", EH (22) 和 (240) 知 这 样 的 om 存在 . 

由 第 5 章 关 于 赋 范 线性 空间 的 几何 性 质 可 知 ， 如 果 在 一 个 完备 赋 范 线性 空 
间 X P, 级 数 jzj| WR, WAR > zi WM. MH (24c), |z;| < gj. "A 
> oc; SEI X 中 的 点 z H 


ll «isl < Sy =2. (25) 
1 1 
由 于 M 是 一 个 有 界线 性 映射 , 在 (24c) 中 令 m 00, 得 到 Mz = 和 Mz; =u. O 
1 
定理 9 有 一 些 有 意义 的 重要 推论 , 其 中 第 一 个 是 开 映 射 原理 . 
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定理 10 Gk X fU X Banach Zi, M:X>URMX BU 上 的 有 界线 性 映 
M. 则 M de X 中 的 开 集 映 为 U 中 的 开 集 . 

10 定理 是 定理 9 的 直接 推论 . 
定理 11 ik X æU X Banach ZA, M:X-UREX 一 对 一 地 映 到 U 上 的 
有 界线 性 映射 , 则 M AAU a X 的 有 界线 性 映射 . 

证 明 ”由 定理 9 中 (21), 对 U 中 的 每 个 范 数 为 d/2 MIT u, 存在 X. 的 单位 
球 中 的 元 素 z 使 得 Mz =u. 注意 到 |z| < 1 = 2lul/d. 由 M 是 齐 性 的 , Vu € U, F 
E ze xX 使 得 

Mz =u, | 2} < 2\u\/d. (26) 
由 于 假设 M 是 一 对 一 的 , c= Mu. 显然 , 由 (26) 得 |M] < 2/d. 口 


EX WM:X—U 是 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 映射 如果 由 
TAE f 
In —2, Mi — u, (27) 
可 以 推出 
Mz = u, (27") 
则 称 M 是 一 个 闭 线 性 映射 . 
# M 是 连续 的 , 则 它 是 闭 的 . 令 人 吃惊 的 是 , 从 Banach 空间 到 Banach 空间 
的 闭 线性 映射 也 是 连续 的 . 
定理 12 ik X fe U X Banach ZH, M: X => U 是 一 个 闭 线 性 映射 . 


断言 M 是 连续 的 . 
证 明 i G 为 由 形 如 
g9={z, Mr}, TEX (28) 
的 偶 构 成 的 线性 空间 . 对 G 中 的 g, 定义 
lg = [z| + |Ma]. (28°) 


显然 , 这 是 一 个 范 数 . 由 (27), (27) UR X A U KEAT, G 在 这 个 范 数 下 是 完 
备 的 . 定义 映射 P: G 一 X 为 到 第 一 个 分 量 的 投影 , BD 

Pg=2, Vg= (xz, Mz). (29) 
由 |g| 的 定义 (28^) 知 |Pg| < lgl, 这 意味 着 P 是 一 个 有 界线 性 算 子 且 |P| < 1. X 
然 , 已 把 G 一 对 一 的 映 到 X LE. 因此 由 定理 11, P 的 逆 是 有 界 的 , 即 存在 常数 c 
使 得 c|Pg| > |g|. 由 P 的 定义 (29) 和 |g) 的 定义 (28°) 知 , (c — 1)|z| > |Mel, 这 意 
味 着 M 是 有 界 的 . = 


由 (28) 定义 的 G 称 为 映射 M 的 图 像 . M 是 闭 的 当 且 仅 当 它 的 图 像 是 闭 的 . 
因此 定理 12 称 为 闭 图 像 定理 . 闭 图 像 定理 有 许多 令 人 吃惊 的 应 用 . 
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定理 13 KX 是 一 个 线性 空间 , 其 上 定义 了 两 个 相 容 的 范 数 rh 和 |e PBA 
列 {rn} 在 两 个 范 数 下 都 收敛 , 则 对 应 的 两 个 极限 相等 . 

EX 关于 这 两 个 范 数 都 是 完备 的 , 则 这 两 个 范 数 是 等 价 的 ， 即 存在 常数 c 使 
得 Yr € X, |zh <elzle, |zle € elzlı- 

WEBB dd Xi 和 X2 分 别 为 赋 以 | |, 和 | [o 范 数 的 空间 X. 根据 假设 , X 和 
X 都 是 完备 的 . 相 容 性 显然 意味 着 X 和 X: 之 间 的 恒 等 映 射 是 闭 的 . 因此 根据 
闭 图 像 定 理 , 恒 等 映射 是 双向 连续 的 . 口 


定理 14 dE X U X Banach 空间 ,M:X 一 了 是 一 个 有 界线 性 映射 . 假设 值 
WRy 是 U 的 有 限 维 线性 子 空间 , 则 Rm ZAHM. 


习题 11 证明 定理 14. (RA: 把 MEHI XDZ 上 使 得 它 的 值 域 是 整个 U). 


习题 12 ”证 明 在 每 个 无 限 维 的 Banach 空间 中 , 存在 余 维 数 有 限 但 是 不 是 闭 的 线 
性 子 空间 . (提示 : HT Zorn 引 理 .) 


定理 15 ik X 0 —^* Banach Zi), Y 和 2 是 义 的 互补 的 闭 子 空间 : X =Y OZ, 
即 X 中 每 个 xz 都 可 以 唯一 地 分 解 为 工 =Y+z(y EY,zE2). Ze 的 两 个 分 量 
y fo z 分 别 记 为 
y = Pyz, z= Paz, 

则 

(i) Py 和 Pz DALA X 到 Y $o Z 的 线性 映射 ; 

(ii) PL = Py, P? = Pz, Py Pz = 0; 

(iii) Py 和 Pz 是 连续 的 . 

WERA (i) 和 (ii) 是 显然 的 . 为 证 (ii), 我 们 注意 到 由 于 Y AZ 是 闭 的 , AD 
解 是 唯一 的 , 故 Py 和 Pz HAREAK. 由 闭 图 像 定 理 知 余下 的 结论 成 立 ， O 


称 满足 P = P 的 线性 映射 为 投影 . 

本 章 最 后 , 我 们 注意 到 在 完备 的 距离 空间 中 , 有 不 能 表示 成 可 数 个 无 处 稠密 子 
集 的 并 集 的 真子 集 , 称 这 种 集合 是 第 二 岗 集 . 这 允许 我 们 对 开 映 射 原理 进一步 深化 . 
定理 16 ik X PU X Banach 空间 ，M :XX —U 是 有 界线 性 映射 , 其 值 域 Rm 
是 U 的 第 二 岗 的 子 集 , m] M 的 值 域 是 整个 U. 


习题 13 证 明定 理 16. 
PMEU Stefan Banach(1892—1945), 波兰 数学 家 , 现代 分 析 的 鼻祖 之 一 . Banach 
对 现代 分 析 做 出 了 巨大 的 贡献 并 撰写 了 本 领域 的 第 一 本 专著 (1932). 为 纪念 他 , 人 


们 命名 了 Banach 空间 . 他 是 伟大 的 波兰 泛 函 分 析 学 派 的 灵魂 . 
第 二 次 世界 大 战 期 间 , 波兰 的 纳粹 占领 者 用 Banach 和 其 他 一 些 人 的 身体 繁殖 
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AT, 以 获得 抗 伤寒 免疫 血清 . 战争 结束 后 , Bananch 很 快 就 去 世 了 . 

下 面 的 故事 是 纳粹 分 子 对 波兰 人 态度 的 一 个 缩影 . 1940 年 当 希 特 勒 征服 法 国 
统治 了 几乎 整个 欧洲 时 , 一 个 是 纳粹 党 成 员 的 领袖 级 德国 数学 家 , 给 法 国 数学 的 核 
心 人 物 Elie Cartan 打 电 话 讨论 在 欧洲 新 秩序 下 的 数学 组 织 . Cartan 想 知道 如 何 安 
秆 波兰 数学 家 . “ 哦 ,” 德 国人 回答 说 ,“ 元 首 已 经 宣布 波兰 人 是 劣 等 人 .” 
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第 16 章 ”有 界线 性 映射 的 例子 


积分 算 于 是 一 类 重要 的 线性 映射 本 章 的 第 一 部 分 研究 积分 算 子 在 不 同 范 数 
下 的 有 界 性 . 设 T 和 S 是 分 别 带 有 测度 n m 的 Hausdorff 空间 . 令 K 表示 把 
T 上 的 复 值 函数 f 映 为 9 上 的 复 值 函数 g 的 积分 算 子 : 
g(s) = (Kf) = | Kt. dn. (1) 
称 复 值 函 数 K(s,t) 为 K 的 核 ; 假设 f 和 K(s,t) 可 测 且 使 得 (1) 式 定义 了 一 个 可 
测 函 数 g. 后 面 的 每 个 定理 都 揭示 了 关于 f, K 和 g 的 一 个 自然 的 类 . 在 第 4 章 中 ， 
我 们 定义 了 Ir 范 数 : 
lis = (f FOPA), 1< p< o. 
空间 LP(T,n) 是 空间 Co(T) 在 LP 范 数 下 的 完备 化 ， 类 似 地 可 以 定义 空间 
LP(S,m). L° 空间 是 由 本 性 有 界 的 可 测 函 数 构成 的 空间 


16.1 积分 算 子 的 有 界 性 


设 K 是 由 核 K(s,t) 通过 (1) 式 定 义 的 积分 算 子 , 我 们 将 K 视 为 由 L'(T,n) 
或 L®(T,n) 到 L'(S,m) 或 L*(S,m) 的 线性 映射 . 下 面 我 们 给 出 使 得 K 成 为 有 
界线 性 映射 的 条 件 . 


定理 1 
(i) 如 果 sup |K (s, ¢)| < oo, N] K: L'(T,n) + L®(S,m) 是 有 界线 性 映射 且 
| | K] < Sup | (s, t)]. (21) 
(ii) 如 果 f f |K(s,t)|dm(s)dn(t) ee RJ K: LX(T,n) ^ L!(S,m) 是 一 个 有 
界 映 射 且 

|K] < J / IK (s, t)|dm(s)dn(t). (24) 
(iii) Jm Æ sup f |K(s,t)|dn(t) < oo, 则 K : L*(T,n) > L**(S, m) 是 一 个 有 界 

线性 映射 且 
|K| « sup | IK(s, t)|dn(t). (2iii) 


(iv) 如 果 sup f |K (s, t))dm(s) < oo, N] K: L'(T,n) > L'(S, m) 是 一 个 有 界线 
性 映射 且 
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IKI < sup f Is. lam(s) (2x) 
证 明 由 (1), Vs € S, 
le(s) < f IK (s, t)||f(t)|dn(2). (3) 
T 


ERAM < sup |K (s, tific. 故 
Igloo = sup |g(s)| < sup |K (s, t)i|f |z. 


(3) RHE S 上 关于 dm 积分 ， 
1 = S E K , d d 
lglz 人 llaldmle)s | futs. DI Olanla) 
-f | fike, Alam(s) lyCOldntg) (4) 
ERAN 
< i f IK (s, t)|dm(s)dn(t)| foo; 

这 证 明了 (2i). 

(4) 式 右 端 也 小 于 

sup f |K (s, t)ldm(s)flzs 

这 证 明了 (2iv)- 

(3) 式 右 端 小 于 


K(s,t)|dn(¢)| flu; 
此 式 与 (3) 合 在 一 起 证 明了 (2i). 口 
注意 到 当 K(s,t) 和 f(t) 都 是 正 的 时 , (3) 和 (4) 中 的 等 号 成 立 . 由 此 不 难 推出 
以 下 推论 . 
推论 1' 当 (1) PRK K(s,t) 是 非 负 的 时 , (2) 和 (2iv) 中 等 号 成 立 . 
下 面 我 们 考虑 K 的 转 置 . 用 ( ，)s 和 ( ，)z 分 别 表 示 SAT 上 的 关于 dm 
和 dn 的 L? AR: 


(g,h)s = J g(s)h(s)dm(s), (5) 


(ky flr = is k(t) f(t)dn(t). (5^) 
在 (1) 两 边 乘 以 h(s) 并 积分 , 得 
(Kf,h)s = / / K (s, t) f (£)h(s)dn(t)dm(s) = (f, K'h)r, (6) 
ST 


144 第 16 章 有 界线 性 映射 的 例子 


这 里 
(K'h)() = 上 K (s, t)h(s)dm(s). (6^) 
一 句 话 , 转 置 K HRA K 的 核 相同 , 只 是 变量 s 和 + 上 的 角色 交换 了 . 
根据 第 15 章 定理 5, K 的 范 数 和 K 的 范 数 相等 . 我 们 在 核 K 非 负 且 KE 
L'(T) 到 LHS) 的 映射 时 验证 这 个 结论 . 根据 推论 1', |K| 由 公式 (2iv) 给 出 . 另 一 
方面 , K WRT s 和 + 的 角色 , 把 LOS) PREY L%(T) 中 , 其 范 数 由 (2iii) 给 出 . 显 
JA, 这 证 明了 |K'| = |K]. 
下 面 我 们 考虑 L? 范 数 , 记 之 为 || ||; 对 应 的 K 的 范 数 记 为 ||KI||. 
定理 2 % f f|K?(s,t)|\dmdn < oo 时 , 由 (1) 定义 的 K: L?(S) o LAT) RAR 
ST 
线性 映射 且 
IKI? < f [ie Dlaman. (7) 
S T 


WER 对 (1) 式 右 端 应 用 Schwarz TER (参看 第 6 章 ), 我 们 得 到 
2 2 2 
le(s)? < IK? (s, t)|dn I |f (£)f*dn. 
两 端 关 于 dm 积分， 
lal? < f [ito anamli I, 
S T 


此 即 (7). | 口 
不 等 式 (7) 属于 Hilbert 和 E. Schmidt， 线 性 映射 有 界 的 另 一 个 判别 准则 由 

Holmgren 给 出 . 

定理 3 % (sup f |K (s, t)|dn)!/?(sup f |K (s, tdm)? < oo Rf, 由 (1) 定义 的 映射 

K 作为 从 L? 到 L? 的 线性 映射 是 有 界 的 且 


ls (sup / Kn) (sup f Kolam] A. (8) 
证 明 ”根据 第 6 章 定理 1, 
llgl| = max (9, h)s- (9) 
我 们 用 (9) 去 估计 g = Kf. 根据 (6), 
(ahs = | [ K(s,t)F(t)h(s)andm. (10) 


因为 对 任意 的 三 个 正 数 f,h Alc A fh <cf?/2+h?/2c, 故 
ao) tA < f fikoa (ror + gr lP)? } aman. 
在 第 一 项 中 先 对 s 积分 , 在 第 二 项 中 先 对 t 积分 , 我 们 得 到 估计 
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E sup f IKts, tám]? + sc sup | ICs, ania (10’) 
现在 取 || f|| = 1 = llh] 并 选择 c 使 得 (10) 取 最 小 值 . 这 个 最 小 值 是 


NUM wi 


结合 (9), (10) 以 及 (107), 我 们 断定 对 IIF = 1, IKF 小 于 或 等 于 (10°) 中 的 数 . 
根据 定义 , || K|| = ae dl 这 证 明了 (8). z 


16.2 Marcel Riesz QI 


(8) 式 右 端 出 现 的 两 个 因子 分 别 是 在 (2ii) 和 (2iv) 右 端 出 现 的 数 的 平方 根 . 在 
推论 1 中 对 正 的 核 , 这 些 数 不 仅 分 别 是 KK: L0 一 L^ 和 K : D! L 的 范 数 的 
上 界 , 而 且 等 于 这 些 范 数 . 
定义 ”用 M(p,q) 表示 

K: L?(T,n) — L3(S,m) (11) 
的 范 数 . 对 核 K(s,t)>0 的 积分 算 子 , 我 们 可 以 把 不 等 式 (8) 重新 叙述 为 

M(2,2) < M'!7? (1,1) M"? (coc, oc). 
这 是 由 M. Riesz 得 出 的 一 个 定理 的 特殊 情形 . 
定理 4 设 M 是 一 个 把 T ES 4h dE» S 上 的 复 值 函 数 的 线性 映射 . 假设 
M 把 关于 nn 可 测 的 函数 映 为 关于 m 可 测 的 函数 , 并 假设 M 在 下 面 两 对 范 数 下 有 
界 : 
LPe(T,n) — L®(S,m) 和 LP(T,n) — L™(S,m). 

结论 : M 是 LPO (T,n) — LY (S,m) 的 有 界线 性 映射 , 这 里 


1 1 1 1 1 1 
此 外 ，M(p,9) X p 和 9 HAM RY HH: 
M (p(a), q(a)) < M*~*(po, go) M°(p1, q1); (12’) 


这 里 M(p,q) 是 由 (11) 定义 的 算 子 K 的 范 数 . 
WEBB 我 们 简要 给 出 Thorin 关于 这 个 定理 的 漂亮 证 明 . 其 出 发 点 是 由 Hadamard 
得 出 的 三 线 定理 . 
SREB KOC) 是 带 {C EC:0< ReC<1} 内 的 一 个 有 界 解析 函数 . 记 
N(a) = HUP |ó(a + in)|, (13) 
则 
N(a) < N!-*(0)N*(1). (137) 
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证 明 BX c = InN(0)/N(1); 根据 (13), X} Rec = 0 Al Rec = 1, |ó(C)e**| < N(0). 
在 带 {Ce C :0 < ReC <1} 应 用 最 大 模 原 理 ， 
\p(a + in)|e^* < N(0); 
由 此 及 c 的 定义 得 到 (13°). 口 


现在 考虑 映射 M. 根据 范 数 的 定义 , 得 
M(p,g) = E. I Mf |zs. 


由 根据 第 5 章 定理 5(Hóolder 不 等 式 和 等 式 ), 对 Vg e Le, 
|9|zs - Tip em |(9， h)s|, 


这 里 y 是 9 的 对 偶 , 101 214 9 = My, 结合 上 两 式 得 
M(p)- sw (Mf). (14) 


flır=1,lhlıe=1 
取 由 (12) 式 定义 的 p= pla) 41 q = g(a). 复 值 函数 f Mh 可 以 分 解 为 f = | fle, 
h=|hlel”. 对 带 0 < Rec < 1 中 的 任意 C, 我 们 定义 
SO = |f |p (9 PO gius. h(¢) = [hla (9/4 (O piv. (15) 
这 里 p(a), p(C) 等 由 公式 (12) EX. 注意 到 f (a) = f, h(a) = h. 由 于 1/p(c) 和 
1/q(¢) 是 5 的 线性 函数 , 1/4'(5) 也 是 < 的 线性 函数 . 因此 FO) FRI A(C) 是 5 的 解 
Xr ES, 同样 地 
BO = (MF (6), WEG) s = f MUF(Q)ALG)AM(s) (18) 
the C 的 解析 函数 . 
引 理 5 Rf de h EX 1 的 函数 , |fjp(o) = 1, lhl = 1, AoC 如 上 定义 
定义 N(a) 为 |) 在 直线 Re = a 上 的 上 确 界 , 则 
N(0) < M(po, 40), N(1) < M(pi,q1). (16) 
证 明 首先 取 Rec = 0, WI C =in. 故 由 公式 (12), 
a): pla) | 虚 部 Tu un + 虚 部 . 


WO m FTO" d a) 
根据 (15), 
Mm). = IER, Ihm). = ni e. (18) 
因为 |flrseo =1, Ilzewe = 1, 由 (18), |f{in)Izro = 1, Ain); = 1. 因此 
IM f (in)|r«o < M (po, qo). (19) 


根据 Holder 不 等 式 估计 由 (15) 定义 的 o; 利用 (19) 以 及 |h(im)| v, = 1, 我 们 得 到 
|(in))| = (Mf (in), h(in))| < IM) f (in) | aso |h(in)| a < M (Po, go). 
这 证 明了 (16) 的 第 一 部 分 ; 同样 的 方法 可 证 明 第 二 部 分 . 口 


现在 对 由 (15) 定义 的 o 应 用 三 线 定理 (13^). 由 (16), 
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|o(a)| < N(a) < M'-*(po, 90) M*(p1, q1). (20) 
因为 f(a) = f, h(a) = h, 根据 (15^), 
ola) = (Mf,h). 


根据 (14), 上 式 右 端 对 所 有 的 范 数 为 1 的 f 和 h 取 上 确 界 就 是 M 的 范 数 : 
M (p(a), q(a)) = sup |ó(a)]. 
对 上 式 右 端 利 用 估计 式 (20), 我 们 得 到 了 要 证 明 的 不 等 式 (12). 口 


16.3 ”有 界 积 分 算 子 的 例子 


定理 2 和 定理 3 给 出 了 从 L? 到 L? 的 积分 算 子 有 界 的 判别 准则 . 这 些 准则 对 
有 界 性 远 不 是 必要 的 ， 而 且 在 证 明 大 多 数 重要 的 线性 映射 的 有 界 性 时 也 是 不 充分 
的 . 我 们 给 出 一 些 例子 予以 说 明 . 


16.3.1 Fourier 变换 
wT=S=R,m Ñ n & Lebesgue WE, fe L7(R). f 的 Fourier 变换 是 


cro) = f e" 10. (21) 
其 核 为 
K(s,t) = yr (21’) 


显然 , 对 K = F, (7) AM (8) 式 右 端 等 于 oo, 故 定理 2 和 定理 3 不 能 说 明 
Fourier 变换 的 L 一 L 有 界 性 . 但 是 众所周知 它 是 有 界 的 ， ENT B 的 定 
理 21， 另 一 方面 ,我们 可 以 利用 定理 1G) 断定 F : L! 一 Ze 以 A AR. Mt 
(po = qo) = (2,2), (pi, 41) = (1,00) 应 用 M. Riesz DEH, 即 定 理 4. 如 过 简单 计 
算 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 6 对 1<p<2,F:L? — L/P!) 是 有 界线 性 映射 且 
1 | 


ns (x 
为 纪念 其 发 现 者 , 将 此 不 等 式 称 为 Hausdorff Young TER. 


16.3.2 Hilbert 变换 


设 h(t) ER E (C! 即 可 ) 的 实 值 函数 且 当 [t| 一 oo 时 以 合理 的 速度 
(比如 O(t-?)) 趋 于 0. 
Cauchy 积分 


— | dt = FO (23) 
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定义 了 一 个 函数 SO, 或 者 说 两 个 解析 函数 , 一 个 定义 在 上 半 平 面 , 男 一 个 在 下 半 
平面 . 我 们 限制 6 属于 上 半 平 面 . 
B c= Etin 将 了 的 实 部 和 虚 部 表示 出 来 : 


1 /h(t-0) ,1 n 
fd = Fi dt = rn 


ni It — c? 
tahe grp Ot “> 
利用 n 所 满足 的 性 质 , 不 难 证 明 
(i) BE |¢| 一 oo, 
ION = o(Ic] 7 !). (24) 
(ii) f(C) 连续 到 实 轴 , 且 在 实 轴 上 其 实 部 等 于 h: 
f(E) = ACE) + ik(£), (25) 
这 里 用 h 表示 为 积分 主 值 : 
k(é) = -PV a = (Hh)(£). (25) 


(25’) 中 定义 的 映射 五 PKA Hilbert 变换 ; 它 把 在 上 半 平 面 内 满足 (24) 的 解析 
函数 的 边 值 的 实 部 和 虚 部 联系 起 来 . 
定理 7 Hilbert 变换 是 L?(R) 一 L?(R) 的 一 个 等 距 . 

WR 由 于 产 在 Imc>0 内 是 解析 的 , 根据 Cauchy 定理 , 在 Imc > 0 内 的 
每 个 闭 围 道上 

fdc = 0. (26) 

我 们 现在 取 围 道 由 线段 5+ie, -R< E < R 和 一 个 半圆 周 & = Rcosh, n= Rsin0 +e 
构成 . 令 € 一 0, R — oc. 由 (24), (26) 中 在 半圆 周 上 的 积分 当 R 一 oo BEF 0, 
而 由 (24) 和 (25), 在 线段 上 的 积分 趋 于 


人 (h + ik)?d£ = 0. (26’) 
取 (26’) 的 实 部 给 出 
[rag = | ae, 
这 证 明了 定理 7. = 
习题 1 证 明 
H=-I, 这 里 工 是 恒 等 算 子 . (27) 
(提示 : 考虑 -if(€) 的 实 部 与 虚 部 的 关系 .) 
注意 到 五 的 核 
Reta (28) 


s—t 
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不 满足 定理 2 和 定理 3 中 有 界 性 的 判断 条 件 . 
用 上 面 H: 52 L 是 一 个 等 距 的 论证 可 以 用 来 证 明 如 下 定理 . 
定理 8 ”对 所 有 的 p, 1 <p < mw, Hilbert 变换 互 是 L? 一 L? 的 有 界线 性 算 子 . 
证 明 取 p=4， 考虑 解析 函数 f+. 根据 Cauchy 定理 ， 
j f*d¢ = 0. (29) 
我 们 选择 和 (26) 中 一 样 的 道路 并 令 € 0, R — oo, 得 到 
Í (h(E) + ik(€))4de = 0. 
这 个 关系 式 的 实 部 是 
(hê — 6h?k? + k*)d£ = 0. (29’) 
R 
根据 Cauchy 不 等 式 , HIER a, b, c, ab € ca?/2-- b? /2c; X} a=h?,b=k*?,c=6 
应 用 此 不 等 式 , 有 
6h?k? < 18h4 + kt. 


[re < 17 | tae. 
这 证 明了 H:L*— L^ 是 有 界 的 且 |H] < 34. 


同样 的 论证 对 任意 偶数 p 都 适用 . 然后 应 用 定理 4(M. Riesz DEEH), BAN 
得 到 对 任意 的 p, 2 < p < o, H: L?  L? 是 有 界线 性 映射 . 

为 完成 定理 证 明 , 我 们 利用 第 15 章 定理 5, 根据 此 定理 , H 的 转 置 H 的 范 数 
等 于 H 的 范 数 . 根据 公式 (1), 0^, Æ 的 核 可 以 由 五 的 核 交 换 变量 的 角色 得 到 . 
根据 (28), 交换 H 的 核 中 的 变量 只 是 交换 符号 . 故 


代入 (29^, 我 们 得 到 


H = -H. (30) 
d$ H: L? 一 IP, 则 H' : (LPY 一 (ZP) 根据 第 8 章 定理 11, L? 的 对 偶 是 L, 
这 里 
i-i 


注意 到 p > 2 推出 p'«2. 结合 (30) 和 (31) 以 及 第 8 章 定理 5, 我 们 断定 H: L? 一 

LY 的 范 数 等 于 H: L — L RER. 由 于 我 们 已 经 证 明了 后 者 当 2 < p < oo 是 有 

限 的 , 故 它们 对 1 <p < 2 也 是 有 界 的 . 口 
定理 8 及 其 令 人 吃惊 的 证 明 由 M. Riesz 给 出 . 


习题 2 证 明 作为 L” Lo ARH, HRRARN. 由 此 推出 HL — LE 
ARM. 
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16.3.3 Laplace 变换 


设 f(t) 是 定义 在 R = {t € R+ : t > 0} 上 的 复数 值 函 数 . CH Laplace 变换 
Lf ÉR,-(scR:sz20) EWR 


9(s) = (Lf)(s) = / ~ f(t)e-*tat. (32) 
定理 9 Laplace KML X L?(R,) > L?(Ry) 的 一 个 有 界线 性 映射 且 
IZII = Vz. (33) 


证 明 ”根据 Schwarz TER, 


e = (f. soa) = ([ ate tee tian) 


«f If(t)]®e era f e e ?!t-1/?gqt. (34) 
0 0 
根据 变量 蔡 换 我 们 可 以 把 第 二 个 积分 写 为 
n et 12g, = / e ty du s U? = Cs \/2, (35) 
0 0 


这 里 
—u,,—1/2 mps —gz? 一 1 - vm e. E 
C= f u*/*du = I r 2zdz 2 | e * dz = VX. (36) 
把 (35) 代入 (34) 得 到 


jas)? < s= f Pest/adt (37) 
0 
对 (37) 积分 得 到 
2 T 2 ul 2675t41/2 ,-1/2a4ds. 
all I Igls)l?ds < C / J 17(D|2e-sttl2s-1/2dtd (38) 
交换 积分 顺序 并 在 s 积分 中 做 变量 替换 : 


oc oo 
/ erst;l/2 1/24, = f e~“y-1/2dy = C. 
0 0 


由 (38), 
Is? < C?||£|f?. 
利用 (36) 中 给 出 的 C 的 值 , 我 们 得 到 |L] < vr. 为 了 证 明 等 号 成 立 , HX 
l/vt, a<t<b, 
ad ost 
则 ||f||? = Inb/a. & g = Lf; 不 难 证 明 当 a — 0, b — oo Rf, ||g|| > x(1 — &)Inb/a. 
结合 ||L|| < Vx, 这 证 明了 (33). 口 


我 们 注意 到 L 的 核 e-st 完全 不 满足 定理 2 或 者 定理 3 中 给 出 的 L? 有 界 判别 
准则 . 
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习题 3 证 明 : 当 p 头 2 时 , Laplace RR 工作 为 ZP(R+) — LR) 的 线性 映射 不 
是 有 界 的 . (RR: 尝试 f(t) = e) 
由 第 15 章 定理 8, 车 L 是 有 界 的 , UL 也 是 有 界 的 ; 因此 根据 (33), 由 次 可 
Fete, 
NZ < Lll? =x. (39) 
我 们 断定 在 (39) 中 等 号 成 立 . 为 此 , 注意 到 积分 算 子 LWIZ et Æ s M tH 
实 对 称 函 数 . 容易 验证 (参看 公式 (6), (6), 有 对 称 核 的 积分 算 子 L 满足 
(Lu,v) = (u, Lv), (40) 
即 这 样 的 算 子 是 自 伴 随 的 ; 我 们 称 这 样 的 算 子 是 对 称 的 . 
定理 10 设 工 是 从 实 Hilbert 空间 到 自身 的 一 个 有 界 对 称 线性 映射 . 则 
12°] = [IZ]. 
证 明 ”根据 次 可 乘 性 , 不 论 线 性 算 子 工 是 否 对 称 , 均 有 LU sip. 为 证 相 
反 的 不 等 式 , 我 们 在 (40) PR v = Lu; 我 们 得 到 
(Lu, Lu) = (u, Lu). 
左 端 等 于 ||Lull?; 由 Schwarz PES, 
zul]? < Ijul] Zul] < Iel]? E? |]. 
由 于 这 对 OH 中 任意 向 量 u 都 成 立 , ILLI? < IE. =: 


显然 , 由 定理 10, (39) 中 等 号 成 立 . 
我 们 不 难 计算 出 线性 映射 L^. 


2 - T -rs p" = = st 一 r8 
(L »o- | (Lf)(s)e ds= f f f(t)e dte ds 


f(t) n Ce masa = [FO ay 
0 0 0 


t+r 
于 是 我 们 证 明了 如 下 定理 . 
定理 11 积分 算 子 f 一 g: 
.[ 8 
g(r) = 0 t 十 E 


是 L*(R,) L?(R,) 的 有 界线 性 映射 且 其 范 数 等 于 n. 
映射 (41) 称 为 是 Hilbert-Hankel 算 子 . 注意 到 它 的 核 1/(s 十 7) 完全 不 满足 定理 
2 或 者 定理 3 中 的 L? 有 界 性 的 判别 准则 . 


习题 4 证明: 对 1 < p< m, Hilbet-Hankel 算 子 是 L? 一 L? 的 有 界线 性 映射 . 
关于 积分 算 子 的 更 进一步 的 知识 可 以 参考 Halmos 和 Sunder 的 书 . 


(41) 
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16.4 ” 双 曲 方程 的 解 算 子 


在 11.5 节 中 我 们 给 出 了 一 阶 对 称 的 双 曲 算 子 类 . 它们 形 如 
< ð 
TH a le 0; = TA (42) 
这 里 , Aj 和 B 是 nx n 矩阵, 其 表 值 为 s 的 相当 光滑 的 实数 值 函数 .我们 设 这 些 
RHE s 的 周期 函数 . L 作用 在 向 量 值 函 数 wu(s) E, 其 分 量 是 实 值 的 并 且 假 设 是 
s 的 相当 光滑 的 周期 函数 . 将 这 样 的 函数 的 内 积 定义 为 周期 平行 四 边 形 上 的 L? 内 
积 : 


(u,v) = / u - vds, (43) 
F 
其 中 点 是 向 量 的 标准 内 积 . 我 们 假设 系数 矩阵 A; 是 对 称 的 : 
j = Aj. (44) 
此 时 L 的 形式 伴随 L* 为 
eee An (44’) 
这 里 
K=B+H B'= > Aij. Ajj = 0; Aj. (45) 


光滑 函数 u 和 w 以 及 伴随 L^ 满足 
(v, Lu) = (L*v, u); 
令 v=u 由 此 及 (44), 


2(u, Lu) = (u, Ku), (45’) 
参看 第 11 章 方程 (20/). 
定理 12 Kulst) 是 
us + Lu =0 (46) 
的 一 个 解 并 假设 以 是 s HARRA, 则 存在 依赖 于 T 的 常数 c, 使 得 
IT) € ellu(0)||; (47) 


这 里 的 范 数 是 在 周期 平行 四 边 形 F 上 的 L? 范 数 (43). 
注 1 HB (47) fif u 由 其 初 值 w(s,0) 唯一 确定 . Mu(T) E w(0) AR. 由 于 方程 
(46) 是 线性 的 , 因此 这 个 关系 是 线性 的 . 用 ST) 表示 把 u(0) BRA u(T) 的 映射 : 
S(T) : u(0) — u(T); (48) 

S(T) RRA MF. 由 定理 12, NETT, 解 算 子 是 LF) 一 L?(F) 的 有 界线 性 映 
射 . 

证 明 ”首先 假设 对 所 有 的 s, (45) FER K > 0. 取 (46) 与 2u 的 内 积 并 在 F 
上 积分 . 由 (43) #, 
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2(u, uz) + 2(u, Lu) = 0, 
故 由 (45), 
2(u, ue) + (u, Ku) = 0. (49) 
第 一 项 可 以 写 为 du,u)/d. 因此 , 若 对 称 和 矩阵 K > 0, 则 由 (49), ||u(T)|| 是 了 的 
单调 递增 函数 ; 由 此 可 知 (47) 对 所 有 的 并 > 0, c= 1 OL. 
车 K 不 是 正 的 , 通过 wv = ev 引入 新 变量 v; 代入 (46) 得 到 v, + (k+ L)v — 0. 
对 充分 大 的 ,上 十 KK > 0, Mv 满足 (47)(c = 1). 因此 对 c= eT, 了 > 0, u 满足 
(47). 口 


DA, 上 述 证 明 对 R^ 上 s 的 非 周期 函数 , 但 当 |s| 一 oo 时 uls) 快速 趋 于 OM 
而 使 得 uc L?(R")) 的 u 也 成 立 . 
我 们 下 面 考虑 一 个 形 如 (46) 的 方程 的 特殊 例子 : 


0 1 
A; = ~ , Ag= , B=0. 
0 -1 AI d 


i u= (v,w)', 我 们 可 以 按 分 量 把 (46) SA 
Ut d- vz + wy = 0, 
Wt — Us + vy = 0. 
我 们 消去 两 个 分 量 中 的 一 个 , 通过 简单 计算 得 到 
Utt — Urr — Uyy = 0, 
Wit 一 War 一 Wyy = 0, 
这 是 经 典 的 波动 方程 . 波动 方程 有 一 个 显 式 解 , 可 以 把 解 算 子 ST) 变 成 积分 算 子 
的 形式 . S(T) 的 核 在 此 情形 下 不 再 是 函数 而 是 一 个 广义 函数 , 它 完 全 不 满足 定理 2 
和 定理 3 中 叙述 的 L? 有 界 性 准则 . 


16.5 热传导 方程 的 解 算 子 


已 知 热传导 方程 
Ut = Urg, (50) 

当 它 对 所 有 实数 zx MERZA 0 HAE NAS |z| 一 oo 快速 趋 于 0 时 , 考虑 其 解 
u(s, t). 
定理 13 Kulst) 是 上 述 热 传导 方程 的 解 , 则 对 所 有 的 了 > 0, 

(i) |u(T)Imax € |u(O)Imax; 

(ii) Ju(T)\z1 < ju(0)| zi; 

(iii) |u(T)|z2 < |u(0)|za. 


154 第 16 章 有 界线 性 映射 的 例子 


注 2 HF (50) 是 线性 的 , 这 些 估计 说 明 u 由 其 初 值 唯一 确定 且 u 对 初 值 的 依赖 
是 线性 的 . 因此 解 算 子 
S(T) : u(0) — u(t) (51) 
是 良 定 义 的 ， 由 此 , 定理 13 可 以 重新 叙述 为 : 作为 L LP 的 一 个 算 子 (p = 
oo, 1,2), |S(T)| < 1. 
WEB] 设 上 是 任意 一 个 正 数 . EX v(z,t) 为 
v= ue tt, (52) 
W v 满足 方程 
UV + kv = vee. (50^) 
由 于 u(z,t) 43 |z| — oo 时 趋 于 0, 同样 的 结论 对 v(z, t) 也 成 立 . 故 函 数 |v(a, t)| 在 
带 {(x,t): O<t<T, -coco<z<ocol 内 取 到 最 大 值 . 我 们 断定 该 最 大 值 在 上 = 0 
HAREL. 设 最 大 值 在 t=T 时 取 到 . SEA v(z,T) > 0, W (50) 左 端 第 一 项 
> 0, 左 端 第 二 项 > 0, 而 右 端 的 项 v. « 0. 对 负 的 最 小 值 点 我 们 类 似 地 得 到 矛盾 . 
于 是 


£s 0)|. 
oP „le(s, £)] = max lv(z, 0)] 


这 证 明了 v 满足 定理 13(0). 在 (52) PS k — oo WH u 也 满足 (i): 
IS(T) <1, S: L? 一 L”. 
(ii) 258 p fli [o] Ae Sp 7; FB 
Wt = —Wee (53) 

的 所 有 在 0 < t < T 上 定义 的 且 当 |z| 一 oo 时 快速 趋 于 0 的 解 w, t) 构成 的 空 
间 . 在 (50) 两 边 乘 以 w, (53) 两 端 乘 以 u 并 相 加 , 得 

(uw), = wur 一 uuwzz. 
ERE R 上 对 zx 积分 ; 然后 再 分 部 积分 . 4 |z| 一 oo 时 v, w BF 0 这 一 事实 说 明 
右 端 积分 为 0. 故我 们 得 到 


0 = fwar = AES 
BH fuwdz = (u(t),w(t)) 与 上 无 关 , 特别 地 ， 


(u(0), w(0)) = (u(T), w(T)). (94) 
记 初 值 u(0) 为 f; 在 记号 (51) 中 , u(T) = S(T)f. 类 似 地 , 记 终 值 wT) X g. 与 刚 
刚 我 们 证 明 的 对 (50) 的 解 一 样 , 对 上 < T, w(t) 完全 由 wT) RE, BE wT) 和 
w(0) 之 间 存 在 一 个 线性 关系 , WA S: 
w(0) = S'(T)g. 
在 此 新 记号 下 我 们 把 (54) 重新 写 为 
(f, S(T)g) = (S(T)f, 9). (55) 
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括号 (uw) 是 一 个 双 线 性 函数 : 对 固定 的 w, CH u 的 线性 泛 函 ; 而 对 固定 的 u, € 
是 w 的 线性 泛 函 ; 故 (55) 说 明 S 和 S' BARE. 
容易 验证 


jules = on |(u, w)]. 


U|max =] 


(iii) 由 前 面 的 定理 4, BA Marcel Riesz 定理 , 可 得 S: L? 一 L? WAHRE O 


注 3 PR (iii) 的 另外 一 个 直接 的 证 明 . 在 方程 (50) 两 端 乘 以 2u 并 在 R 上 对 
r 积分 . 在 右 端 分 部 积分 . 由 于 |z| 一 oo 时 u(z,t) 一 0， 


TELE = - f waz, 
dt 


这 证 明了 f u?(z,t)dz Æ t 的 递减 函数 , 由 此 (iii) 成 立 . 
类 似 地 可 以 给 出 (ii) 的 直接 证 明 . 用 zj(t) 表示 ul, t) 改变 符号 的 点 : 


> 0，zj <2 < zi+l)7 偶 数 ， 
{ «0, y<z< zi+l,7 有 数 ， 
则 
. festı(t) 
uD = J1} J NET (57) 
Xi t 微分 , 并 利用 微 积分 和 方程 (50), 我 们 得 到 
Fh = ay f u waz = 3-3 f u "a 
= 3C (ue (2541) — Uz(x;)). (57^) 
根据 (56), u 的 一 阶 z- 导数 在 每 个 点 zj 处 改变 符号 : 
uz(z;,t) > 0，7 偶 数 ， 
"UT | <0, JR. 
因此 (57) An < 0. 这 证 明了 lw 人 lz 是 t 的 递减 函数 , 从 而 (Gi) 成 立 . o 


我 们 下 面 给 出 定理 13 的 另 一 个 证 明 . 可 求 得 (50) 的 初 值 问题 的 显 式 解 ; 
u(z,t) = i f f(yje- 79 tay, 


这 证 明了 S 是 积分 算 子 , 其 核 为 exp{(z — y)?/4t)/2 Vt. 应 用 定理 1(ii) 和 (iv) 可 
以 证 明定 理 13 的 (i) 和 (ii), 应 用 定理 3 可 以 证 明 (iii). 口 


定理 13 对 任意 多 个 变量 的 二 阶 椭圆 型 方程 也 成 立 ; 上 面 给 出 的 证 明 对 一 般 的 
情况 也 适用 , 当然 最 后 一 种 基于 显 式 解 的 方法 除外 . 
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16.6 ” 育 异 积分 算 子 , 拟 微 分 算 子 和 Fourier 积分 算 子 


上 面 提 到 的 几 类 算 子 在 现代 分 析 , 特别 是 偏 微分 方程 的 现代 理论 中 起 着 主导 作 
A. 它们 大 大 延 拓 了 经 典 的 积分 算 子 并 把 积分 算 子 和 微分 算 子 统一 起 来 . 特别 地 ， 
许多 微分 算 子 的 逆 可 以 用 这 些 算 子 表示 出 来 . 

关于 这 些 算 子 的 理论 可 参看 参考 文献 , 特别 是 Hórmander 和 Taylor HH. 我 
们 提醒 大 家 注意 一 个 特别 深刻 的 结果 , 它 是 由 David 和 Journée 得 到 的 关于 拟 微分 
算 子 的 L? 有 界 性 的 结果 . 
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17.1 KERN 


在 第 15 章 中 , 我 们 了 解 到 当 第 一 个 映射 的 目标 空间 是 第 二 个 映射 的 定义 空间 
时 , 如 何 通 过 复合 把 Banach 空间 到 Banach 空间 的 两 个 映射 相 乘 . 本 章 我 们 特别 
研究 从 Banach 空间 到 自身 的 有 界线 性 映射 . 任意 两 个 这 样 的 映射 可 以 复合 ,从 而 
使 集合 LX, X) 构成 了 一 个 有 单位 元 的 代数 . C 中 每 个 元 素 都 具有 第 15 章 定理 2 
和 定理 8 中 所 描述 性 质 的 范 数 , 也 就 是 满足 次 可 加 性 和 次 可 乘 性 的 范 数 . 这 样 的 代 
MIRA REAK. 

从 Banach 空间 X 到 自身 的 有 界线 性 映射 有 一 组 重要 的 仅 依 赖 于 LX, X) 的 
代数 和 解析 结构 的 结果 . 在 本 章 和 第 18 章 中 , 我 们 将 会 在 赋 范 代数 中 导出 这 些 结 
果 . 
定义 ” 赋 范 代数 C 是 复数 域 上 的 结合 代数 , 其 中 每 个 元 素 M 都 有 一 个 非 负 的 范 数 
|M], |M| = 0 ER M = 0, 且 范 数 进一步 满足 

IM+ N < IMI + Nj, |cM| = |el|M|, |NM]| < |NI|M!. (1) 
若 赋 范 代数 C 的 单位 元 工 的 范 数 为 1, 即 
= 1, (2) 
则 c 是 有 单位 的 赋 范 代数 . 
定义 ERRAL 关于 其 范 数 是 完备 的 , WH C 为 Banach 代数 . 
本 节 中 的 结果 不 仅 对 C(X,X) 成 立 , 而 且 对 所 有 有 单位 的 Banach 代数 也 成 立 . 
EX WER Banach 代数 C 的 元 素 M 在 C 中 有 一 个 逆 元 N= M 
NM = MN - I, (3) 
则 称 M 是 可 逆 的 . 如 果 分 别 有 
AM=I, I- MB, (4) 
则 称 A 为 M B zi, BAMM Aw. 代数 中 的 一 个 基本 事实 是 : 若 M BEB 203 
A LAA B, 则 它们 相等 . 这 是 因为 在 AM = IAW B, 得 
AMB = B. (5) 
根据 结合 性 和 (4) 中 第 二 个 关系 式 , 我 们 得 到 A=B. 
定理 1 
(i) # M $ K&T, 则 MK 也 可 逆 且 
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(MK)! = K `M". (6) 
(ii) = M fo K XR, 
MK = KM, (7) 
且 它 们 的 乘积 可 逆 , 则 M Fo K ART i. 
证 明 (1) 由 结合 性 立即 可 以 得 到 . 为 证 明 (2), X MK NWA N: 
(MK)N = I-N(MK). 
HN K 的 结合 性 ，KN 是 MSH. 根据 MA K 的 交换 性 以 及 结合 性 , 我 
们 得 到 
I= N(MK) = N(KM) = (NK)M, 
从 而 NK 是 MAA. 故 M 是 可 逆 的 . 口 


定理 1 是 纯 代 数 性 的 结果 ; 但 下 面 的 结论 不 是 . 
定理 2 假设 Banach 代数 L 中 的 元 素 K 是 可 弟 的 , 则 C 中 和 K 充分 靠近 的 元 
Aa p HH. 特别 地 , X 
|A| < IK (8) 
则 元 素 L=-K-A Til. 
WR ”我 们 首先 考虑 K = 了 这 一 特殊 情形 ; 我 们 断定 只 要 


|B| « 1, (9) 
I- B 是 可 逆 的 , I- BEIM pg LIT RL 
Fes (9’) 
0 


给 出 . 显然 , 由 于 |B) < 1, 上 面 级 数 的 部 分 和 序列 是 Cauchy 列 ; 由 于 L 是 完备 的 ， 
级 数 收敛 . 由 (1), 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 乘 ; 在 (9) RAMI B, 我 们 得 到 


BS= BY B- Y BY - S-I 
0 1 


由 此 (1— B)S = I. 类 似 地 , 在 (9) 式 右 端 乘 以 B 可 以 证 明 S(I- B) = I. 这 证 明 
TS&I-BRM. 
我 们 现在 考虑 (8) 把 K- A 分 解 为 
K-A=K(I-K'A). (10) 
id B—K A; 根据 次 可 乘 性 和 不 等 式 (8), 
|B| = |K  A| < |K !||A| < 1. 
利用 (9), 我 们 对 (10) 取道 : 


(K-A)'-(I-K! A)!K'! - V(K?APK^. (10^) 
0 
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这 证 明了 (K- A) RR. o 
EM CPE M 的 预 解 集 由 使 得 
入 了 一 M 

可 逆 的 那些 复数 和 构成 的 集合 ; M 的 谱 由 那些 使 得 XT- M 不 可 道 的 和 构成 的 集 
合 . M 的 预 解 集 记 为 p(M), 谱 记 为 e(M). 

在 11.4 节 中 定义 了 值 域 在 复 Banach 空间 里 的 复 解 析 函 数 . 由 于 Banach 代数 
也 是 复 Banach 空间 , 我 们 也 有 值 域 在 Banach 代数 中 的 解析 函数 的 概念 . 读者 可 以 
立即 验证 , 两 个 解析 函数 的 乘积 是 解析 的 . 解析 函数 理论 所 有 的 标准 性 质 (Cauchy 
积分 定理 , Cauchy 积分 公式 , BBM, Laurent RW, 等 等 ) 对 取 值 在 Banach 代数 
里 的 解析 函数 都 是 有 意义 的 而 且 成 立 的 . 
定理 3 

(i) RMR p(M) 是 C 的 开 子 集 . 

(ii) 在 (M) 上 , M 的 MMA (CI— M), 简 记 为 (( 一 M) ^, RC HMB 

AK 


证 明 假设 入 属于 p(M). 对 KK= AI— MA A = hI 应 用 定理 2， 
(A—hI—M-(AI-— M - hl) 
对 充分 小 的 h 是 可 道 的 . 这 证 明了 (i). 
根据 公式 (10), 


(A -= h) — M)! = $ (A - Myth”, (11) 

0 
这 证 明了 预 解 式 在 p(M) 中 每 个 点 A 周围 可 以 展开 为 办 级 数 , AEBS |h| < 
IA — M)-1|-! 时 收敛 . 这 证 明了 预 解 式 是 5 的 解析 函数 . 口 


级 数 (11) 当 |h| < |(A— M)! 时 收敛 . 由 此 , 我 们 推出 如 下 推论 . 
推论 3 XXe p(M), 用 ad(A) 表示 和 到 M 的 谱 集 的 距离 则 
=M 12 (11^) 
定理 A(Gelfand) 
(i) ROM XC P 3EZ 5E RAR. 
(ii) M 的 谱 半 径 , iA |o( M), 定义 为 
|o(M)| = es AA | 和， (12) 
则 
ic) = lim | 入， (12^) 
WER 由 于 o( M) 是 开 的 , CRIE o(M) 是 闭 的 . 对 A = CM 应 用 (9) Al 
(9), 我 们 看 到 
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CI- M1=C1(I- MC)! =) MO (13) 
0 


当 |C-1MI < 1 时 收敛 , 即 当 Ich > | MI 时 收敛 . 这 证 明了 每 个 这 样 的 Cs oM); 故 
o(M) 中 每 个 和 满足 IA! < [M]. 这 证 明了 谱 是 有 界 的 . 

ERA (13) 是 预 解 式 在 co 点 的 一 个 Laurent 级 数 ; 第 一 项 是 CHI. 对 (13) X 
在 围 道 C :|c| = c,c > |M EXE 积分 得 到 

¢ -mI (14) 

若 M 的 谱 是 空 集 , 则 由 定理 3(i), (C — M)! 是 处 处 正则 解析 的 函数 . 对 Banach 
空间 上 的 解析 函数 应 用 Cauchy 积分 定理 , (14) 式 左 端 积分 将 会 是 0; 由 于 右 端 积 
分 不 为 0, 这 证 明了 o( M) 是 非 空 的 , 此 结果 由 A. E. Taylor 得 出 . 


下 面 我 们 更 精确 地 研究 级 数 (13) 的 收敛 半径 . 设 大 是 任意 整数 , 则 我 们 有 分 
H n=kq+r, 0<r <k.  M* = Mt" =( My M" 由 此 我 们 推出 


|M"| < |M'||M*|e. 
这 给 出 估计 式 
|M”) IM" MN 
pa Er = »» Tr [Cn+1 < (Y L2 2, ( Tak ) ? 
TEF 
k 
1> MI , 即 |c| [M^|U/*, (15) 


lel? 

则 级 数 (13) 绝对 收敛 , 故 每 个 满足 (15) 的 5 属于 预 解 集 ; 从 而 o(M) 中 每 个 入 满 
Æ |A| < [M*|V*. 根据 定义 (12), o(M) < |M*|!/*; 由 于 这 对 所 有 的 整数 都 成 立 ， 
故 有 

lo(M)| < lim inf | M^|"/. (16) 
现在 再 次 考虑 预 解 式 的 表示 式 (13) 并 把 C77! 的 系数 用 Cauchy 积分 公式 表示 出 
来 : 

fe- moei = m". (17) 


z 
我 们 可 以 选取 积分 的 道路 为 M 的 预 解 集 中 绕 o(M) 一 图 的 任意 围 道 C. 由 定义 
(12) 知 \¢| = lo(M)| + 6 是 这 样 的 一 个 围 道 . 于 是 我 们 估计 (17): 
IM"| < c(le(M)| - 9)"*!, c= E oa I(T- ME 
取 n KAR, 
|M"^|V* < c^ (la(M)| 4-0)! *t/^, 
再 取 lim sup, 得 到 
lim sup |M"|'/^ < |o(M)| + 6. 
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由 于 这 对 任意 的 5 > 0 成 立 , 它 对 6 = 0 也 成 立 ; 


lim sup| M"|V/” < |o(M)|. (18) 
比较 (16) 和 (18) 得 , lim inf] M"|U/^ 和 lim sup| M" |^ 相等 , 于 是 我 们 得 到 Gelfand 
的 谱 半 径 公 式 (17). " 

17.2 函数 演算 
由 于 L 是 一 个 代数 , 对 多 项 式 plt), 我 们 令 
N 
p(M) — 5 a; (19) 


为 C 中 元 素 M 的 多 项 式 . (19) 定义 了 一 个 从 多 项 式 代数 到 代数 C 中 的 映射 , 显 
然 , 这 是 一 个 同 态 . 这 个 同 态 可 以 延 拓 到 比 多 项 式 代数 更 大 的 一 个 函数 类 里 ; 例如 
我 们 可 以 定义 


更 一 般 地 , 对 任意 整 函 教 
IC) = 9 anc”, (20") 
我 们 可 以 定义 
f(M) = 》 anM". (20) 


更 进一步 , 由 (12^) 知 , 我 们 可 以 对 在 半径 超过 |o(M)| HAA ARN FRR, FE 
X (20). 现在 我 们 给 出 一 个 更 加 一 般 的 延 拓 . 

定义 ” 设 MEL 中 一 个 元 素 , f(0) 是 在 包含 o(M) HERG 内 解析 的 函数 . WE 
C 是 GN p(M) 内 绕 o(M) 中 每 个 点 一 图 但 是 绕 G 的 补 集中 每 个 点 0 次 的 一 个 围 
道 . 我 们 定义 


ram) = E C- MF() 

根据 Cauchy 积分 定理 , (21) 与 围 道 的 选取 无 关 . 

定理 5 
(i) & f SAAR, 定义 (21) 和 定义 (19) 38 E]. 
(ii) 从 包含 o(M) HAREM AH BRA RH KMS) C 内 的 映射 (21) 是 一 个 
(iii) c(f(M)) = f(o(M)). (22) 
(iv) Rf 在 包含 o(M) 的 一 个 开 集 解析 , g AAS f(o(M)) 的 一 个 开 集 上 解 

析 . Ah 表示 它们 的 复合 , 即 


h(S) = g(f (6), (23) 


(21) 
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则 
h(M) = g(f(M)). (23 ) 
证 明 (i) 在 (21) 中 用 多 项 式 代 替 (0 并 利用 (17) 说 明 (21) 和 (19) 相同 . Al 
样 的 论证 说 明 对 在 半径 大 于 |o(M)| 的 圆 盘 内 解析 的 f, (21) 和 (20) 相同 . 
(ii) 对 任意 的 复数 6 Aw, 
((I-M)-wI-M)=(-w)l. 
假设 < 和 w 都 属于 pM). 在 上 面 的 等 式 两 端 乘 以 ((- M) w- M(E- w): 
(C-w)![w — M)! -(C- M) 1] = ((C- M)! (v - M). (24) 
XX (24) 称 为 预 解 恒等式 . 
显然 , 由 (21) 给 出 的 映射 f 一 (M) 是 线性 的 . 现在 我 们 证 明 它 是 可 乘 的 . X 
和 9 在 包含 o(M 的 开 集 G 内 是 解析 函数 . 我 们 选取 两 个 都 包含 在 GO p( M) 内 
的 围 道 C 和 D 使 得 它们 没有 公共 点 且 DECA, 即 C 绕 D 的 每 个 点 w 一 次 而 
D 绕 C 的 每 个 点 < 零 次 . 对 f 和 g 分 别 在 围 道 C 和 D 上 应 用 定义 (21), 我 们 把 


f{M)s(M) 写成 两 个 积分 的 乘积 , 并 把 它 表示 为 二 重 积分 . 利用 预 解 恒等式 (24): 


/(M)g(M) = ¢ (€ — Mw- M)f(Oglw) SS. & 


2Ti 271 


= $ f (6-0) "w- M7 -«- M)! f (Qg(w) SC S9 


21i 27i 


=f |f «- a7 rosa -Mg 


25i 
-£ |j (es gl) (c= M)" FOA: (25) 


由 于 C 绕 D 的 每 个 点 w 一 次 , 根据 Cauchy 积分 公式 ,上 式 第 一 项 中 关于 “ B8 
分 等 于 fw). AF D 不 绕 C 的 任意 点 6, 上 面 第 二 项 中 关于 o 的 积分 等 于 0; dX 
由 (25) 我 们 得 到 


FMM) = $ w- My f(w)g(e) de. 


根据 (21) 这 等 于 h(M), 此 处 h(w) = f(w)g(w). 这 证 明了 映射 (21) ERK. 

(iii) 我 们 必须 证 明 , u 属于 f(M) 的 谱 , SARS 形 如 

u=f(A), AEo(M). (26) 

7i u 不 形 如 (26), W fC) -u E o(M) 上 不 为 0. 因此 , (F(C) — u)" = g(C) 在 
包含 c(M) 的 开 集 上 是 解析 的 , 于 是 我 们 可 以 通过 公式 (21) 定义 g(M). HEF (ii), 
[f(M) — u — Dg(M) = h(M), 这 里 kC) = (fC) -站 9() = 1. 于 是 MAMD = 工 且 
g( M) 是 f(M) — uI YH. 这 证 明了 u 不 属于 o(f(M)). 

另 一 方面 , 假设 u 形 如 (26). 定义 函数 k) 为 
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EA, k(O 在 包含 o(M) 的 开 集 内 是 解析 的 , 故我 们 可 以 用 (21) 定义 K(M). 因为 
(C — X)k(€) = FC) 一 了 (和 ), UB (ii) 可 知 
(M - ADk(M) = f(M) - FA. (27) 
由 于 入 属于 o(M), 第 一 个 因子 是 不 可 逆 的 . 根据 定理 (ii), f(M) 一 £091 BEA 
可 逆 的 . 
(iv) 根据 假设 , g(w) 在 f(o(M)) 上 是 解析 的 .因为 根据 Gi), fIM) 的 谱 是 
f(o(M)), 故 可 以 在 公式 (21) 中 把 f 换 成 g 且 把 M 换 成 f(M), C RM D: 


IEM) = d o - FM) st). (28) 


对 D 上 的 w,(w— f(Q)! 是 o(M) 上 的 解析 函数 ; 因此 再 一 次 应 用 公式 (21), 我 
们 得 到 当 围 道 C 不 绕 D 上 任意 的 点 w N, 


I- f(M) = -M7 (29) 
把 (29) 代入 (28): 
arm) = d EC- Mo- O gi (30) 


我 们 交换 积分 顺序 ; 由 于 C 不 绕 D 的 点 , 故 D 绕 C 中 每 个 点 C. 根据 Cauchy 积 
分 公式 ， 
j (o - KO)" WE = af F(0) = MG 


在 这 里 我 们 应 用 了 (23). 将 上 式 代 入 (30) 式 右 端 , 根据 (21), 我 们 得 到 了 h(M), : 
BB (23^). 


定义 (21) 和 定理 5 中 列举 的 性 质 称 为 算 子 的 函数 演算 . 关系 式 (22) 称 为 谱 映 
HER. 
假设 M 的 谱 可 以 分 解 成 n 个 互 不 相交 的 闭 分 支 的 并 : 
o(M)=0,U:---Uon, oj;Noxr = 9, Vj xk. (31) 
对 每 个 j, 用 Ci 表示 M 的 预 解 集中 绕 cj 中 每 个 点 一 次 但 是 不 绕 ok(k #5) 的 围 
道 . 我 们 定义 


Py = f; C- MS. (32) 
定理 6 
(i) Pj; 是 不 交 的 投影 , 即 
Pi=P;, BM jAk, PPren (33) 
N 
j=] 


J 三 
(iii) 25 on 非 空 , 则 P, #0. 
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证 明 ”关系 式 (33) 是 定理 5(i) 的 推论 . 由 于 C = 95 C; 绕 o(M) 的 每 个 点 一 
次 , 对 所 有 的 7 把 (32) 相 加 并 应 用 (14) 得 到 (34). 我 们 把 (iii) 的 证 明 留 给 读者 . 口 


习题 1 证 明 若 已 是 非 零 投影 , WHR P= PHO, X] 
|P| > 1. (35) 


习题 2 证 明 谱 半径 |c(WD)| 在 范 数 拓扑 下 关于 M LIES, 即 老 limM, = M, 
则 

lim suplo(Mn)| < lo(M)|. 
习题 3 证 明 lexpM] < exp| M]. 


习题 4 证 明 若 0 不 属于 o(M) 且 0 不 能 通过 (M) 中 的 曲线 与 co 连通 , 则 可 以 
定义 In(M), 使 得 
exp In( M) = M. 


习题 5 定义 Lm AH M fa (C— M) Ce p( M), 生成 的 代数 的 闭 包 . 证 明 Lm 
是 人 的 交换 子 代 数 . 


注 记 ”关于 Banach 空间 上 算 子 的 谱 理论 历史 , 请 参看 Dunford 和 Schwartz 的 书 
第 607~609 页 . 
“ 谱 ” 的 概念 由 Hilbert 首先 提出 , 它 在 量子 力学 中 有 许多 显著 的 意义 . 
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Banach 代数 是 复数 域 上 的 结合 的 、 完 备 的 赋 范 代数 . 在 本 章 中 我 们 假设 Ba- 
nach 代数 L 有 单位 元 I | 大 = 1, ME L 是 交换 的 : 
MN- NM, *| c 中 所 有 的 M 和 N. (1) 
在 这 里 我 们 通过 乘 性 泛 函 和 极 大 理想 这 两 个 等 价 的 概念 来 研究 可 道 性 . 
EX Banach 代数 L ERTS RZ Bp ÆA L 到 C 的 同 态 . 
尽管 定义 是 纯 代数 的 , 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 的 同 态 具有 下 面 的 分 析 性 
质 . 
定理 1 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 到 C 上 的 每 个 同 态 都 是 一 个 压缩 , 即 满足 
|p(M)| < |M]. (2) 
证 明 ”由 于 对 每 个 M, M= IM HB p 是 一 个 同 态 , 故 
p(M) = p( IM) = p( Dr(M). 
由 此 知 除了 p = 0( 在 这 种 情形 下 , 定理 的 结论 是 显然 的 )， 
p(1I) ^ 1. (3) 
4 有 是 [中 的 一 个 可 道 元 , 即 KN = I WH (3), 
p(K)p(N) = p(KN) = p(I) = 1; 
这 证 明了 如 下 引 理 . 
引 理 2 # K X T iÉ85, 则 p(K) Z 0. 
现在 假设 (2) 不 成 立 , 即 存在 M 使 得 |p(M)| > | M], 则 


M 

B= m (9 
满足 

IB) « 1. (4^) 
由 第 17 AEM 2 的 (9), (9) TA, K — 1— BRAWN. 另 一 方面 , 由 (4) 和 (2), 

M 

p(K) = (1) - » (ins; ) =1-1=0; 

这 与 引 理 2 中 的 结论 矛盾 : 35 K 是 可 道 的 , 则 p(K) z 0. M (2) 对 所 有 的 M 都 成 
XL. 口 


本 章 的 主要 结果 是 引 理 2 Mp. 
定理 3 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 C 中 的 元 素 K 是 可 逆 的 , 当 且 仅 当 对 人 到 
C 的 所 有 非 0 MA p, HA 
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p(K) # 0. (5) 

证 了 明 ”正如 引 理 2 中 证 明 的 那样 , d$ K 是 可 逆 的 , 则 对 所 有 的 非 0 同 态 p. 

p(K) 40. 余下 的 只 需 证 明 若 KEITEN, 则 存在 同 态 p:C 一 C 使 得 
p( K) = 0. (6) 

为 了 构造 这 样 的 一 个 p, 我 们 需要 一 些 代数 和 分 析 的 概念 . 
定义 ” 设 C 是 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 , 工 是 C 的 一 个 子 集 . WRT HE 

(i) T Æ L HRTEM; 

(ii) 对 c 中 任意 的 M, MICI; 

(iii) Z 是 非 平凡 的 , 即 它 既 不 是 {0} 也 不 是 整个 L, 
那么 称 工 是 C 的 一 个 理想 . 

注意 到 每 个 理想 都 不 能 包含 可 逆 元 N. 若 不 是 这 样 , 则 由 (Gi) 可 知 工 包 含 L 
中 每 个 元 素 , 与 (iii) TR. 特别 地 , T 不 包含 I 
引 理 4 设 L 和 A 是 相同 数 域 上 的 两 个 有 单位 元 的 交换 代数 , 9 X C 81A 上 
的 同 态 . 假设 9 在 以 下 意义 下 是 非 平凡 的 : 

(i) q 不 是 同 构 ; 

(ii) g(L) 真 包含 {0}. 
由 L 中 所 有 被 g 映 为 0 的 元 素 K 构成 的 同 态 q 的 核 是 上 的 一 个 理想 . MAM, L 
中 每 个 理想 工 是 某 个 非 平凡 的 同 态 的 核 . 

证 明 ”容易 验证 9 的 核 是 一 个 理想 . 为 证 相反 的 命题 , 定义 A 为 

A= L(modZ):= £/7, 
BU A 由 C 中 元 素 的 等 价 类 构成 , 两 个 元 素 M 和 M 是 modI 等 价 的 , 如 果 它 们 的 
ZRT I: | 
M=M mod? WRM-M'EI. 

等 价 类 的 加 法 和 乘法 定义 为 从 每 个 等 价 类 中 选取 任意 代表 元 相 加 和 相 飞 得 到 的 元 
素 所 在 的 等 价 类 . 

取 映 射 g 为 把 C 中 元 素 MRAM M mod? 等 价 的 所 有 M 所 在 的 等 价 类 . 
WA, q WRZE I. D 


引 理 4' iR C, do q 392132 4, 了 A 的 理想 , 则 了 8938 E C 的 理想 . 

WEBB ”这 很 显然 . 

在 前 面 我 们 注意 到 一 个 理想 中 不 能 包含 可 逆 元 . 相反 地 , 有 如 下 引 理 . 
引 理 5 L 中 任意 的 非 零 的 不 可 逆 元 KK 属于 某 个 理想 . 

证 明 ”所 求 的 理想 是 由 K 生成 的 主 理想 KL. 容易 验证 性 质 (i) 和 (ii); 由 于 
KL 不 包含 恒 等 元 LER (ui) 也 成 立 . 口 


定义 ” 极 大 理想 是 不 包含 在 任意 其 他 理想 中 的 理想 . 
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9386 Z 的 每 个 理想 都 包含 在 某 个 极 大 理想 中 

证 明 EC 中 由 理想 构成 的 集合 上 通过 包含 关系 定义 偏 序 . 设 {Ta} 是 一 族 全 
序 的 理想 . 我 们 断定 它们 的 并 是 一 个 理想 ; 容易 验证 性 质 (i) 和 (ii) 成立. 由 于 单位 
元 工 不 包含 在 任意 的 T, 中 , 也 不 包含 在 它们 的 并 中 ; 这 证 明了 性 质 (iii). 由 Zorn 
引 理 , 我 们 断定 在 包含 给 定理 想 的 所 有 理想 中 有 一 个 极 大 理想 . a 


结合 引 理 5 和 引 理 6 我 们 推出 引 理 7. 
引 理 7 C 中 不 可 逆 的 元 素 KK 属于 菜 个 极 大 理想 M. 
引 理 8 X M 是 [的 一 个 极 大 理想 , NR A = C/M 是 一 个 可 除 代数 , 即 A 中 的 每 
个 非 零 元 都 是 可 逆 的 . 

证 明 若 4 包含 一 个 非 零 的 不 可 道 元 CI = CA 是 包含 在 A 中 的 一 个 理 
AB. 现在 考虑 自然 的 嵌入 映射 g:C 一 C/ AM =A 根据 引 理 4, 了 WHAT EC 
中 的 理想 , 且 真 包含 A 中 0 的 逆 象 M. 由 于 假设 M 是 极 大 理想 , 这 是 不 可 能 的 . 口 


现在 我 们 讨论 一 些 分 析 的 结果 . 
引 理 9 有 单位 元 的 交换 Banach 代数 有 中 的 理想 工 的 闭 包 工 是 一 个 理想 . 

证 明 ”容易 验证 了 具有 性 质 (i) 和 (ii), 且 真 包含 {0}. 我 们 断言 T 不 包含 I 
由 于 工 不 包含 可 道 元 , 县 根据 第 17 章 定理 2 知 所 有 以 工 为 心 的 开 单 位 球 中 的 N 
BETEN, 故 I RE T P. 口 


引 理 10 有 单位 元 的 Banach 代数 C 中 的 极 大 理想 AM 是 闭 的 . 
证 明 车 M 不 是 闭 的 , 则 根据 引 理 9, M 的 闭 包 是 真 包含 M 的 理想 . 这 与 极 
大 性 矛盾 . 口 


引 理 11 设 避 如 上 , 工 是 上 中 的 闭 理 想 , 则 .4= C/T 在 商 代数 的 自然 范 数 下 是 一 
个 Banach 4X X. 


习题 1 证 明 引 理 11. 


下 面 的 结果 由 Mau 得 出 , 它 是 上 面 一 系列 引 理 的 主要 结论 . 
定理 12 X A 是 有 单位 元 的 可 除 Banach 代数 , 则 A 和 复数 域 同 构 . 

证 明正 如 在 第 17 章 定义 的 那样 , A 中 元 素 K 的 谱 是 使 得 CI- K 不可逆 的 
复数 c 构成 的 集合 , 这 里 I 是 4 的 单位 . 根据 第 17 章 定理 4, K 的 谱 都 是 非 空 的 . 
这 意味 着 存在 复数 k 使 得 kI- K 是 不 可 道 的 . 由 于 假设 4 是 一 个 可 除 代数 , 这 只 
能 当 KI - K 是 A 中 零 元 时 成 立 , 因此 kT= K. 于 是 每 个 元 素 K 是 单位 元 的 常数 
fà; 映射 

K—k (7) 
BAA C 之 间 的 一 个 同 构 . 口 
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现在 我 们 证 明定 理 3, 即 任 给 c 中 的 不 可 逆 元 K, 我 们 可 以 构造 同 态 p:L 一 C 
使 得 p( KK) = 0. 

根据 引 理 T, K 属于 某 个 极 大 理想 M; 根据 引 理 10, M 是 闭 的 . 根据 引 理 11, 
LIM 是 一 个 可 除 代数 . 于 是 根据 定理 12, C/A4 AMT C. 复合 


pm: L>L/M-C (8) 

是 c3pc 上 的 一 个 同 态 , 其 零 空 间 为 M. 由 于 OK 属于 M, pm(K) = 0, 这 证 明了 

定理 3. 口 
我 们 把 关系 式 (8) 重新 叙述 为 如 下 定理 . 


定理 13 HC 是 一 个 有 单位 元 的 交换 Banach RK, WA CL 中 每 个 极 大 理想 M, 
存在 人 一 C 的 同 态 pm 使 得 AM 为 其 零 空间 : 
pm(K) 二 0 当 且 仅 当 KeM. 
相反 地 , 从 人 C 到 C 上 的 每 个 非 0 同 态 的 零 空 间 是 一 个 极 大 理想 . 
我 们 注意 到 上 面 对 反 方向 的 论述 是 纯 代数 的 事实 . 下 面 我 们 给 出 定理 3 的 一 
些 结果 . 
定理 14 HLL NAL PHEEAE, DN HBR 
o{N) = {p(N)} (9) 
这 里 p 取 遍 所 有 L 到 CC 的 非 0 MA. 
证 明 ”根据 谱 的 定义 , 5 属于 oN), SARS CI - N 是 不 可 道 的 . 根据 定理 
3 这 当 且 仅 当 存在 p 使 得 p(CT- N) = 0. 因为 由 (3), pN = 1, Sk Ce o(N) SBR 
HFE p 使 得 C = p(N). 口 


下 面 我 们 说 明 如 何 利用 定理 14 中 谱 的 刻画 给 出 谱 映 射 定理 的 一 个 新 证 明 . 我 
们 首先 回忆 第 17 章 中 阐述 的 函数 演算 . 对 在 包含 o(M) 的 开 集 内 解析 的 函数 f, A 
X (21) 定义 f(M) 为 


SM) = PE- My fO ae (10) 
根据 第 17 章 定理 4(iii), 我 们 得 到 
o(f(M)) = f(0(M)). an) 


积分 (10) 是 通常 的 定义 Riemann 积分 的 部 分 和 在 范 数 下 的 极限 . 因此 , 对 任意 的 
有 界线 性 映射 L: C C, 我 们 可 以 在 (10) 式 右 端 积分 号 里 面 应 用 £: 


UM) = $ eE- M)7) fac (10) 
特别 地 , (10) 对 每 个 C 一 C 的 同 态 p RA: 
PM) = $ p (C - MY") f( zac (12) 


由 于 p 是 同 态 ， 
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»((& — My!) = (t - pM)". 
代入 (12) 给 出 
plf(M) = $ (6 - IM)" TORRT (13) 


2xi 
由 定理 14 可 知 pM) 属于 e (M). 根据 构造 , EE C 绕 o(M) 中 每 个 点 仅 一 次 ; 故 
由 Cauchy 积分 公式 , (13) 式 右 端 等 于 f (p(M)). 这 意味 着 
p(f(M)) = f(p(M)). (14) 
根据 定理 14, 4 p PORMA FAHI (14) 式 左 端 填 满 f(M) nn 
f(o(M)). 故我 们 断定 (11) 成 立 . 


在 本 章 中 构造 的 同 态 p 可 以 视 为 对 应 的 极 大 理想 M 和 中 元 素 N 的 函数 : 
p — p( M, N). (15) 
对 固定 的 N, p 是 极 大 理想 空间 J 上 的 函数 . 
定义 ”上面 定义 的 函数 p 是 交换 Banach 代数 L 在 它 的 极 大 理想 空间 J 上 的 Gelfand 
定理 15 
(i) Gelfand 表示 是 由 L 到 集合 ] 上 复数 值 函 数 构成 的 代数 之 间 的 同 态 . 
(ii) Gelfand 表示 是 一 个 收缩 : Ip(M,N)| < IN]. 
(iii) N 的 谱 是 表示 N H BRAHAM. 
(iv) 单位 元 I 被 pM, D) — 1 F. 
(v) 函数 p 分 离 Pw; 即 对 两 个 不 同 的 极 大 理想 M 和 M', 存在 NN 使 得 
p(M, N) # p(.M', N). 
证 明 (i) 表示 了 每 个 p ERA; (ii) 重新 叙述 了 (2); (iii) 重新 叙述 了 定理 ( 
(iv) 重新 叙述 了 (3); (v) 由 定理 13 可 得 . 


定义 ” 极 大 理想 空间 J 上 的 自然 拓扑 是 使 得 所 有 的 函数 pM, N) (N HE) 连续 
的 最 弱 的 拓扑 . 此 拓扑 称 为 Gelfand 拓扑 . 
定理 16 J Æ Gelfand 拓扑 下 是 紧 的 . 

证 明 ”考虑 飞 积 空间 


P = | | Dimi, (16) 
£ 
这 里 D, 是 复数 域 C 中 的 圆 盘 |C| <r. 每 个 圆 盘 是 紧 的 ; 因此 根据 Tychonov 定理 ， 


它们 的 乘积 P 在 乘积 拓扑 下 是 紧 的 . 根据 (15), pM, N) EAR Din, €. 我 们 通 
过 把 J 中 的 每 个 M 映 为 点 


IH». v. (17) 
L 
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把 J 映 到 P A. 根据 定理 15(v), (17) 是 J BI PARRA. 显然 , Gelfand 拓扑 和 由 
内 入 诱导 的 拓扑 相同 . 由 于 P 是 紧 的 , 只 要 知道 J 在 (17) 下 的 象 是 闭 的 就 能 够 得 
到 J RETE. Ww t= Jits 是 (17) 的 闭 包 中 的 点 . 我 们 断定 p(N) tu 是 C 一 C 
MIR, Bp twin =tm +tN, tNM =tntm H ten = cin. 根据 定理 15 中 的 (i), 
(17) 中 的 点 满足 这 些 关系 . 由 于 这 些 关 系 每 次 只 和 两 个 因子 有 关 , 它们 在 (17) HA 
包 上 仍然 成 立 ， 口 
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第 19 章 ”交换 Banach 代数 的 Gelfand 
理论 的 应 用 


19.1 代数 C(S) 


设 S ÆR Hausdorff 空间 , L = C(S) 是 S 上 连续 的 复 值 函数 构成 的 代数 ， 赋 
以 最 大 值 范 数 


|f| = max |f(s)]. (1) 
对 S 中 任意 的 点 r, 存在 与 7 对 应 的 同 态 py : C 一 C: 
pr(f) = f(r). (2) 
正如 我 们 在 第 18 章 定理 13 中 注意 到 的 , AA p, 的 核 是 一 个 极 大 理想 
M, = {f : f(r) =0}. (3) 


定理 1 C(S) 的 每 个 极 大 理想 M RH 40 (3). 
习题 1 证 明定 理 1. 
定理 1 证 明了 C(S) 的 极 大 理想 空间 可 以 等 同 于 S 自身 . 


19.2 Gelfand 紧 化 


WS 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 , Cs(S) ES LWA RHEE ARAMA 
数 , 赋 以 范 数 
|f| = sup |f (s)]. (4) 
任 给 S PA r, 由 (3) 定义 的 Mr 是 lS) 的 一 个 极 大 理想 . 我 们 断定 当 S 不 
是 紧 集 时 , lS) 还 存在 其 他 的 极 大 理想 . 我 们 对 S = R 证 明 此 结论 . 
BW sn E R, sn — oo, 并 设 工 是 由 所 有 满足 
„im sn) = 0 (5) 
的 函数 f 构成 的 集合 . 显然 , T 是 一 个 理想 . 同样 , T 中 的 函数 没有 公共 的 零点 . 由 
第 18 HN, Z 包含 在 某 个 (事实 上 有 很 多 个 ) 极 大 理想 M 中 ; 然而 明显 地 , M 并 
不 形 如 (3). 
尽管 定理 1 在 非 紧 情形 下 不 成 立 , 下 面 的 结论 仍 是 正确 的 . 
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定理 2 设 S 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 . 在 Gelfand 拓扑 下 , 形 如 (3) AKE 
想 M, 构成 的 集合 是 Cb(S) 的 极 大 理想 空间 的 一 个 稠密 子 集 . 
证 了 明 i .Mw CS) 的 一 个 极 大 理想 , U 是 Gelfand 拓扑 下 包含 Mw 的 
一 个 开 集 . 则 存在 某 个 & > 0 和 hi, he 使 得 
{M : Ip( M, hj) — p(Moo,hy)| <E, 1<j<k} (6) 
包含 在 7 中, 这 里 pM) 由 第 18 章 (15) REX. WA; = fj; cj, cj = p(Moo, hy); 
我 们 可 以 把 (6) BA 
UM : |p(M, fj))) <E, P(Moo, fj) =0, 1< 7 < k}. (7) 
我 们 断定 形 如 (7) 的 每 个 开 集中 都 包含 一 个 M. 若 不 是 这 样 , 则 对 S 中 每 个 r, 
M = M. 不 满足 (7). 由 第 18 BEM (14) AM, 的 定义 (3), p Me, fi) = Fir), 
(7) 不 成 立意 味 着 , 对 所 有 的 r, 
max | fj (r)| > e. (8) 
由 (7), (Mo, fj) — 0, X f;(j = 1,…,k) 属于 Mo. 由 于 Mo 是 一 个 理想 , 对 任 
意 的 有 界 连 续 函 数 9j; > 953 也 属于 Mo: 令 gj = f 则 


f=> ^P (9) 
属于 Mæ. 由 (8), Vre S, 

f(r) 2 e. (10) 
这 说 明 /是 一 个 可 逆 元 , 从 而 不 属于 任何 一 个 理想 . 这 个 矛盾 说 明 At。 的 每 个 邻 
域 包含 着 一 个 点 M. | 


TE Gelfand 拓扑 下 , Cs(S) 的 极 大 理想 空间 称 为 S 的 紧 化 . 这 个 空间 包含 着 一 
个 和 S 同 胚 的 稠密 子 空 间 ; Gelfand 紧 化 上 的 连续 函数 空间 中 的 函数 在 此 子 空间 上 
的 限制 构成 的 集合 是 S 上 所 有 有 界 连续 函数 构成 的 空间 . 

下 面 的 例子 更 加 有 趣 . 


19.3 ”绝对 收敛 的 Fourier RA 


设 C 是 由 单位 圆周 S! 上 有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 的 复数 值 函数 f(9), BITS 

Æ 
f(0)=)> en, (11) 
IfI = >》 len| < oo (12) 
的 函数 构成 的 代数 .容易 验证 范 数 (12) 是 次 可 乘 的 : |fg| < |fllgl. 故 c 是 一 个 
Banach 代数 . 函数 f = 1 EL 的 单位 元 , 其 范 数 等 于 1. 对 5S1 上 的 每 个 点 w, 映射 
pu(f) = f(w) (13) 
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是 £ 一 C 的 一 个 同 态 . 相反 地 , 有 以 下 定理 . 
定理 3 对 上 赋 以 范 数 (12), WAC a) C 的 每 个 同 态 p 都 形 如 (13). 

XEBB ”根据 第 18 章 定 理 1, 从 Banach 代数 映 到 C 的 每 个 同 态 范 数 都 为 1. 由 
于 e? 和 ce? 的 范 数 为 1, 故 


Ip(e^)| «1, Ip(e ^)| < 1. (14) 
由 于 p 是 同 态 ， 
p(e?)p(e ^) = p(1) = 1. (15) 
结合 (14) 和 (15), 我 们 得 到 pleit) = 1; 因此 我 们 可 以 把 plet) SA 
ple?) =e, w 是 实数 . (16) 
因为 p 是 同 态 , plet) = ei" 对 所 有 的 整数 ”都 成 立 , HARARE RA D cne'™， 
p ene”) = 5 ee, (17) 
由 于 p 是 连续 的 且 Y^ len] < oo, (17) 对 在 范 数 (12) 意义 下 收敛 的 无 穷 级 数 也 成 立 ， 
这 证 明了 p HW (13). 口 


根据 第 18 章 定理 3, Banach 代数 C 中 的 元 素 f 是 可 逆 的 ,如果 对 所 有 的 
C 一 C WIA p, WA p(f) #0. 由 上 面 定理 3, 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 4 如 果 定 义 在 单位 圆周 上 的 函数 f 有 绝对 收 伍 的 Fourier RH, HA S! 上 
任意 点 处 均 不 为 0, 则 它 的 倒数 fo) 也 有 绝对 收敛 的 Fourier RHR. 

这 个 由 Norbert Wiener 得 出 的 著名 定理 很 令 人 惊奇 , 因为 函数 f 的 Fourier 级 
数 和 它 的 倒数 的 Fourier 级 数 之 间 并 没有 明显 的 关系 . 

在 多 个 变量 的 情形 时 , 结论 是 类 似 的 : 

f(8) 2 M e,e^9, 0 n=nı,:,7, 


>: [Cn] < oo. 
与 定理 3 和 定理 4 类 似 的 结果 成 立 , 证 明 也 类 似 . 


19.4 闭 单位 圆 盘 上 的 解析 函数 


设 4 是 由 在 开 单 位 圆 盘 {z EC :|z| < 1} 内 解析 且 连 续 到 边界 {z € C :|z| = 1} 
的 函数 f(z) 构成 的 代数 . 在 范 数 
|f|= max |f lz)| (18) 
下 , 4 是 一 个 Banach 代数 . 
FER {z :|z| < 1) 上 的 一 点 w, 映射 
Pu(f) = f(w) (19) 
是 A 一 C 的 一 个 同 态 . 相反 地 , 有 以 下 定理 . 
定理 5 A 一 C 的 每 个 同 态 p 都 形 如 (19). 
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证 明 “根据 第 18 章 定 理 1, A p 的 范 数 |p| < 1. 由 于 根据 (18), f(z) = z W 
数 为 1, 故 


Ip(z)| < 1. (20) 
设 p(z) = w; 由 于 p 是 同 态 , plz”) = w^ 且 对 所 有 的 有 限 和 Do ajz, 有 
(ar) = Y aju’. (21) 
0 


这 说 明 当 f 是 多 项 式 时 , p(f) = fw). 由 于 A 中 每 个 f 在 |z| < 1 上 可 以 用 
多 项 式 一 致 地 通 近 , A p 是 连续 的 , 对 A 中 所 有 的 f, WA plf) = fiw). 这 证 明了 
定理 5. 
口 
习题 2 证 明 A 中 每 个 函数 在 单位 图 益 上 可 以 用 多 项 式 一 致 运 近 . 
定理 6 设 亡 ,….,j 是 A 中 在 单位 圆 盘 内 没有 公共 零点 的 m ASER C, 则 在 4 中 
存在 函数 gi gm, 使 得 ” 
i=] 
证 明 设 工 是 由 形 如 | 
f= > hifi, heA (23) 
j21 
的 函数 构成 的 集合 . 若 AA, 则 TZ 是 一 个 理想 , 因此 它 包 含 在 一 个 极 大 理想 M 
中 . 根据 第 18 章 定理 13, M 是 一 个 同 态 的 零 空 间 . 根据 定理 5, 所 有 的 同 态 形 如 
(19); 因此 极 大 理想 是 由 A 中 所 有 在 某 个 点 w 处 为 0 的 函数 构成 的 集合 . 由 于 假 
设 fj(7 = 1,…,m) 没有 公共 的 零点 , 它们 不 能 在 同一 个 理想 中 . 这 说 明 I 不 是 一 
个 理想 , AT T= A. 特别 地 , f= 1 可 以 表示 成 (23) 的 形式 ; 这 证 明了 (22). DO 
对 在 多 圆 盘 
[dal <0 
内 定义 的 、k 个 复 变 量 的 且 直 到 边界 连续 的 解析 函数 , 情形 是 类 似 的 . 定理 5 和 定 
理 6 也 有 类 似 的 推广 , 证 明 也 类 似 . 


19.5 “ 开 单 位 圆 盘 内 的 解析 函数 
Wt B 是 由 开 单 位 圆 盘 内 的 有 界 解析 函数 构成 的 代数 . 在 范 数 
IfI = sup |f(2) (24) 
F, B 是 一 个 Banach 代数 . 
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对 每 个 |w| < 1, Em (19) 的 映射 是 B 一 C 的 一 个 同 态 ; 因此 满足 
f(w)=0, lwl<1 (25) 

的 f 构成 的 集合 是 一 个 极 大 理想 Mu. 并 非 B 的 所 有 极 大 理想 都 具有 这 种 形式 . 
(HAE, 下 面 的 结果 是 正确 的 . 
定理 7 形 如 (25) 的 极 大 理想 Mu 构成 的 集合 在 Gelfand 拓扑 下 是 极 大 理想 空 
间 的 一 个 稠密 子 集 . 

由 定理 2 的 证 明 过 程 中 的 分 析 知 , 定理 7 和 下 述 性 质 是 等 价 的 . 
EE UO Hf, fm 是 BB 中 具有 如 下 性 质 的 函数 : 对 |z| < 1 中 的 每 个 z， 


dol fi(2)| > 1, (26) 
j=l 
则 存在 BP m 个 函数 g;(j =1,---,m) 使 得 
Dgifi=1. (27) 
j=l 


定理 7 称 为 冠 定理 . (26) > (27) 是 精巧 和 深刻 的 结果 . Lennart Carleson 利用 
函数 论 的 方法 证 明了 这 个 结果 . 在 1979 年 , Toms Wolff 利用 偏 微分 方程 的 方法 给 
出 了 一 个 完全 不 同 的 证 明 ( 见 参考 文献 Koosis). 


19.6 Wiener 的 陶 伯 定理 


本 节 处 理 没 有 单位 元 的 Banach 代数 . 此 时 可 以 通过 形式 地 加 入 一 个 单位 元 I 
的 方法 来 补救 , 即 若 4 是 一 个 没有 单位 元 的 Banach 代数 , 把 4 扩充 为 由 所 有 形 
如 AT+ MOA 是 复数 , M € A) 的 元 素 构成 的 代数 L. 加 法 按照 分 量 相 加 定义 , HR 
法 满足 分 配 律 : 

(I+ NI(AT+ M) = uAI 4- pM+AN+ NM. 

我 们 注意 到 A 是 C 的 一 个 极 大 理想 . 

在 扩充 后 的 代数 c 中 定义 范 数 如 下 : 

|AI+ Mj = JÀ] + |M]. 

显然 , 这 个 范 数 满足 次 可 加 性 和 次 可 乘 性 , 且 单 位 元 了 的 范 数 为 1. 

设 A 是 由 及 上 复数 值 的 可 积 函 数 (我 们 用 小 写字 体 表示 ) 构成 的 空间 L. Xt 
f,9 E A, 我 们 定义 f AI g 的 乘法 为 卷 积 


(f * g)(8) = 上 f(s — u)g(u)du. (28) 


在 积分 中 做 变量 替换 su = v, 得 到 卷 积 是 交换 的 . 
引 理 8 ALERT, BARAK RM, BP 
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If *glz: <|flolgle (29). 

证 明 假设 / 和 9 都 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 , 则 f *g 也 有 紧 支 撑 , 且 它 是 有 
限 和 

》 f(s- jA)g(jA)A (29°) 


在 A = 0 时 的 L! 极限 注意 到 ¢ 与 其 平移 具有 相同 的 L 范 数 ; 因此 根据 范 数 的 
次 可 加 性 , (29°) 的 L^ 范 数 以 


fl Y eGAJIA (30) 
AJ. & A 一 0; (29) 中 和 式 趋 于 f * g, (30) BF |flxlglr1, 故 不 等 式 (29) RZ. 
口 


事实 上 , 上 述 证 明 对 f 的 任意 平移 不 变 的 范 数 都 适用 , 从 而 
If *g| < |fllglr, (31) 

这 里 | | 表示 及 上 函数 的 任意 平移 不 变 的 范 数 . 从 现在 开始 , 我 们 假设 本 节 中 的 范 
数 均 为 L! 范 数 . 

我 们 用 c 表示 在 L 中 形式 地 加 入 单位 元 (我 们 记 为 e) 后 得 到 的 卷 积 代数 . 
下 面 我 们 确定 L 的 所 有 极 大 理想 , 或 等 价 地 , 确定 零 空 间 是 C 的 极 大 理想 的 乘 性 
Zap 卷 积 代 数 C 的 一 个 极 大 理想 是 L. 对 其 他 的 乘 性 泛 函 p, 存在 L! 中 的 f 
使 得 p(f) #0. 正规 化 f 使 得 


p(f) = 1. (32) 
设 t 是 任意 实数 , 记 fi 为 f 的 平移 : 
fels) = f(s — t). (33) 
引 理 9 在 范 数 意义 , ft 是 上 的 连续 函数 ， 即 
jim Ifırn — fel = 0. (34) 


证 了 明 当 f 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 时 , 结论 是 显然 的 ; 由 于 在 范 数 下 L! 中 的 
每 个 函数 /可 以 被 有 紧 支 撑 的 连续 函数 逼近 , 故 (34) 对 所 有 的 f 都 成 立 . 口 
现在 定义 
x(t) = p( fe). (35) 
HT p 是 连续 线性 泛 函 , 由 引 理 9, x 是 t 的 连续 函数 . 由 于 fu 的 范 数 与 t EX, 故 
对 所 有 的 实数 t, x(t) 一 致 有 界 , FA |f]. 
设 t 和 7 是 两 个 实数 . 我 们 断定 
fiar * f = fe * fr. (36) 
为 此 , 我 们 对 左 端 应 用 卷 积 的 定义 (28): 


(ft+r * f)(s) = [re —t—r)f(s — v)dv. 
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令 v—r -—u, WMERBA 
fru — t)f(s — r — u)du; 


此 即 f, « fr(s). 这 说 明 (30) 式 成 立 . 
现在 让 p 作用 在 (36) XXE. 由 于 p 是 可 乘 的 ， 
p(fitr)p(f) = P( fe) fr). 
根据 x 的 定义 (35) 和 正规 化 条 件 (32), x 满足 函数 方程 
x(t +r) = x(t)x(r). (37) 
我 们 已 经 证 明 x 是 连续 的 且 是 有 界 的 ; 根据 分 析 中 一 个 众所周知 的 结果 , (37) 的 所 
有 解 是 纯 虚 指数 函数 : 
x(t) =e, EER. (38) 
已 经 确定 了 p 在 f 以 及 f 的 平移 上 的 作用 , 我 们 想 确 定 它 在 C 中 所 有 9 上 的 
VERI. 首先 注意 到 由 于 p 是 连续 的 且 p(J) 7: 0, p 在 以 f 为 心 的 一 个 半径 充分 小 的 
球 内 不 为 0. 由 于 f 在 范 数 下 可 以 用 有 紧 支 撑 的 连续 函数 任意 逼近 , FEAR CHR 
的 连续 函数 使 得 p 在 其 上 的 作用 不 为 0. 这 说 明 我 们 可 以 取 是 有 紧 文 撑 的 连续 
函数 . 
Ug 是 具有 紧 支 撑 的 任意 连续 函数 , 则 和 式 (29) Æ L 范 数 下 收敛 到 fg. 
利用 记号 (33), 我 们 把 (29) 重新 写 为 


X /6GA)96A)A. (39) 
让 p 作用 到 上 面 的 和 式 上 , 我 们 得 到 p(f * g) KM FIRE: 
YetiAg(jA)A. (40) 
当 A 一 0 时 , (40) BF 
de) = f e'€" g(v)dv, (41) 


即 它 趋 于 与 g 的 Fourier 变换 相差 一 个 因子 1/V 的 函数 . 由 于 (39) BF fxg H 
p 是 连续 的 , M p(f *g) = 9(E). 由 于 p 是 可 乘 的 且 p(f) = 1, 故 对 所 有 的 具有 紧 支 
FE ESE PAL g, 
P(f * g) = plg) = 9(£). (42) 

由 于 p 和 在 € 点 的 Fourier 变换 都 是 g 的 连续 函数 , (42) 对 Li 中 所 有 的 9 R. 
我 们 总 结 为 如 下 定理 . 
定理 10 “” 卷 积 代 数 L 上 的 每 个 乘法 线性 泛 函 都 形 如 (42) X, REE 是 某 个 实数 . 
相反 地 , SBN ECR, (42) AEST C 上 的 一 个 乘法 线性 泛 函 . 

证 明 上面 已 经 证 明了 第 一 部 分 . 第 二 部 分 重新 解释 了 fg 的 Fourier 变换 
是 f A g 的 Fourier 变换 的 通常 的 乘积 这 一 众所周知 的 事实 : 

fg = fg. 
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定理 11 (Wiener) Kf X R Li D HH, HH Fourier 变换 FE) 对 任意 的 € 
均 不 为 0, 则 f. 的 平移 张 成 了 整个 L1, 即 任意 的 L BRP f 的 平移 的 线性 组 
合 在 L! 范 数 下 通 近 . 
注 1 三 非 零 这 一 条 件 是 必要 的 , 因为 车 f 在 7 点 为 0, 则 7 的 任意 平移 、 它 们 的 
线性 组 合 以 及 它们 的 L! 极限 的 Fourier 变换 在 n 处 都 为 0. 

uERH 5 g 是 有 紧 支 撑 的 连续 函数 时 , fg 是 f 的 平移 的 线性 组 合 (29) 的 
L! 极限 . 由 引 理 8, 对 任意 的 ge L', [re Æ f*g 的 L 极限 , 这 里 g EE L 
范 数 下 收敛 到 9 的 具有 紧 支 撑 的 连续 函数 列 . 因此 , 为 证 明定 理 , 我 们 只 需 证 明 函 
数 fx glg € L') 构成 的 空间 在 L! 中 是 稠密 的 . 口 


引 理 12 ik f wee 11,mm X L! 中 的 函数 , 其 Fourier FRM AKA, MA 
Hg € L 使 得 

m=f * g. (43) 
注意 到 Fourier 变换 具有 紧 支 撑 的 Li 函数 在 LO 中 稠密 ; 因此 由 引 理 12 可 知 定理 
11 成 立 . 


习题 3 WH Fourier 变换 具有 紧 支 撑 的 L 函数 m 构成 的 集合 在 D 中 稠密 . 


引 理 12 的 证 明 选择 一 个 充分 大 的 紧 区 间 1 使 得 它 包 含 m 的 支撑 . 构造 LL 
中 一 个 辅助 函数 h 使 得 其 Fourier 变换 是 实 的 而 且 


5 k rd 
h(£) — | <i (44) 
定义 F A f SESE, 即 
f*(s) = f(-3). (45) 
众所周知 f ERIFEHERI Fourier 变换 是 f 的 Fourier PRAIRIE: 
FEE) = fo. (45’) 


设 C 是 在 DL) 中 形式 的 加 入 单位 元 e 后 得 到 的 Banach 代数 . 我 们 视 e 为 广义 
函数 理论 中 的 Dirac 测度 5( 见 附录 B). C 中 的 元 素 形 如 
Me+k, kelt, AEC. 
显然 , ZA po(Xe +k) = 入 是 可 乘 的 . 由 定理 10, 其 他 的 乘法 线性 泛 函 均 形 如 
plàe +k) =A+Kk(E), EER. 
特别 地 , DICH e-h + f * f°. HE, pole- h+ f* fe) — 1, 此 非 零 . WHA p, 
p(e -h- fx» f) 21- h |f}. (46) 
由 (44) 和 f 非 零 可 知 , 对 所 有 的 上, (46) EER. 故 e — he f fe 不 属于 任意 乘法 
线性 泛 函 的 零 空间 中 . 
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我 们 断定 e—h+fxf XE c PRAWN, 这 是 因为 , 根据 第 18 章 定理 3, Banach 
代数 中 的 元 素 是 可 逆 的 , 当 且 仅 当 它 不 属于 任何 乘法 线性 泛 函 的 零 空 间 . 

用 d Ra e-—h+ f» fe We: 

(e— hc f*f*)*d-e. 
在 此 关系 式 两 边 滋 以 m: 
(e—h+fx* f°)*d*m=m. (47) 
我 们 断定 (e — h) « m 为 0; 为 此 , 我 们 视 e A Dirac 的 5 分 布 . (e — h) « m 的 Fourier 
变换 是 (1h), 参考 附录 B.5. 根据 构造 (44), 1- AHL LAOH m E I HR 
上 为 0. 这 证 明了 在 广义 函数 意义 下 (e — h) «m 的 Fourier 变换 是 0; 因此 (e—h)*m 
为 0. 代入 (47) 得 到 
fx ff xd*em=m; 


Ri g = f° «d*m, 这 正 是 所 要 证 明 的 关系 式 (43). 口 


现在 我 们 给 出 定理 11 的 一 个 应 用 . 
Wn tt R 上 一 个 有 界 函 数 , 当 s BF oo HARR: 


Jim n(s) — a. (48) 
设 f 是 一 个 正规 化 的 L1 函数 : 
ji f (u)du = 1. (49) 
于 是 由 (48) 和 (49) 易 知 
‚im (f *n)(s) = a. (50) 


问题 : 是 否 能 由 (50) 推出 (48)? 这 样 的 一 个 结果 称 为 陶 伯 定理 . 
定理 13 in XR E—-AGR BHR, f 是 在 (49) 意义 下 正规 化 的 L BH. 假设 
(50) 成 立 , 即 当 s BF oo 时 , f fon 的 卷 积 趋 于 数 a. 假设 f 的 Fourier 变换 处 处 
不 为 0, 则 n(s) 依 平 均值 趋 于 a, 即 对 每 个 数 d, 


Jim : Lr n(u)du = a. (51) 
WERA ”由 (50), 对 任意 的 也 
Jim (ft * n)(s) =a. (50^) 
Hx (50^) 的 线性 组 合 , 对 每 个 
h= ifto (52) 
得 
Jim (h «n)(s) =a Sig =a f hdu. (53) 


显然 , Ah 是 形 如 (52) 的 函数 列 的 L! 极限 , (50) 也 成 立 . 
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车 f AY Fourier 变换 处 处 不 为 0, 则 由 定理 11, (53) 对 所 有 的 L! 中 的 h RX. 
特别 地 , 取 

A i/d O<s<d, = 

h(u) | 0. 其 他 . (54) 

对 此 h, (53) 化 为 (51). 口 


i£ 2 (51) 不 是 (48) 但 是 它们 已 经 相当 接近 . 例如 , En Æ R, 上 是 一 致 连续 的 ， 
则 由 (51) 可 以 推出 (48). 


习题 4 Bin 是 缓 增 函 数 ， 即 
sup n(u) — n(v) (55) 


u-l<v<u 
当 uF oo 时 趋 于 0. 证 明 由 (51) 和 (55) 可 以 推出 (48). 
注 记 Wiener 利用 他 的 陶 伯 定 理 证 明了 素数 定理 


习题 5 d [ER BEL BK. UN f 的 平移 张 成 了 L? YENY f E-A 
有 正 Lebesgue 测度 的 集合 上 不 为 0. 


注 3 A. Beuring 证 明了 : # f 属于 所 有 的 L?(1 <p) A f 在 一 个 具有 下 Lebesgue 
测度 a(0 < a < 1) 的 集合 上 为 0, WA p < 2/(2 — o), f 的 平移 不 能 张 成 整个 IP. 


19.7 交换 的 B* 代数 


Gelfand 理论 对 研究 复 Hilbert 空间 上 的 算 子 构成 的 交换 代数 特别 有 用 . 在 第 
15 章 中 我 们 引入 了 Banach 空间 X 上 得 有 界线 性 算 子 4 的 转 置 的 概念 . 当 4 为 
复 Hilbert 空间 H 上 的 算 子 时 , CHIR, 称 为 伴随 , 记 为 A: H — H. X} H 
中 任意 的 z,y, 有 
(Az, y) = (x, A" y). (56) 
每 个 有 界 算 子 A 都 有 一 个 伴随 4*; 下 面 的 代数 性 质 由 定义 直接 可 得 : 
(A+ B) = A* + B', (kA) = kA”, 
A“ = A, (AB)* = B' A*. (57) 
我 们 把 4 的 算 子 范 数 记 为 ||4||. 
定理 14 ik H X Hilbert 空间 ,和 A: 昌 一 日 是 有 界线 性 映射 , 则 
|| Al] = 1A" |]; (58) 
|| A* All = || AI". (59) 
证 明 在 (56) 两 边 取 绝对 值 并 对 所 有 单位 长 度 的 z,y(|lz|| = |lyl = 1) RE 
界 . 在 左 端 首先 对 y 取 上 确 界 再 对 zx 取 上 确 界 ; 得 到 A 再 右 端 按 相反 的 顺序 取 
上 确 界 , 得 到 ||4*||; 这 证 明了 (58). 
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为 证 (59), Æ (56) PRR y = Az; 由 Schwarz 不 等 式 ， 
|| Az||? < llzllllA* Az] < ||z||?||A* All. 
对 所 有 单位 向 量 z 取 上 确 界 , || All? < AA. BIZXHISETERI (58), ||A* Al] < 
NA All < LAT, 因此 (59) R. 口 


定义 ”具有 性 质 (57), (58) 和 (59) 的 * 运算 的 完备 赋 范 代数 称 为 B 代数 . 

Bt 代数 中 的 元 素 4 称 为 是 自 伴 的 , WR A = A. BRARK AHH, MR 
B' =-B. 
定理 15 

(i) RB 代数 的 自 伴 元 A 的 谱 是 实 的 . 

(i) 反 自 伴 元 BB 的 谱 是 虚数 . 

WEBB ”根据 Gelfand 理论 , A 的 谱 集 为 (p(A): p 是 任意 的 乘法 线性 泛 函 }. 我 
们 断定 车 A 是 自 伴 的 , 则 p(A) 是 实 的 . 为 此 , id. 


p( A) =a +ib. (60) 
设 t 是 任意 实数 ; 令 工 = A4+itI 则 T*=4-itI 且 
T'T=A + (61) 
由 (60), p(T) =a+i(b+t), X 
\p(T)|? = a? + (b + t)?. (62) 
根据 第 18 章 定理 1, 每 个 乘法 线性 泛 函 是 一 个 压缩 : 
Ip(T) < IIT. (63) 


在 左 端 利用 (62), 右 端 利用 (59) 和 (61), 由 (63) 我 们 得 到 
a? + (b+ t < IIT *T || < || All? +t. 
车 5b 关 0, 对 和 6， 同 导 的 充分 大 的 6, 这 明显 是 错误 的 . wo = 0; 这 证 明了 定理 15(i). 


E B 是 反 自 伴 的 , 则 由 (57) MiB 是 自 伴 的 . 故 (ii) 由 (i) 可 得 . 口 
定理 16 交换 B* 代数 上 每 个 乘法 线性 泛 函 p 满足 
p(T *) = p(T). (64) 
证 明 €EXAMBA 
A= LLL, 日 = -一 ; (65) 


由 (57), A* = A, B' - —B. ÆT RIT * 分解 为 
T=A+B T*=A-B. 


由 于 p 是 线性 的 ， 
p(T) = p(A) + p(B), p(T ") = (A) - p(B). (66) 
根据 定理 15, p( A) 是 实数 而 p(B) 是 虚数 ; 因此 由 (66) 可 得 (64). 口 


定理 17 对 交换 B* 代数 中 的 每 个 了， 
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7] = lo(T)l. (67) 
证 明 ”我 们 首先 证 明 对 代数 中 的 自 伴 元 A, (67) 成 立 . 4 A* = A 时 , (59) 变 
成 


|| A*|] = IIAITP. (68) 
由 (57) 知 若 A 是 自 伴 的 , 则 4 KERRE A FR, 因此 由 (68) Al 
|| A?"|| = || A" II. 
依次 对 n = 1,2,4,8,…,2* = m 应 用 此 等 式 并 结合 这 些 等 式 , 我 们 得 到 
|14™|| = || All". 


取 m 次 根 , 我 们 断言 
im || A"||/*» = || Al], m-2*. (69) 
根据 第 17 章 定理 4, (69) 左 端 极限 等 于 A 的 谱 半 径 ; 这 对 自 伴 的 T= A 证 明了 
(67). 
下 面 考虑 任意 的 T. 由 (64), 对 任意 的 乘法 线性 泛 函 p, 


p(T *T) = p(T *)p(T) = |p(T)!. (70) 
由 于 o(T) 中 每 个 点 形 如 p(T), 由 (70) 4n TT HK T 的 谱 半 径 的 平方 : 
lc(T *T)| = |o(T)|?. (71) 
根据 (57), T "T 是 自 伴 的 ; 由 于 我 们 在 对 称 的 情形 已 经 证 明了 (67), 故 
| (72) 


WAS (71) 结合 给 出 
IIT *TI| = |o(T)|?. 
由 (59), ||T "TI = ||T||?; 这 证 明了 对 所 有 的 T, (67) 成 立 . 口 


注 记 “为 了 导出 19.7 节 中 的 结果 , Gelfand 发 展 了 交换 Banach 代数 理论 , Banach 
代数 理论 在 Wiener 定理 上 的 应 用 是 人 们 后 来 才 想 到 的 . 


历史 注 记 ” 陶 伯 定 理 是 Hardy 和 Littlewood 以 奥地利 数学 家 Alfred Tauber(1866— 
1942) 的 名 字 命 名 的 , Tauber 在 1897 年 写 了 这 方面 的 第 一 篇 论文 . 他 的 主要 贡献 
是 精算 科学 . 1942 年 , 他 被 关押 到 了 Theresienstadt 集中 营 . 
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#208 算 子 及 其 谱 的 例子 


设 X 是 Banach 空间 , L(X, X) EX 上 的 所 有 有 界线 性 映射 构成 的 Banach 
代数 . 在 本 章 中 , 我 们 讨论 并 阐述 LX, X) 中 的 线性 算 子 的 谱 理 论 . 


20.1 FW X5 BR 5j 


首先 考虑 c(X, X) 中 线性 算 子 M 的 可 逆 性 . 根据 定义 , M 是 可 道 的 , SEN 
当 它 把 x 一 对 一 地 映 到 x 上 . 根据 闭 图 象 定 理 ，M 的 逆 是 有 界 的 (参考 第 15 章 
定理 11). 因此 只 有 两 种 情况 使 得 M 不 是 可 道 的 : 

(a) M 不 是 一 对 一 的 ; 

(b) M 不 是 映 上 的 . 

由 此 可 知 , 车 两 个 线性 映射 M 和 K 的 乘积 MK 是 可 逆 的 , 则 K 是 一 对 一 的 ， 
M 是 映 上 的 . 车 M 和 K 交换 , BÜ MK = KM, 则 由 乘积 的 可 道 性 得 到 及 和 M 
都 是 一 对 一 的 和 映 上 的 , 因此 M 和 K 都 是 可 道 的 . 

在 第 17 章 定 理 2 中 我 们 看 到 , 若 Banach 代数 中 的 元 素 K 是 可 道 的 , 则 当 
|A| < en 时 , SCH K- A RAY. 对 线性 映射 ， 我 们 有 如 下 另外 的 结果 . 
定理 1 设 久 是 Banach 空间 ,KK: 铸 一 XX 是 到 上 的 有 界线 性 映射 , 则 形 如 


K-A, |4| <e，e 充 分 小 (1) 
的 映射 也 是 映 上 的 映射 . 
证 明 由 第 15 章 定理 9, 存在 常数 使 得 Vz c X, 存在 v e X 满足 
Kr =z, |z| < klzl. (2) 


我 们 现在 断定 若 线 性 映射 4 Xx — Xx 的 范 数 |4| < 1/k, W K- A d X RB) X 
上 , 而 且 对 任意 的 u, 存在 z 使 得 


(ck Aven qe aa! (3) 
z IBV PS (x) 的 极限 , {zn} 可 以 递归 地 定义 如 下 : 
K2n+1 = Az, +u, To = 0. (4) 


根据 (2), 对 n= 1, WE (4) 有 解 mi, H zi 满足 |z1| < klul. 对 n > 1, 我 们 对 两 个 
相 邻 的 方程 (4) 相 减 构造 2,41: 

K(2n41 一 Zn) 一 4(zn — In-ı)- (5) 
由 (2), (5) 的 解 (zi — En) 满足 
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[Zn41 — Zn| € k|Allzn 一 Zn-1|. (5°) 
HF k|A| < 1, 由 (5^) 可 知 序列 {zn} 收敛 . 在 (4) PE n oo, 得 到 z = lim zn 
满足 (3). 由 于 zo=0,r= To (Zn41 ~~ Za); 
el < > [angi — zal < I "(KIAD"Izi < k/Q — klAl)lul, 
这 正 是 (3) 式 所 要 证 明 的 . 口 


在 第 17 ER, 我 们 定义 有 界线 性 映射 M 的 谱 o(M) 是 使 得 A- M 不可逆 的 
所 有 复数 入 构成 的 集合 . 
定理 2 设 M:X 一 区 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 若 入 是 M 的 谱 的 边界 点 , MA-M 
的 值 域 不 是 整个 X. 

WAR ”由 于 和 是 o(M) 的 边界 点 , 在 M 的 预 解 集中 存在 点 列 {An} 以 和 AR 
限 . 根据 第 17 章 定理 3 的 推论 3 对 Ce p(M), 

I(¢ — M)» I6 — A~. (6) 

这 意味 着 存在 依赖 于 的 u ER C- Mu = x 而且 


((-M)-wu Iel> x (7) 
在 定理 1 PR —A— M, A=(0-OL 若 定理 2 结论 不 成 立 , 即 K=- M 的 
值 域 是 整个 X, 则 我 们 取 C = An 与 入 充分 接近 使 得 JAJ = | 和 — C] 充分 小 从 而 使 
(K - 4)z = u 有 范 数 满 足 (3) 的 解 x. 但 是 由 (7), 
(K-A)z=(C-M)r=u 


的 唯一 解 z 的 范 数 |z| 5 |u| 相 比 是 很 大 的 , 这 是 一 个 直接 矛盾 . 口 
定理 3 设 M:X 一 所 是 一 个 有 界线 性 映射 ,RM :XI' 一 X' 是 1M 的 转 置 , 则 
o(M') = o(M). (8) 


证 明 ”证 明基 于 以 下 简单 事实 : K: X o x 是 可 道 的 当 且 仅 当 它 的 转 置 
K':X'— X' 是 可 道 的 . 事实 上 , 35 K 是 可 道 的 , 则 它 有 逆 L: 
KL= LK=I. (9) 
取 转 置 得 
LK = KU =T. (9) 
这 说 明 L' 是 K 的 逆 . 4X ARN, KHK 的 关系 是 对 称 的 , 这 就 完成 了 证 明 . 
当 X 非 自 反 时 , 我 们 需要 另外 的 论证 . BK’ 是 可 逆 的 , WU 9’) 成 立 , 故 取 转 置 
得 到 
K"L" = LI'K" = r. (9") 
HF K” AI EX 上 的 限制 分 别 是 天 和 工 由 (9%), 五 的 零 空 间 是 平凡 的 . 
故 K 是 一 对 一 的 ; 根据 (9") 4 L" 在 K 的 值 域 上 的 限制 是 K m. 由 于 L” 是 
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连续 映射 , 故 天 的 值 域 是 闭 的 . 我 们 断定 K 的 值 域 是 整个 X, 若 不 是 这 样 , 则 根据 
Hahn-Banach 定理 , FEREZA £ #0, £ 限制 在 R 为 0, 但 是 根据 第 15 章 定理 
5, 这 样 的 £ 属于 K 的 零 空间 . 由 于 假设 K 是 可 道 的 , 故 这 不 可 能 . 

在 上 述 结论 中 取 K =A- M 即 得 定理 3. 口 


推论 1 设 M 是 Hilbert 空间 如 到 巨 的 有 界线 性 映射 , M 是 其 伴随 . 则 
c(M") = o(M). 


习题 1 证 明 推 论 1. 


本 章 开 始 的 讨论 说 明 入 可 以 通过 下 面 的 两 种 途径 进入 映射 M BS: 

(a) AI- M) EX 中 的 零 空 间 是 非 平凡 的 ; 

(b) (Az — M) 的 值 域 是 X. 的 真子 空间 . 

AM- M 的 零 空间 中 的 非 零 向 量 称 为 M 的 特征 向 量 . 由 于 在 无 限 维 空间 中 当 
(a) 不 成 立时 (b) 也 可 能 成 立 , 所 以 M 的 谱 中 的 点 和 未 必 就 是 M 的 特征 值 . 这 就 
是 为 什么 与 在 有 限 维 的 情形 相 比 , 特征 向 量 在 线性 算 子 的 一 般 理论 中 所 起 作用 不 那 
么 突出 的 原因 . 正如 我 们 将 会 在 下 面 的 例子 和 在 紧 算 子 一 章 中 将 会 看 到 的 , 特征 值 
也 起 一 定 的 作用 . 

下 面 我 们 给 出 一 些 例 子 . 


20.2 移 位 


设 
X =Ê = {z = (a0,01.°°) > ar < oo.) (10) 
EX 上 定义 右 移 位 R 和 左 移 位 工分 别 为 
Rz = (0,a0,a1,-°-), Za = (a1,a2,.…). (11) 


显然 , LR = I, RL 关 I 因此 LAR OPM. 简单 的 计算 说 明 , RAL RAR 
置 
R=L R-L. (12) 
定理 4 Riel HAREM A {和 EC: |A| < 1}. 
证 明 EA, L 是 一 个 压缩 , BD |Le] < iell FEE x 使 得 等 式 成 立 , 故 
ILI = 1, 类 似 地 , 对 任意 的 正 整数 n, (L^ = 1. 因此 
lim ||Z"||!/" = 1, (13) 
根据 第 17 章 定理 4, LL 的 谱 半 径 等 于 1. RUHE Jc] > 1, 则 (不 属于 工 的 谱 . 
下 面 我 们 求 出 L 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 假 设 Lm = Az HEM, 这 意味 着 
(al,a2，……) A(a0, 11,2, - : -), 由 此 推出 
Cn = A"ao, n= 1,2,4 (14) 
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由 于 s 属于 C, Y^ jas|? < oo; (14) 式 成 立 当 且 仅 当 |A < 1. 因此 L 的 特征 值 是 所 
有 的 |A| < 1 的 复数 X. L 的 所 有 特征 值 都 属于 o(L); 由 于 谱 是 财 的 , 单位 圆 盘 中 的 


所 有 入 都 属于 olL). 
由 于 RAL BOE, 根据 定理 3 TA o(R) = o(L); 由 此 及 上 面 的 两 个 结 
论 知 定理 4 成 立 . 口 


习题 2 证 明 R RARER. 


习题 3 证 明 当 作用 在 空间 P (l<p<co) Lit, R fo L 8 ib Ns ec: 
|A| < 1}. 


20.3 Volterra 积分 算 子 


WX =C(0,1), V:Xo X 是 积分 算 子 : Yz e X, 
(Vx)(s) = a z(r)dr. (15) 


定理 5 C(0,1] 上 的 算 子 六 的 谱 由 单个 点 入 = 0 构成 . 

证 明 ”利用 分 部 积分 , 由 归纳 法 可 以 证 明 V^ 由 下 面 公式 给 出 : 

( V“x)(s) = am (s - r)^-!z(r)dr. (15’) 
Vs € [0,1], 
Vo < cu | (6 - n^lelar < F. 
a Va € C[0, 1], | V" z| < |z|/n!, 根据 范 数 的 定义 , |V] < 1/n!. 由 此 可 知 
lim | V^|V» = 0. 
根据 第 17 章 定理 4, V 的 谱 半 径 为 0. 由 于 谱 是 非 空 的 , 这 证 明了 定理 5， O 


例 1 RX=L, n} 是 给 定 的 一 个 有 界 复数 列 . 对 由 (10) 给 出 的 m, 定义 
Mz = (Aoao, A1@1,°°-,An@n,°-*). (16) 


习题 4 证 明 由 (16) 定义 的 线性 算 子 M 的 谱 是 集合 Du) WAA. 


习题 5 X= (1 < p<), X M:X X 由 (16) 式 定义 . 证 明 o(M 是 集 
f {An} 的 闭 包 . 


习题 6 ”假设 积分 算 子 : 
Kf(s) = f K (s, t) f (t)dt (17) 
的 核 K(s,t) d ts 时 是 s,t 的 连续 函数 . 
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(a) 证 明 K # C(0, 1] 映 到 ClO, 1] £. 
(b) ER K 的 谱 由 单 点 0 构成 ， 


形 如 (17) 的 算 子 称 为 Volterra HF, 它 是 以 首先 研究 这 类 算 子 的 数学 家 Vito 
Volterra 的 名 字 命 名 的 . 


20.4 Fourier 变换 


设 F #76 Fourier 变换 : 
(Ff)(u) = —— | s(a)e™az = ftu. 


根据 Fourier 变换 理论 ( 见 附录 B), F 是 把 LR) 映 到 L?(R) 上 的 保 范 的 可 道 映 
射 , 其 逆 由 


1 fi —iru 
f(z) = sa | Fur du 
给 出 . 以 -zx Rc 给 出 


f(-2) = = J Flu)e™du. 
用 R 表示 映 射 f(z) 一 f(-2), 由 上 面 的 公式 知 F = R. 由 于 OR?- IK 


F =I. 
由 谱 映 射 定 理 , F 的 谱 包 含 在 由 1 的 四 次 根 : +1, +i 构成 的 集合 里 . 


习题 7 (a) 证 明 Fw p(z)e 7 /2(p 是 次 数 <n 的 多 项 式 ) 构成 的 空间 映 到 
自身 里 . 


(b) 证 明 F Aw p(z)e-*/? 的 特征 函数 . 
(c) 证 明 (b) 中 的 特征 函数 张 成 了 整个 LR). (提示 : 参看 9.1 节 ). 
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紧 映 射 的 概念 和 性 质 像 “面包 ”和 “黄油 ”一 样 , 在 泛 函 分 析 中 是 必 不 可 少 
的 . 

如 果 完 备 度 量 空间 的 子 集 5S 的 闭 包 是 紧 集 , 则 称 5 是 准 紧 的 . 以 下 是 判断 准 
紧 性 的 两 个 有 用 准则 : 

(a) S 是 准 紧 的 , 当 且 仅 当 S 中 的 每 个 点 列 包含 一 个 Cauchy fU; 

(b) S 是 准 紧 的 , 当 且 仅 当 对 任意 s > 0, S 可 以 被 有 限 个 半径 为 c MERA. 

下 面 我 们 考虑 Banach 空间 中 的 准 紧 子 集 . 下 面 的 性 质 由 (a) 和 (b) 容易 推出 . 

(c) 2$ C, 和 C; 是 Banach 空间 X 的 准 紧 子 集 , 则 Ci + Cz 是 准 紧 的 . 

(d) € C 是 Banach 空间 的 准 紧 子 集 , WC 的 凸 包 也 是 准 紧 的 . 

(e) 若 C 是 Banach 空间 X 的 准 紧 子 集 , M 是 X 到 Banach 空间 U 的 有 界线 
性 映射 , 则 MC 是 U 的 准 紧 子 集 . 


习题 1 证 明 结论 (c), (d) 和 (e). 


21.1 紧 映 射 的 基本 性 质 


定义 d X AU 是 Banach 空间 , C: X 5 U 是 一 个 线性 映射 如 果 X 中 单位 
ER B 的 象 CB EU 中 是 准 紧 的 , WR C 是 紧 映射 . 
定理 1 
(i) 从 Banach 空间 X 到 Banach 空间 U 的 两 个 紧 映 射 的 和 还 是 紧 的 . 
(ii) 紧 映 射 的 常数 倍 是 紧 的 . 
(iii) 设 Y 是 Banach Zi, M:U 一 V 是 有 界线 性 映射 , C XU XKt, 
MRE MC:Xv REM. 
(iv) X Z X Banach € ig], N: Z ^ X AARAA, C: X 5 U AKA, 
WM CN:ZoU 是 紧 的 . 
(v) 设 Cn : X >U 是 一 列 紧 映 射 , Cn ARE C: 
lim |C - C| = 0, (1) 
则 C 是 紧 的 . 
WEB] KC, ALC, 是 XX 一 U 的 两 个 紧 映 射 ; 这 意味 着 X 中 单位 球 B 的 
象 C1B = C, 和 CsB = C; 是 准 紧 的 . 根据 上 面 的 (c), Ci + Co 是 准 紧 的 . 由 于 
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(C; + C2)(B) 包含 在 C1B + C2B 中 且 准 紧 集 的 子 集 是 准 紧 的 ，(i) 成 立 . 

(ii) 是 (iii) 的 特殊 情况 . (ui) 由 准 紧 集 的 性 质 (e) 可 得 . 

(iv) 由 于 有 界 映 射 N 把 Z 的 单位 球 映 到 X 中 的 某 个 球 内 , 故 CNB 是 准 紧 
的 . 

(v) 任 给 e > 0, 选择 充分 大 的 n 使 得 |C。 - C| < e. 由 于 Cr, 是 紧 映 射 , CnB 
可 以 被 有 限 个 半径 为 e 的 球 覆 盖 ; 于 是 CB 被 相同 中 心 的 半径 为 2e 的 有 限 个 开 球 
Bu. 口 


假设 U =X; 在 代数 的 语言 下 , 定理 1 说 明 紧 映射 构成 了 LX) 的 一 个 闭 双 边 
理想 . 根据 Calkin 的 一 个 定理 , 4X 是 Hilbert 空间 时 , 这 是 L(X) 的 唯一 的 闭 双 
边 理 想 . 
定理 2 ik X fU 是 Banach Zi, C:X —^U 是 紧 线 性 映射 . RY x X 的 一 
个 闭 子 空间 ,VV 是 CY AU PHA. 

() C 在 Y 上 的 限制 是 Y 到 VV 的 一 个 紧 映 射 . 

(ii) 假设 U = X 且 闭 子 空间 Y AC FRR, POY 映 到 了 A, N 
C:X/Y 一 X/Y 是 紧 的 . 

WEBB ER, (i) 成 立 ; 考虑 到 商 空间 的 范 数 的 定义 , (ii) 也 是 显然 的 . 口 


习题 2 证 明 退 化 的 有 界线 性 映射 D( 即 dimRp < oo) 是 紧 的 . 


在 本 章 余 下 的 部 分 我 们 给 出 由 F. Riesz 得 出 的 紧 算 子 的 理论 . 首先 重新 叙述 第 
5 章 关 于 赋 范 线性 空间 的 几何 的 引 理 7. 这 个 引 理 将 会 被 多 次 用 到 . 
引 理 3 设 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 , Y X X 的 一 个 真 闭 子 空间 , WARTEN, 
使 得 
lx| 1 A d(z, Y) = inf |z - yl > 2 (2) 
在 第 5 章 中 , 此 引 理 被 用 来 证 明 赋 范 线性 空间 的 单位 球 是 紧 的 当 且 仅 当 空间 
是 有 限 维 的 . 在 这 里 , 我 们 用 此 引 理 来 研究 从 Banach 空间 X 到 自身 的 紧 映 射 C. 
下 面 三 个 定理 是 关于 紧 映 射 的 基本 结果 . 
定理 4 ik X X Banach ZH, C: X >X 是 一 个 紧 映 射 ; I: X 5 X 是 恒 等 映 射 ; 
并 设 
T=I-C. (3) 
(i) THRE Nr 是 有 限 维 的 . 
(i) 用 Ni 表示 T? 的 零 空间 ， 
N; = Nr,. (4) 
则 存在 整数 i, 使 得 
Vk >i, Nk= Ni. (5) 
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(ui) 了 的 值 域 Rr LAH. 

证 明 (i) 根据 T HE XC (3), Æ y = Cy, M y € Nr. 由 于 假设 C 是 紧 的 , 故 
Nz 中 的 单位 球 是 准 紧 的 . 根据 第 5 章 定理 6, Nr 是 有 限 维 的 . 

(ii) 假设 (5) 对 所 有 的 i 都 不 成 立 , 即 对 所 有 的 i Nii 是 Ni 的 一 个 真子 集 . 
根据 引 理 3, 对 每 个 i, 存在 向 量 y; 使 得 


1 
y € Ni, UA _ L; d(yi, Ni-1) > Pa (6) 
取 m <n TW EX (3), 
Cyn - Cym = Un 一 Tyn — Ym + Tym. (7) 


右 端 最 后 3 项 在 NS. P, 故 由 (6), 它们 的 和 到 yn 距离 至 少 是 3， 这 证 明了 
[Cyn — Cym| > 1. 显然 , 序列 {Cyn} 没有 Cauchy FH). 由 于 lyn] = 1, 这 与 C 的 
紧 性 矛盾 . 

(iii) 我 们 只 和 需 证 明 : F {yn} 是 Rr 中 的 收敛 点 列 ， 


lim Uk = V. Yk = Tz, (8) 
则 它们 的 极限 y 也 属于 Rr. 用 dy 表示 zk 到 Nr NER: 
dk = a |Ek = at (9) 


我 们 断定 数列 {d} 是 有 界 的 . BEL, 我 们 可 以 在 Nr 中 选取 ze 使 得 w = zk 一 zx 
满足 


(wx | = [zk 一 zk| < 2dk. (9^) 
显然 ， 由 于 Tzk = 0, 
Twy = Tz, 一 Tz, = Yk- (10) 
假设 d 无 界 . 由 (8) A lul 是 有 界 的 , 我 们 用 dk PRU (10) 式 得 到 
Wk = Yk Er 
Fr e (11) 


4 uy = wy/dy. Ei (9) 5l |juu| < 2. 由 (0 和 和 的 定义 (3j, uu — Cuk 一 0. 由 
CT C 是 紧 的 , {Cur} 有 一 个 收敛 子 列 ; 于 是 {wk} 也 有 一 个 收敛 子 列 (不 妨 仍 记 为 
{ux }): 
Uk — U. (12) 
因为 下 是 连续 的 , 由 (11), lim Tu, = Tu = 0, BU u AF Nr. 另 一 方面 , 由 (9) 
All, 对 所 有 的 z € Nr, |wk 一 z| 2 dk. RU dy 并 利用 ur = wx/de, 我 们 断定 对 所 有 
的 ze Nr, luk- z| >21. 由 于 可 以 取 z = u 这 与 (12) 矛盾 从 而 证 明了 数列 (di) 
是 有 界 的 . 
根据 T 的 定义 (3), 由 (10) 和 (8) 得 ， 
wk — Cwk = Yk > y. (13) 
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由 (9%) 和 dy HARTE, (w) 是 有 界 的 . 于 是 根据 C HRH, {Cw} 有 一 个 收敛 
FF. 由 (13), wy 的 同一 个 子 序列 也 收敛 到 极限 w, 且 由 于 T 是 连续 的 ， 

w — Cw = Tw =y. 
这 证 明了 的 值 域 是 闭 的 . 口 


下 一 个 结果 说 明 对 紧 映 射 C, T= I-C 的 值 域 的 余 维 数 有 限 且 等 于 TNS 
空间 的 维 数 . 注意 到 在 第 2 章 中 , 我 们 将 映射 T 的 指标 定义 为 二 者 的 差 , 故此 结 
果 用 指标 的 语言 可 叙述 为 如 下 定理 . 
定理 5 jb X X Banach 空间 ,C:X 一 江 是 一 个 紧 映 射 , 则 T=I-C 满足 


ind T = dimNr — codimRr = 0. (14) 
证 明 首先 考虑 Nr 是 平凡 的 情形 : 
dimNr = 0. (15) 


因此 只 需 证 明 codimRr = 0, 此 意味 着 Rr = X. 者 不 是 这 样 , W Rr =X, EX 
的 一 个 真子 空间 . 由 (15), 下 是 一 对 一 的 , 从 而 TX, = X» 是 Xi 的 真子 空间 . XE 
MX, = TX. 类 似 地 证 明 XD Xı D> X2»5--., 且 所 有 的 包含 都 是 真 包含 . 
根据 定理 4 (iii), T 的 值 域 Xi EWR. 我 们 断定 每 个 子 空间 X, EWR. 事 
实 上 , X, 是 T BERE T = (I-C)* = I+ Y (-1y (5)c. 根据 定理 1, 
SEN (F) e? 是 一 个 紧 算 子 . 由 定理 4, X, 是 闭 的 . 现在 应 用 引 理 3; 我 们 可 以 
选择 X, 中 的 zx 使 得 
le md, dee) 3 (16) 


Bm An 是 两 个 不 同 的 指标 , m < n, WAHA TRIEN (3), 
Crim 一 Czn = Im- Tim — Tn + Trn. 
右 端 最 后 3 项 属于 Xm; 因此 根据 (16), |Czm 一 Czn| > 1. 这 与 假设 C 把 单位 
球 映 为 准 紧 集 矛 盾 , 从 而 在 假设 (15) 下 证 明了 (14). 
现在 再 考虑 T 的 零 空 间 非 平凡 的 情形 . 根据 定理 4, 存在 指标 i, 使 得 
Ni+1 = Ni (17) 
这 里 Ni 由 公式 (4) 定义 . HENX, N = N; 是 全 的 一 个 不 变 子 空间 , 因此 也 是 C 
的 一 个 不 变 子 空间 . 故我 们 可 以 应 用 定理 2 (ii) 并 断定 C : X/N 一 X/N 是 紧 映 射 . 
我 们 断定 T: X/N 一 X/N 有 平凡 的 零 空 间 ; 因为 有 非 平 凡 的 堆 空 间 意 味 着 存在 不 
ATN 中 的 向 量 z 被 映 到 N 中 . 由 于 NN 是 T 的 零 空间 , 这 意味 着 z TE TU 的 
FPR N;,, P. 这 当然 与 (17) FA. M TE X/N 上 满足 假设 (15); 因此 T i£ 
X/N 一 对 一 的 映 到 X/N E. 这 意味 着 对 X 中 任意 的 y, 存在 xex, ze N 使 得 
Te=y+z. (18) 
我 们 把 此 表示 为 
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X=Rr+N, (19) 

BU X 中 每 个 y 都 可 以 表示 成 Rr 中 一 个 向 量 和 N 中 一 个 向 量 的 和 . Mi > 1, 这 
些 室 间 有 非 空 交 , HN 中 那些 在 下 的 值 域 中 的 向 量 n 构成 ; 即 形 如 

n= Tz (20) 

的 向 量 n. 由 (17) 知 (20) 中 的 z 属于 N. 根据 线性 代数 的 一 个 基本 定理 , TEN 

HESS TEN 中 值 域 的 余 维 数 . 因此 形 如 (20) 的 向 量 构成 的 空间 

的 维 数 是 
dimN — dimNr. (21) 
此 式 与 (19) 结合 说 明了 Rr 在 X 中 的 余 维 数 等 于 dimNzr, 这 证 明了 (14) 式 . O 


21.2 ARS AIC 


定理 6 (F. Riesz) ik X &—4 Banach 空间 , C: X —^ X X AERA. 
(i) C 的 谱 由 至 多 可 数 个 复数 An 构成 , An} 的 聚 点 只 可 能 是 0. # dimX = 
oo, 则 0 € e(C). 
(ii) 每 个 非 零 的 A; 是 C 的 重 数 有 限 的 特征 值 , 即 对 每 个 入 = A; £0, 
C 一 入 的 零 空间 是 有 限 维 的 ， 
存在 整数 ;i ABASSE ETE 8 ko d (C — A)* 的 零 空间 与 (C 一 入) 的 零 空间 
相同 . 
(iii) 每 个 非 零 A; 是 预 解 式 (C— C)! 的 极点 . 
证 阴 XPOZO,EXTÀT-I-C!C. 由 定理 5, 若 了 的 零 空 间 是 平凡 
的 , 即 dimNr = 0, M) T 的 值 域 是 整个 X. 这 证 明了 了 的 谱 中 每 个 非 零点 是 特征 
值 . 根据 定理 4 (ii), 特征 值 的 重 数 是 有 限 的 ; 这 证 明了 (ii). 
下 面 证 明 (i). 为 了 证 明 C 的 特征 值 An 只 能 以 0 ARA, 考虑 特征 值 的 无 穷 
序列 {An}, 对 n z m, An Am, 且 对 应 的 特征 向 量 为 rn: 
Cz, 一 入 TDn. (22) 
FA Yn 表示 由 an, ,zn 张 成 的 线性 空间 . 由 于 和 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 
是 线性 无 关 的 , Y, Æ Yn 的 一 个 真子 空间 . 我 们 对 X = Yn, Y = Yn 应 用 引 理 
3; 存在 y, € Yn 使 得 


lynl=1, lyn vl » > Vy € Yn-1. (23) 
由 Yn 的 定义 , 我 们 可 以 假设 y， 形 如 
Yn = > Qj. 
1 


故 
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n—1 


Cy, — AnYn = 9 (A; — An)aj£j € Ya i (24) 


1 
XX UEBH n > m, 

Cy, ~ Cy, = AnYn -y, YE Yar- 
故 由 (23), 


An 
Cv, - Cyml > Pd. (25) 


由 于 每 个 y, 是 单位 向 量 , 且 假设 C 把 单位 球 映 为 准 紧 集 , 因此 对 任意 的 5 > 0, 
只 能 有 有 限 个 数 An 满足 |An| > 6. 

RATE (25) 重新 叙述 为 一 种 定量 形式 ， 回 忆 度 量 空间 中 准 紧 集 K 的 容积 函 
数 C(e, K) HEM: CE K 中 满足 任意 两 个 不 同 z 之 间 的 距离 至 少 为 s 的 点 
21773 2C 的 最 大 个 数 : 


d(zn;Zzm) 2€, NFM. 


基于 函数 C, 不 等 式 (25) 导出 了 > e 的 特征 值 的 个 数 IN (6) 的 如 下 估计 : 
N(e) < Cle, 2C(B)), (26) 
这 里 B 是 X 的 单位 球 . 


习题 3 证 明 (26) 右 端的 因子 2 可 以 去 掉 . 


(ii) 为 证 C 的 预 解 式 以 A; 为 极点 , BRC AA; 但 是 16 一 入 j| 很 小 . 由 预 解 式 的 
ENX, (C-C) 2 =u 意味 着 

xz = Çu — Cu. (27) 

Xj u 我 们 分 两 步 解 此 方程 . 取 i 充分 大 使 得 Niri = Ni, 这 里 Ni 是 Na. cy: 且 记 
Ni AN. BF N EC 的 不 变 子 空间 , C 可 以 视 为 映射 

C:X/N>X/N. (28) 

根据 定理 2 (ii), (28) 中 的 C 是 紧 的 . 我 们 断定 入 属于 X/N 上 的 C 的 预 解 

fe. 车 不 是 这 样 , 则 由 (ii), A 属于 X/N L C 的 点 谱 ; 这 意味 着 C 把 X 中 某 个 

yz0 mod N BRE N rp. 但 是 这 样 的 y 属于 Ni 而 不 属于 NS 与 i 的 选择 矛盾 . 

于 是 由 于 C 在 X/N, 上 是 紧 的 , 和 一 C 在 X/N 上 是 可 逆 的 . 由 于 可 逆 映 射 构成 的 

集合 是 开 的 , 故 当 |¢ 一 和 | 充分 小 时 ,5 - C 是 可 逆 的 , AE X/N 上 对 所 有 这 样 的 c. 


(C-C) < c，c 是 常数 . (29) 
解 (27) 的 第 一 步 是 解 同 余 式 
Qv — Cu z x mod N; (30) 
根据 (29), (30) 有 唯一 的 解 v B |v| < c- a]. ARE (30) 意味 着 
J] eN, Gv-Cv=2-n, nen. (31) 


第 二 步 是 在 N 中 找 方程 
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(z-Cz=n (32) 
的 解 z. 把 (32) 加 到 (31) RE, 我 们 得 到 (27) 的 解 u = v + z. 

对 ze N, 解 (32) 是 线性 代数 的 一 个 问题 . 根据 和 是 C 的 特征 值 的 定义 , 我 
们 知道 A 属于 C 在 N 上 的 谱 . 由 于 N 是 有 限 维 的 , 不 存在 和 A 充分 接近 且 不 等 
于 入 的 < 属于 C 在 N 上 的 谱 . 故 对 这 样 的 ¢, (32) 有 唯一 的 解 , 且 由 于 有 限 维 空 
间 上 的 预 解 式 是 一 个 有 理 函 数 , 解 z 满足 |z| < d 1C — An, 这 里 d 是 一 个 常数 . 
由 (31) 知 [n| € d- el, 从 而 |z| <d- C — Alle. 与 lo < c |2| 结合 , 我 们 得 到 

jul = |(¢ — C)7!z] = lw + 2] < Iv] + lz} < (c + d) - 16 -Al"lel. 

这 个 不 等 式 也 可 以 表示 为 : 对 和 A 充分 接近 但 不 等 于 A K g, (C-e) <s 
(c-- d)-|Q — A[-*. RBZ, ERBE C 的 特征 值 和 附近 , 预 解 式 最 多 放大 到 入 距离 
的 负 i DOR. 与 经 典 函 数论 一 样 , 由 此 易 知 C 的 预 解 式 有 i 阶 极点 . 这 完成 了 定理 
6 的 证 明 . " 


注意 到 (iii) 的 证 明 给 出 了 (ii) 的 另 一 证 明 . 
习题 4 证 明 C 的 预 解 式 在 入 附近 有 Laurent 展开 
((- c)! = -XA (6 — A. (33) 


证 明 A- 是 投影 , 即 A? = A, 参考 第 17 章 定 理 6. 证 明 此 投影 的 值 域 是 Ni; 
证 明 

A-; =(C-A1A_,j=2--;i. (34) 
习题 5 ”证明 dim X = oo 时 , Banach ZA X L8 X &AK-r X935. 


设 X 是 一 个 Banach 空间 , B: X —^ X 是 一 个 有 界线 性 算 子 . 若 存 在 正 整数 
n, 使 得 
B"=C (35) 
是 一 个 紧 算 子 , WK B 是 一 个 紧 窜 算 子 . 紧 算 子 的 基本 性 质 , 定理 4、 定 理 5 和 定 
理 6, H RRA TIRA. 
定理 4 KB:X- X 是 一 个 紧 宕 算 子 ; 今 


S—I- B. (36) 
(i) S 的 零 空 间 Ns 是 有 限 维 的 . 
(ii) 存在 i 使 得 
Vk >i, Now = Ng. (37) 


(iii) S 的 值 域 Rs 是 闭 的 . 
定理 5' 对 S == 了 一 B, 
ind S = dim Ns — codim Rg = 0. (38) 
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定理 6 hk B:X 3X R&—^X*X31. 
(i) B 的 谱 包 含 至 多 可 数 个 复数 {Bn}, 其 聚 点 只 可 能 是 0. 若 dim X = oo, Mi 
0 € o(B). 
(ii) 每 个 B; 有 有 限 重 数 和 有 限 指 标 . 
(iii) 8; 是 预 解 式 (C— B) " 的 极点 . 
证 明 ”我 们 从 以 下 等 式 出 发 : 


I- B^ = (I- B)\(I+ B^... B^). (39) 
id I-B^—T,I- B4 Br! = Q, W (39) 可 以 重新 写 为 
T= SQ = QS. (40) 
由 此 我 们 推出 
Nr D>Ns, Rrc Rg- (41) 
根据 假设 B” = C 是 紧 的 ; 故 由 定理 4 和 5, 
dim Nr < oo, codim Rr < oo. (42) 


结合 (42) 和 (41), 得 到 dim Ns < oo, codim Rs < oo. 根据 定理 4, Rr 是 闭 的 ; 
由 此 及 (41) 知 Rs 也 是 闭 的 . 
对 (40) W k KR: 
和 =S9=95， 
由 此 我 们 推出 
Nyx D Ngk, Ryk C Rø. (43) 


根据 假设 , B^ = C 是 紧 的 , 由 定理 Ali), Np 对 大 > i k ER. 于 是 由 (42) 
知 零 空间 Now lk = 1,2,…) 都 包含 在 有 限 维 空间 Nr P. 由 此 可 知 , 存在 i 使 得 对 


任意 的 上 > i, Ng« = Noi. 这 完成 了 定理 4 的 证 明 . 口 
下 面 我 们 证 明定 理 6. 根据 谱 映 射 定 理 (第 17 章 定 理 5) 以 及 C = B”, 
o(C) =0(B") = o(B)". (44) 


根据 假设 , C' 是 紧 的 ; 故 根据 定理 6, 0(C) 由 一 个 只 以 0 为 聚 点 的 可 数 集 构成 由 
(44) 知 这 对 B 的 谱 也 成 立 ; 这 证 明了 (i). 


习题 6 用 容积 函数 Cle, B" B) 估计 B 的 满足 |8| > e 的 特征 值 8 的 个 数 . 
我 们 已 经 证 明了 定理 6' AY (ii); 我 们 把 (iii) 放 在 下 一 个 习题 中 . 
习题 7 证 明定 理 6 (iii). 
现在 我 们 证 明定 理 5. 2:81 (39) 定义 的 算 子 Q AWA, 则 由 分 解 (40) MT 


和 5 的 零 空间 有 相同 的 维 数 旦 它们 的 值 域 有 相同 的 余 维 数 . ind T = ind S; HE 
理 5,indT=0, 故 indS=0. 
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为 证 Q RAWAM, 注意 到 Q 是 B 的 多 项 式 , 我 们 应 用 第 17 章 定理 4 谱 映 射 
定理 . Hit, Q 的 谱 由 形 如 1+5+…+Apn-1 的 点 构成 , 这 里 8 ORE B 的 谱 . 故 者 
o(B) 不 包含 除 1 之 外 的 1 的 其 他 的 n 次 方 根 , 则 Q 是 可 道 的 . E oB) 包含 1 的 
1 之 外 的 其 他 n 次 方 根 , 我 们 可 以 轻微 地 摄 动 乘积 (40). 口 


习题 8 ”举例 说 明 若 M 是 一 列 紧 算 子 的 强 极限 , 则 M 未 必 紧 . 


习题 9 证 明 若 C 是 紧 算 子 且 {M} BKK M, | CM, 和 MnC 分 别 一 致 收 
& 3] CM 和 MC. 


定理 7 (Schauder) KH C:X —U 的 转 置 C" 是 紧 的 , 反之 亦 然 . 

证 明 ”我 们 必须 证 明 U' 中 的 单位 球 在 C" 下 的 象 是 准 紧 的 . 根据 准 紧 性 的 判 
别 准 则 (a), FEA U 中 点 列 {ln}, Enj <1, 我 们 必须 证 明 {C'n} 有 一 个 Cauchy F 
列 . 用 K 表示 CB 的 闭 包 , B 是 X 的 单位 球 . 由 于 假设 C 是 紧 的 , K RU 的 紧 
FR. (4,,u) 是 u 的 一 致 有 界 函 数 且 在 K 上 是 等 度 连续 的 : 

En» wu) — (£n, v)| = K(£n, u — v)| < fu — vl. 

根据 Arzela-Ascoli 定理 , FER 4& IK. 上 的 一 致 有 界 的 等 度 连续 的 图 数列 ((£,,u)) 
都 有 一 个 一 致 收敛 的 子 列 MER {Enu}: Ve > 0, IN, 对 所 有 的 n,m >N, 
Vu € K, 


(44, u) — (£&;,u)| < €. (45) 
HBA u = Crzllzl < 1) Nhu 属于 天, B1 (45) 我 们 断定 到 对 所 有 的 z, |z| < 1, 
Ken — Em; Cx)| = |(C'£, -C fm z)| SE (46) 

根据 U' 中 范 数 的 定义 , 这 证 明了 对 n, m > N, 
IC"£, — C'bin| < e, (47) 


BI (C'£,) 是 一 个 Cauchy 子 列 . 
RZ, 若 O ERRI, 则 根据 上 面 的 证 明 , C" 是 紧 映 射 . HE CRC” EX 
上 的 限制 , 由 定理 2 (i), C 是 紧 映 射 . 这 完成 了 定理 7 的 证 明 . 口 


定理 8 KC: X +X 是 紧 映 射 且 T=I1I-C. 

(i) GE u AT T 6448 XR, 当 且 仅 当 对 T" 的 零 空间 中 的 每 个 《, (u, l) — 0. 

(ii) dim Nz = dim Nr. 

证 明 ”了 和 它 的 转 置 的 关系 定义 为 

(Te f= (TH. 

HIERA T SE T 的 值 域 的 零 化 子 RA. 

(i) 根据 定理 4, Rr 是 闭 的 , 故 由 第 8 章 定理 8, 对 RL 中 每 个 4 都 满足 (u, L) = 0 
的 向 量 v 属于 Rr. 

(i) 由 第 8 章 习题 2, X 的 闭 子 空间 R 的 零 化 子 同 构 于 X/R 的 对 偶 空 间 . 
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此 dim R+ = dim(X/R)' = dim X/R = codim R. 对 R = Rr WAX. 因为 
Rr 的 零 化 子 是 T! 的 零 空间 , dim Nr = codim Rr. HA HEH 5, ind T = 0, 故 
codim Rr = dim Nr. 因此 dim Nr: = dim Nr. 定理 8 MN Fredholm BRE o 


定理 9 KRHA C: XU FO, 4 ^ 88 Nk Ak Fh Fi] BR 29 FB 4C Fl. 


习题 10 
(i) 证 明定 理 9. 
(ii) 定理 9 HER AL? 


tif F. Riesz 的 论文 一 直 是 Banach 空间 上 紧 算 子 理论 的 基础 . 在 该 论文 中 , 他 
引用 了 Hilbert 关于 紧 算 子 的 定义 ( 那 时 称 为 全 连续 的 ), 并 证 明了 如 何 将 此 概念 延 
拓 到 Banach 空间 上 . 他 的 成 就 尤为 突出 , 因为 他 在 1918 发 表 的 论文 比 Banach 的 
基本 论文 早 了 整整 5 年 . 而 且 和 Banach 不 同 , 他 讨论 复数 域 上 的 赋 范 线性 空间 , 这 
在 谱 理论 中 是 本 质 的 . 


历史 注 记 Julius Schauder (1899—1943) 是 他 那个 时 代 最 杰出 的 波兰 数学 家 , Schauder 
基 、Schauder 不 动 点 定理 、 映 射 的 Leray-Schauder 度 以 及 在 椭圆 和 双 曲 偏 微分 方 
程 理论 中 的 许多 基础 性 的 结果 都 是 他 的 发 现 . 由 于 是 犹太 人 , 他 在 纳粹 占领 波兰 期 
间 被 杀害 . EIN, 这 样 的 事情 很 平常 , 以 致 没有 入 知道 他 何 时 何 地 被 杀害 . 


参考 文献 


Calkin, J. W., Two-sided ideals and congruences in the ring of bounded operator in Hilbert 
space. An. Math. (2), 42(1941): 839-873. 


Riesz, F., Uber lineare Funktionalgleichungen. Acta Math., 41(1918): 71-98. 


Schauder, J., Uber lineare, vollstätige Funktionaloperationen. Studia Math. 2(1930): 183- 
196. 


S228 紧 算 子 的 例子 


22.1 ” 紧 性 的 判别 准则 


我 们 首先 给 出 函数 集 在 不 同 的 拓扑 下 是 紧 集 的 一 些 有 用 的 判别 准则 . 第 一 个 定 
理 是 著名 的 Arzela-Ascoli 判别 准则 . 
定义 设 5 是 一 个 Hausdorf 空间 , {g} 是 S. 上 一 族 复 值 函数 . WR vs e S, Ve > 0, 
存在 一 个 包含 s 的 开 集 N, 使 得 Yr e N, Vg € {9}, 
\g(r) — g(s)| < e, (1) 
WK (9) 是 等 度 连续 的 . 
定理 1 36S 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , {9} BS 上 的 一 族 复 值 函 数 , MA: 
(i) 集 族 {9} 是 等 度 连续 的 ; 
(ii) (g) 是 一 致 有 界 的 : Vs € S, Vg € {g}, 
Is(s)| < M. (1^) 
断言 4 C(S) 赋 以 最 大 值 范 数 时 ， 集 合 {9} 是 准 紧 的 . 
证 明 可 以 参考 任何 一 本 实 分 析 的 教材 , 如 Royden. 


习题 1 证 明定 理 1 中 的 条 件 (i) 和 (ii) 也 是 一 族 函 数 在 最 大 值 范 数 下 是 准 紧 的 
必要 条 件 . 
习题 2 dk Q XE R^ 的 一 个 有 界 开 集 且 @ 中 任意 两 点 都 可 以 被 长 度 不 大 于 ON 
道路 连通 , {9} 是 Q 上 的 一 族 函 数 . WREAK 9 和 它们 的 所 有 一 阶 人 篇 导数 在 @ 内 
是 一 致 有 界 的 : 存在 M > 0, 

vse Q, |g(s)) < M, l8ig(s)] < M, 
N (9g) 在 最 大 值 范 数 下 是 准 紧 的 . 


习题 3 ”对 取 值 于 度量 空间 的 函数 族 给 出 定理 1 的 一 个 形式 . 


紧 性 的 另 一 个 同样 重要 甚至 是 更 重要 的 判别 准则 由 Rellich 得 出 . 
定理 2 i Q XR" 中 一 个 有 界 开 区 域 , 其 边界 是 光滑 的 . 假设 {u} FQ 上 一 族 
RR, LAH HH u 及 其 一 阶 导 数 在 L*(Q@) 下 是 一 致 有 界 的 : 
luil < M, Ilaiu < M, i=1,---,m, (2) 
则 集 族 {u} 在 LQ) 范 数 下 是 准 紧 的 . 
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Rellich 判别 准则 的 证 明基 于 Poincaré TER: 对 有 光滑 边界 的 区 域 Q 上 的 光 


滑 函 数 u, 
f \u(x)|*da < | [waz +), | Ouds (3) 


这 里 dd 是 @ 的 直径 具体 的 证 明 参 考 Courant-Hilbert. 
我 们 注意 到 Poincare 不 等 式 和 Rellich 判别 准则 对 所 有 的 有 界 区 域 并 不 成 立 . 


22.2 积分 算 子 


现在 考虑 由 第 16 章 方程 (1) 定义 的 积分 算 子 K, g= Kf 定义 为 
g(s) = f K(s,t)f(t)an(t), (4) 


s € 5,teT,S 和 TT 都 是 紧 的 度量 空间 . 我 们 将 会 研究 在 不 同 的 拓扑 下 核 K(s,t) 
使 得 K 紧 的 条 件 . 
定理 3 车 核 K(s,t) 是 5 和 上 的 连续 函数 , 则 由 (4) 定义 的 积分 算 子 是 L'(T,n) 一 
C(S) 的 紧 算 子 . 
证 明 ”要 证 明 K: L'(T,n) 5 C(S) ERAT, 我 们 必须 验证 函数 族 

{9= Kf, Ifl <1} (5) 
满足 紧 性 的 判别 准则 (1) A (1). 由 于 SAT AB, 核 k(s,t) 是 一 致 有 界 
的 , 故 根据 第 16 章 定理 1, K 是 有 界 的 ; 故 条 件 (1) 满足 . 为 验证 (1), 我 们 考虑 
g(r) — g(s): 


lg(r) — g(s)| = | fixe t) — K(s,t)]f(t)dn| < sup |K (r,t) — K(s,t)||flz:. (6) 


HF Tx S 是 紧 的 , BR k(s,t) 是 一 致 连续 的 , 故 当 r BF s 时 (6) RAWAT 0. 
这 证 明了 函数 族 {9} 是 等 度 连续 的 . 口 


利用 类 似 的 论证 , 我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 3' X hb CIE EM, 核 K(s,t) AL 范 数 下 是 s 的 连续 函数 , 则 积分 算 子 (A) 
X C(T) > C(S) 的 紧 算 子 . 

由 第 16 章 定理 2, 有 平方 可 积 核 k(s,t) 的 积分 算 子 K 是 L2(T,n) 一 L?(S,m) 
的 有 界 映射 且 

IKI? < f [Its o aman. (7) 

条 件 (7) 包含 了 更 多 结论 . 
定理 4 车 积 分 算 子 K:L7(T,n) o LS, m) 的 核 是 平方 可 积 的 , WK 是 紧 算 子 . 

WEB] {u;} 是 L?(S, dm) 的 标准 正 交 基 . 对 固定 的 t, 我 们 把 K(s,t) 展开 
为 级 数 


K(s,t) = 》 / Ks(t)uj(s). (8) 
对 {wj} 利用 Parseval 关系 可 知 对 几乎 所 有 的 t, 
Fir Dams) = DG. (9) 
j 
对 (9) 积分 给 出 
J / |K (s, t)|?dmdn = 5 J |K; (t)| dn(t). (10) 
现在 定义 
Kn(s,t) = $^ K;(t)u;(s). (11) 
j&N 


并 记 Ky 为 以 Kw 为 核 的 积分 算 子 . DAR, Ky 是 退化 的 算 子 , 即 它 的 值 域 是 有 限 
维 的 ; 于 是 根据 第 21 章 习 题 2, Ky ERAT. 我 们 断定 当 N 一 co 时 , Kw 范 数 收 
KE) K. 这 是 因为 对 K- Ky 应 用 (7), 我 们 得 到 

|K — Kyll? < Jfk- Ky |?dmdn = Y | Kan) (12) 


j>n 
由 (10) 知道 当 N 一 oo 时 , (12) RAF 0. 由 第 21 章 定理 1(v), 紧 算 子 的 一 . 
极限 还 是 紧 算 子 , 故 K 是 紧 算 子 . 


习题 4 构造 一 个 核 满足 Holmgren 条 件 (第 16 章 定 理 3) 但 不 是 紧 算 子 的 积分 算 
子 的 例子 . 
在 第 20 章 定理 4 中 , 我 们 证 明了 由 


(Vz)(s) = / dt， (13) 


定义 的 积分 算 子 V : C[0, 1 一 CI0,1 的 谱 只 包含 0 A. 在 这 里 我 们 给 出 这 个 事实 
的 另 一 个 证 明 . (15) 中 定义 的 积分 算 子 V 的 核 是 
1: te, 
Buoys | a toe (14) 
显然 , T LD 范 数 下 对 t 是 s 的 连续 函数 . 故 根据 定理 3 VE Co, 1 到 自身 的 
紧 映 射 . 
根据 第 21 章 定理 5, 紧 算 子 的 谱 由 0 AE 0 特征 值 构成 . 我 们 现在 证 明 V WE 
有 非 0 特征 值 , 因为 假设 x 是 特征 函数 , A 4 0 是 对 应 的 特征 值 , 则 


Vz = f «ox = Az(s). (15) 
0 


左 端 是 s 的 可 微 函 数 , 因此 右 端 也 是 . 对 (15) 微分 , 我 们 得 到 
x(s) = Az'(s). 
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此 式 的 所 有 非 零 解 形 如 z(s) = ce, c #0. 特别 地 , z(0) =c 关 0; 把 s=0 代入 
(15), 我 们 得 到 0 = Xz(0), 与 上 面 的 结论 矛盾 . 这 证 明了 V 没有 非 零 特征 值 , 故 
o(V) = (0). 口 (16) 


22.3 “椭圆 偏 微分 算 子 的 逆 


现在 考虑 通过 求解 微分 方程 而 定义 的 一 类 算 子 . 设 Q 是 R^ 中 有 光滑 边界 的 
有 界 区 域 . 用 A 表示 Laplace 算 子 . 众所周知 (参考 7.2 节 ), vf € C”(Q), 边 值 问 
题 
EQ 内 , Au=f, # 8Q £, u=0 (17) 
有 唯一 的 解 u. 
定义 ”把 (17) 的 解 u 记 为 
u= Sf. (18) 
定理 5 S LQ) 5| LQ) HK RH. 
证 明 FH u (17) 并 在 Q 上 积分 , 通过 分 部 积分 得 到 : 


一 ». \ö;ul?ds = J, fuds. (19) 
正如 在 第 7 章 引 理 1 中 注意 到 的 , 对 在 OQ 上 为 0 的 所 有 函数 u, 
llullo € dljullı, (20) 


这 里 |lullo 表示 u 在 Q 上 的 L? 范 数 , ul? as 的 一 阶 导 数 的 L? 范 数 的 平方 
Al, d 表示 Q WAZ. 在 (19) 式 右 端 利用 Schwarz PEA, 然后 再 利用 (20), RAI 
得 到 
ull < llfllollullo < dllfllollulli, 

故 

lulh < dllfllo, lullo < d^||fllo. (21) 
Z2(@) 中 的 单位 球 在 S 下 的 象 由 所 有 与 Ifilo < 1 对 应 的 (17) 的 解 u 构成 . 根据 
(21), 这 些 解 满足 

lul: <d, ullo < d". (217) 

根据 定理 2, 满足 (21) 的 函数 的 集合 在 L) 范 数 下 是 准 紧 的 . 这 证 明了 S 是 一 
个 紧 算 子 . = 


习题 5 ”证 明定 理 5 当 @ 不 是 光滑 有 界 的 时 候 也 成 立 ， (提示: 利用 第 7 章 引 理 
2.) 

定理 5 可 以 没有 任何 改动 地 延 拓 到 有 Dirichlet 边 值 条 件 的 二 阶 椭圆 算 子 . 在 
Neumann 边 值 条 件 un = 0 F, 必须 要 求 Q 是 光滑 有 界 的 . 
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22.4 ”由 抛物 型 方程 定义 的 算 子 


我 们 的 下 一 个 例子 是 抛物 型 方程 
u = Au, (22) 
这 里 函数 u(s,t), t > 0, s eQ 和 上 面 的 例子 相同 . 我 们 将 要 在 涉及 半 群 的 一 章 中 证 
明 , 抛物 型 方程 的 边界 初 值 问题 有 唯一 的 解 , 即 (23) 存在 唯一 的 解 满 足 : 


E Q 中 有 初 值 v(s,0); fEOQ 上 ,对 T>0, 有 w=0. (23’) 
BT > 0. 我 们 用 S(T) 表示 把 u(s,0) RE u(s, T) 的 映射 : 
S(T) : u(s,0) — u(s, T). (23") 


定理 6 设 T>0, 则 S(T): L(Q) 一 LQ) 是 紧 算 子 . 
证 明 在 (23) AFARA u, Æ Q 上 关于 s 积分 , Wt Ko WT AW. 通过 分 
部 积分 , 我 们 得 到 


1 T 
2 fasi =f f wAuasat = - f [ XiauPasat < 0. (24) 


这 证 明了 
u*(s,T)ds < | u?(s,0)ds, 


BY |u(t)]o 是 t 的 递减 函数 . 这 说 明 解 算 子 5 满足 
[| S(T)|| < 1. (25) 
下 面 用 tAu 3€ (23) 并 在 Q 上 关于 s 积分 ,对 上 从 0 到 了 积分 . 我 们 得 到 


T T 
/ fius dsdt =j ] (erasa: (26) 
0 0 


左 端 对 a Al t 分 部 积分 ; 把 u 的 偏 导数 简 记 为 uj, 我 们 得 到 (26) 左 端的 如 下 表达 


式 : 
-5 [ 3e 5 f |Y atas 
由 于 (26) 式 右 端 是 正 的 , 我 们 推出 
[una < ; | [Eisa 
用 (24) 估计 上 式 右 端 ; 我 们 得 到 
T f X u? (T)ds < > J u?(0)ds. 


利用 Rellich 的 紧 性 判别 准则 , 定理 2 以 及 习题 6, 我 们 断定 对 全 > 0, {u: fu?(O)ds < 
1) 在 S(T) 下 的 象 是 准 紧 的 . 口 
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22.5 38 E Z Æ 


下 述 由 Paley 和 Wiener 得 出 的 结果 说 明 标 准 正 交 基 的 不 太 大 的 摄 动 仍 是 基 . 
定理 7 KH X —^. Hilbert 空间 , {un} 是 及 的 一 组 标准 正 交 基 . 设 {yn} 是 下 
述 意 义 下 与 {rn} 相差 不 太 大 的 一 族 元 素 : 

》 [zs — yall? < oo. (27) 
我 们 还 假设 {yn} 是 线性 无 关 的 , 即 不 存在 yn 在 其 余 Yk 的 闭 线性 张 内 . 
断言 {un} 是 一 个 基 , Pp H PEA u 都 可 以 唯一 地 表示 成 (ys) 的 线性 组 合 . 

证 明 (Birkhoff-Rota 和 Sz. Nagy) 由 于 {zn} 是 标准 正 交 基 , 故 H 中 每 个 u 

可 以 展开 为 


w= Y asus, as = (us), E llull? = Y lan]. (28) 
定义 线性 映射 B: H — H: 对 由 (28) 给 出 的 u, > 
Bu = 》 ay. (29) 


因为 Bu - u= an(yn 一 En), MERA MRAM, TE 根据 三 角 不 等 式 和 
Schwarz NER, 

Bu - ull < Y lanllløn — zall < (Solent?) (im - zul?) <ellull. (30) 
在 最 后 一 步 我 们 应 用 了 假设 (27) 和 (28), c 是 常数 . 这 证 明了 B -了 是 有 界线 性 映 
S. 我 们 断定 B -了 是 紧 映 射 . 注意 到 


N oo 
Bu-u= Y an(un — Tn) + > Gn(yn — In) = Gyu + Ryu. (31) 
0 N41 
我 们 估计 Ryu: 
m 1/2 
Iul] < llull (> Ilyn 一 sa?) (32) 
N+1 


由 (32) 及 (27) 知 

um RN|| = 0. 
这 与 (31) 式 说 明了 B- Id Gy 的 一 致 极限 . Gy 是 退化 的 , 因此 是 紧 算 子 ; 故 
B 一 I 是 紧 映射 的 一 致 极限 . 根据 第 21 章 定理 2, B — IERM. 

B 的 零 空间 是 平凡 的 ; 因为 车 存在 u z 0, 使 得 Bu = 0, 则 根据 (29), 0 = 
Lany 给 出 了 yn 间 的 一 个 非 平 凡 的 线性 关系 , 由 假设 (ii), 这 是 不 可 能 的 .对 
B=1+(B-D NAD 21 章 定理 5, 我 们 断定 B 的 值 域 是 整个 H, 这 证 明了 
定理 7. 口 
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23.1 正 的 紧 算 子 的 谱 


Perron 给 出 了 线性 代数 中 的 一 个 经 典 而 又 重要 的 结果 (例如 , 参考 Lax, p.196): 
所 有 表 值 均 为 正 数 的 矩阵 有 一 个 正 的 特征 值 , 并 且 该 特征 值 是 所 有 特征 值 中 的 绝对 
值 最 大 的 一 个 . 在 本 章 中 我 们 给 出 这 个 结论 在 无 穷 维 情形 下 的 推广 . 
定理 1 设 @ 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 , X = C(Q), K: C(Q) > C(Q) 是 一 个 线性 
映射 , H. K eX HR RA RBM. 我 们 假设 

(i) K 是 严格 正 的 , 即 若 p 是 @ LEERE, p FO, 则 KpAQ 上 是 正 的 . 

(i) K 是 紧 的 . 

我 们 断言 
K 有 一 个 正 特 征 值 o, 其 重 数 为 1, 指标 为 1, 且 对 应 的 特征 函数 是 正 的 . 
K 的 其 他 特征 值 几 的 绝对 值 小 于 o: 


|a] < o. (1) 
WA 算 子 K 的 严格 正 性 意味 着 K 是 严格 单调 的 , 即 
#r<y,ızy, 则 Kz < Ky. (2) 


我 们 现在 考虑 K 在 非 负 函 数 上 的 作用 . 考虑 所 有 满足 存在 非 负 函数 r, 使 得 对 Q 
中 所 有 的 点 ， 
kr < Kz, 0< 2 (3) 
的 正 数 k 构成 的 集合 . 用 |z| 表示 x 的 最 大 值 范 数 , |K 表示 K 的 范 数 . 容易 证 
8H, k 构成 的 集合 是 有 界 的 , 因为 (3) 推出 k|z| < |Kz| < | Ki] |x}, 这 说 明 k 不 能 超过 
IK. 现在 证 明 满足 (3) 的 k 的 集合 非 空 . 事实 上 , 取 z(t) = 1; 由 K 的 严格 正 性 知 
Kz 是 正 的 . 不 等 式 (3) 34 k= min Kr 时 成 立 . 
下 面 我 们 利用 K 的 单调 性 ; 结合 (2) 和 (3), 我 们 得 到 kKz < K^, 这 与 (3) 
一 起 给 出 kr < K?z. 递归 的 应 用 此 论证 我 们 得 到 对 任意 的 自然 数 n, 
e's = En. (4) 
由 于 函数 x > 0, 我 们 推出 范 数 不 等 式 
k"|z| < |K"z| < | K" ||z], 
故 
kr < |K". (5) 


23.1 正 的 紧 算 子 的 谱 207 


取 n 次 方 根 并 应 用 谱 半径 公式 (参考 第 17 章 定理 4): 
k < lim |K"|!/" = |o(K)). (6) 
由 于 大 的 集合 非 空 , 故 K 的 谱 半 径 是 正 的 . 由 于 K 是 紧 的 , 故 K 的 特征 值 的 集合 
是 非 空 的 . 
下 面 证 明 与 不 等 式 (6) 方向 相反 的 不 等 式 也 成 立 . 由 于 根据 第 21 章 定理 6, K 
的 非 零 谱 是 离散 点 谱 , 故 存在 特征 值 和 特征 函数 z 使 得 


Kz= Az, |A| = le(K)I. (7) 
我 们 断定 对 |z(s)| = y(s), o = |o(K)|, 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
oy < Ky. (8) 


vq € Q; 对 函数 z 乘 以 绝对 值 为 1 的 复数 使 得 Az(g) 是 正 实数 . B z= uon iv. 
分 开 (7) 的 实 部 , 我 们 得 到 


Az(q) = (Ku)(g). (9) 
由 于 算 子 K 是 单调 的 , Au < y, 由 (9) 
|Aly(q) = (Ku)(q) < (Ky)(q). (10) 


这 证 明了 (8), 而 且 由 于 K 是 严格 单调 的 , 只 有 当 > 和 和 均 为 正 实数 时 (10) 中 等 
号 才 成 立 . 
现在 证 明 (8) 中 等 号 成 立 . 事实 上 , 假设 存在 q 使 得 


oy(g) < Ky(q). (11) 
根据 连续 性 , 车 不 等 式 (11) 成 立 , 则 存在 正 数 6 使 得 对 q 的 某 个 邻 域 N， 
Vs € N, oy(s) +6 < Ky(s). (12) 


现在 构造 一 个 在 N 上 为 正 但 是 在 N 外 为 0 的 函数 p. 由 于 K 是 严格 正 的 , 处 
处 有 Kp > 0. 我 们 定义 函数 x 为 


r=ytep, E>0. (13) 
我 们 断言 对 充分 小 的 6, 存在 常数 c 使 得 
(o + ce)x < Kr. (14) 


首先 对 se N 验证 这 个 事实 . 显然 , 04) 式 的 右 端 Ky + eKp > Ky, 左 端 与 Ay 
相差 Ole). 因此 由 (12), 对 充分 小 的 = Alc < 1, (14) 成 立 . 对 N 外 面 的 s, 函数 
p(s) = 0, 故 不 等 式 (14) 断定 
(c + ce)y < Ky + € Kp. 
由 (8) X, 这 可 以 由 
cy < Kp (15) 

推出 . 由 于 K 是 严格 正 的 , p 是非 负 的 , 故 在 Q E, Kp > 0. 显然 , 可 以 选取 c 足够 
小 使 得 (15) 成 立 . 这 完成 了 (14) 的 证 明 . 

不 等 式 (14) 说 明 若 (12) RZ, M k =o + ce Ñ r= yep 满足 不 等 式 (3). 但 
是 根据 (6), 这 样 的 & 不 能 超过 o; 这 是 一 个 矛盾 , 因此 (8) 式 中 等 号 处 处 成 立 . 在 
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前 面 我 们 证 明了 乘 以 常数 时 , 绝对 值 为 |o (K)| 的 特征 值 和 对 应 的 K 的 特征 函数 > 
EEK, H A 是 正 实数. 这 完成 了 定理 1 (ii) 的 证 明 . 

我 们 断定 o EAA 1. 若 不 是 这 样 , 则 OK 有 两 个 与 o 对 应 的 线性 无 关 的 特征 
函数 . 根据 上 面 的 证 明 , 这 两 个 特征 函数 都 可 以 选 为 正 的 , 但 是 它们 的 线性 组 合 会 
改变 符号 , 矛盾 . 这 证 明了 定理 1 (i) 的 第 一 部 分 . 

我 们 只 需 再 证 明 K 没有 与 特征 值 c 对 应 的 广义 的 特征 函数 . 把 K 的 转 置 记 
为 K'; K' 作用 在 全 质量 有 限 的 Borel WEL. 它 与 K 满足 

(Kz,m) = (x, K'm). (16) 
由 (16), K’ 也 是 严格 正 的 ; BOA m z 0 是 一 个 非 负 测度 , 则 Km 是 正 测度 . Kk’ 和 
K 有 相同 的 谱 . 因此 K 与 K 有 相同 的 主 特征 值 c. 由 于 K 是 紧 的 , K' 也 是 紧 的 . 
应 用 与 上 面相 同 的 证 明 , 与 特征 值 c 对 应 的 特征 测度 m 是 正 的 . 

我 们 现在 可 以 证 明 K 没有 和 特征 值 o 对 应 的 广义 特征 函数 , 因为 车 w 是 这 样 
的 广义 的 特征 函数 : 


(K-oJw=v, (K-o)v=0. (17) 
则 由 (16), 
((K —o)w,m) = (w, (K’ — o)m). (17’) 
因为 (K-o)w =v Al (K’-—o)m=0, (17), 
(v, m) = 0. 


但 是 由 于 wv 是 正 函数 且 m 是 正 测度 , 这 是 不 可 能 的 . 因此 定理 1 得 以 证 明 . 口 


23.2 ”随机 积分 算 子 


现在 考虑 定理 1 的 一 个 应 用 . 
定理 2 设 K(s,t) 是 在 {(s,t):0< s,t <1} 上 连续 的 正 函数 , 满足 
vt € [0,1], J l K (s,t)ds = 1. (18) 
0 
用 K 表示 核 为 K 的 积分 算 子 , 则 
(i) 1 是 五 的 一 个 特征 值 ,与 之 对 应 的 特征 函数 y 是 正 的 ; 
(ii) # r 满足 
f a(t)dt = 1, (19) 
则 
,lim K"z = y, (20) 
只 要 我 们 正规 化 y, 使 得 


] vox: =1. (21) 
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证 明 ”在 第 21 章 中 我 们 证 明了 核 在 紧 集 (比如 (0,1) 上 连续 的 积分 算 子 是 紧 
算 子 . 由 于 核 K(x,y) 是 正 的 , AT K 是 严格 正 的 . 由 定理 (i), K 有 一 个 正 的 特 
征 值 c, 其 对 应 的 特征 函数 是 正 的 : 


Í K(s,t)y(t)dt = oy(s). (22) 
此 式 对 s 积分 并 利用 (18), 我 们 得 到 


] vow =o /vods 


因为 y(t) > 0, f ydt 0, Ko — 1. 这 证 明了 (ii) 的 第 一 部 分 . 
为 证 明 第 二 部 分 , 考虑 平均 值 为 0 的 连续 函数 z 构成 的 空间 Z: 


Z = {z € CI0,1] : [wat = 0}. (23) 


Z 是 X=Cf0,1 的 闭 子 空间 . 我 们 断定 Z 在 K 下 是 不 变 的 , MB > 属于 Z, 则 
u = Kz 也 属于 Z. 为 此 在 


u(s) = f Ke.netoa 
两 边关 于 s 积分 . 利用 (18), 改变 积分 顺序 后 得 到 


fuos = f [ Kls dadaras = | «ox = 0. 


显然 , 由 于 c = 1 重 数 为 1, 且 对 应 的 特征 函数 y 不 在 2 中 , KEZ 上 的 谱 是 
HKEX 上 的 谱 构成 的 点 谱 去 掉 了 特征 值 c = 1 构成 的 . 根据 定理 1 (ii) 的 第 一 
部 分 , 所 有 余下 的 特征 值 的 绝对 值 小 于 1, 于 是 KE Z 上 的 限制 ( 简 记 为 K) 的 
谱 半 径 n 满足 

lc(K,)| = <1. 
根据 第 17 章 定理 4 中 的 公式 (12)’, 

en 
特别 地 , Vz € Z, 

lim K"z = 0. (24) 
对 z=z-y 应 用 此 式 . 由 于 z 满足 (19), y 被 (21) 正规 化 , z 满足 (23) 故 属于 Z. 
因此 可 以 应 用 (24): 

Jim K” (x — y) = 0. 

由 于 y 是 特征 函数 , y = Ky =… = K^y; 这 证 明了 (20). L1 


注意 到 Kr ÉT y 的 速度 依赖 于 政 的 第 二 大 特征 值 0. 关于 第 二 大 特征 值 
的 有 趣 的 估计 由 Lawier 和 Sokal 导出 . 
满足 (19) 的 非 负 函 数 z(t) 可 以 解释 为 概率 密度 . 核 K(s,t) 是 由 状态 t 到 状态 
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s 的 转变 的 概率 密度 . XAR (18) 意味 着 状态 t 转变 到 状态 s 的 概率 为 1. AT 五 
刻画 了 分 布 具 有 密度 r 的 随机 变量 转变 为 分 布 具有 密度 Kz 的 随机 变量 的 随机 过 
程 . 由 (21) 正规 化 的 特征 函数 y 是 在 K 描述 的 随机 过 程 下 不 变 的 概率 测度 ， 

给 定 一 个 概率 分 布 r, K"z 表示 随机 过 程 K 作用 n 次 后 系统 的 概率 分 布 . 极 
BER (17) 的 概率 意义 是 当 ”一 co 时 , 应 用 随机 过 程 Kn 次 把 任意 的 分 布 m 变 
为 不 变 的 分 布 y. 
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定理 3 设 
L=-A+) biOi+c (25) 
是 作用 在 s1,…, sm 的 周期 函数 上 的 微分 算 子 , 这 里 0; =9/0,,, ^ 502, bi Foc 
X s 的 光滑 周期 函数 , c 是 正 数 , 则 对 任意 的 光滑 周期 函数 f, 方程 
Lu = f (26) 
有 唯一 的 光滑 周期 解 u. 我 们 把 此 解 表示 为 Kf =u. 3: 3,29 d] 3E HI 65 5] 3 KAHN 
成 的 空间 C 到 C 的 映射 时 , K 有 下 列 性 质 : 
(i) K 是 有 界 映射 ; 
(ii) K 是 严格 正 的 ; 
(i) K 是 紧 的 . 
证 明 ”我 们 简要 给 出 不 需要 太 多 技巧 的 部 分 的 证 明 . 用 Smas 和 Smin 表示 使 
得 函数 v 分 别 取 最 大 值 和 最 小 值 的 点 的 集合 . 在 这 样 的 点 上 ,ww 的 一 阶 导数 为 0, 二 
阶 导数 分 别 是 非 正 的 和 非 负 的 . 因此 我 们 由 (25) 和 (26) 推出 
人 
C(Smin)'min 2 f(Smin). (27) 
由 于 假设 函数 c 是 正 的 , 我 们 断定 Jul max < clf lma RE c 是 常数 ), 这 证 明了 KK 在 
最 大 值 范 数 下 是 有 界 的 , 此 即 (i). 
由 (27), 车 f 对 所 有 的 s 是 正 的 , 则 u 也 是 如 此 . 我 们 省 略 (i) 中 余下 的 结论 
的 论证 : & f £0 是 非 负 函数 , Wu 是 正 的 . 
我 们 省 略 (ii) 的 证 明 , 但 是 提醒 读者 注意 到 一 个 类 似 的 但 是 更 弱 的 结果 : 在 
L 范 数 下 K 的 紧 性 , 这 在 第 22 章 定理 5 中 已 被 证 明 . m 


根据 定理 1, 具有 上 述 性 质 的 算 子 K 有 一 个 控制 其 他 特征 值 的 正 特征 值 ,其 
对 应 的 特征 函数 是 严格 正 的 . 由 于 K 是 OL 的 逆 , 它 的 特征 值 是 L 的 特征 值 的 倒数 
因此 由 定理 3 我 们 推出 如 下 定理 . 
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定理 4 由 (25) 定义 的 二 阶 椭圆 型 偏 微分 算 子 卫 有 一 个 比 其 他 所 有 特征 值 的 绝 
对 值 都 小 的 正 的 特征 值 . 与 此 特征 值 对 应 的 特征 函数 是 正 的 . 

当 Laplacian A 换 为 任意 二 阶 椭圆 型 算 子 30,00; (aij) 是 正定 矩阵 ) 时 , XE 
H 3 和 定理 4 对 形 如 (25) 的 算 子 工 成 立 . 

关于 积分 算 子 的 定理 1 已 经 由 Jentsch 推出 . Krein 和 Rutman 推广 Banach 
空间 的 一 个 凸 锥 的 情形 . 

对 第 二 大 特征 值 的 估计 由 E. Hopf 得 到 . 
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第 24 章 ”积分 方程 的 Fredholm 理论 


历史 上 ， 关于 无 限 维 空间 中 线性 方程 组 的 解 的 一 般 理 论 是 由 Ivar Fredholm 在 
1900 年 首先 给 出 的 .这 一 理论 的 重要 性 马上 被 人 们 认识 到 ， 同 时 该 理论 激发 了 
Hilbert, Schmiclt, F. Rieszi, Banach 等 一 大 批 数 学 家 ,他 们 对 此 进行 了 进一步 深 
入 的 研究 . 这 些 在 Hilbert 空间 和 Banach 空间 中 建立 的 新 理论 完全 取代 了 Fred- 
holm 的 理论 . 与 新 的 抽象 理论 不 同 , Fredholm 研究 积分 算 子 , 他 的 核心 概念 是 积分 
算 子 所 对 应 的 行列 式 . 由 于 积分 算 子 的 行列 式 出 现在 某 些 现代 理论 (如 逆 散 射 , 完 
全 可 积 系统 ) 中 , 我 们 在 这 里 重新 复习 一 下 . 


24.1 Fredholm 行列 式 和 Fredholm 预 解 式 


考虑 方程 
u(x) + f K(z,y)uly)dy = F(2), (1) 


这 里 f 是 给 定 的 一 个 在 区 间 (0,1) 上 连续 的 函数 , u 是 要 求 的 未 知 函 数 . 我 们 假设 
核 K(x,vy) 是 连续 的 ; 而 Fredholm 处 理 的 核 是 允许 有 奇异 性 的 . 
方程 (1) 何 时 有 解 的 问题 可 以 由 第 21 章 定理 5 解决 . 为 此 , 我 们 把 f 和 习 都 
看 作 是 连续 函数 空间 ClO, 1] 中 的 元 素 . 正如 在 第 22 章 中 证 明 的 , (1) 式 左 端的 积分 
算 子 是 一 个 紧 算 子 . 根据 第 21 章 定理 5, (1) 式 左 端 作用 在 u 上 的 算 子 的 零 空 间 的 
维 数 等 于 其 值 域 的 余 维 数 ; 根据 定理 8, 该 值 域 是 (1) 式 左 端的 积分 算 子 的 转 置 (其 
核 是 K' (x,y) = Kly, x)) WEA TEA Fb. Fredholm 对 形 如 (1) 的 算 子 证 明了 这 
个 结果 , 此 结果 现在 称 为 Fredholm 择 一 性 . 
Fredholm 的 方法 是 把 (1) 中 的 积分 替换 为 长 度 为 h 的 n 个 区 间 上 的 Riemann 
和 . 这 导出 了 以 u EHD nn 个 节点 j/n 处 的 值 u 为 未 知 量 的 ”个 线性 方程 组 . 
Fredholm 把 方程 组 的 解 表示 为 行列 式 的 比 的 形式 , 然后 在 n 一 oo 时 , 取 这 些 行列 
式 的 极限 . 
(1) 的 离散 形式 是 
u+h) Kijuj = fj, i=l n, (1^) 
这 里 f; = f(ih), h = 1/n, Kij = K(ih, jh). FA D(h) 表示 作用 在 (1) 中 的 向 量 u 
上 的 矩阵 的 行列 式 : 
D(h) = det(I + hKij). (2) 
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显然 , D(h) 是 h 的 多 项 式 : 


D(h) = Y ash". (2^) 
系数 am 可 以 用 Taylor 展开 表示 为 
am uan) Pho 2" 
为 对 多 项 式 求 微分 , 我 们 利用 规则 
-det(C1, Cas, Cn) = 2,00 (a ‚CH +, On (3) 


应 用 同样 的 规则 求 m 阶 导数 . 由 于 每 个 列 C; 是 h 的 线性 函数 , 这 样 导出 的 公式 非 
常 简单 . AA h=0 A, C;(0) = E; ER j 个 单位 向 量 , 我 们 可 以 进一步 简化 公 
式 . 因此 , 在 (2”) 中 应 用 (2), 我 们 得 到 关于 Ky 的 主子 式 的 行列 式 的 一 个 表 不 : 


IK >> Kii ij 
ji ji 


WER h = 1/n 并 令 n 趋 于 oo. (4) 中 的 第 上 项 是 关于 大 个 参数 的 一 个 和 式 , 它 直 
于 一 个 重 积分 . 为 了 把 它们 写成 紧凑 的 形式 , Fredholm 引入 了 下 面 的 方便 的 缩 
5: 


yo Vk 
h = 1/n Bj, (4) X34 n 一 oo 时 的 形式 极限 为 无 穷 级 数 


pa Daj fx be ne Jan „di. (6) 


定义 RD 是 作用 在 (1) 式 左 端的 算 子 的 Fredholm 行列 式 . 
引 理 1 RH (6) 收敛 

证 明 ”为 证 明 收 敛 性 , Fredholm 应 用 了 Hadmard 的 关于 行列 式 的 不 等 式 去 估 
计 级 数 (6) 中 的 项 : 


«( AAEE TA ) = detK (z; y), 1<i, j <k. (5) 


ldet(C - --, Ce) < [ [11C (7) 
这 里 |C 表示 向 量 C 的 Euclidean 长 度 . (7) 的 几何 解释 是 : 以 向 量 C; 的 和 为 顶 
点 的 平行 六 面体 的 体积 小 于 或 等 于 以 与 Ci 等 长 的 边 为 Cj' (MC = (C51) 的 直 
平行 长 方 体 的 体积 , 这 里 C;' 互相 正 交 . 


习题 1 给 出 不 等 式 (7) 的 解析 证 明 . 


由 于 核 K 是 连续 的 , 因此 它 是 有 界 的 : 存在 M 使 得 
对 所 有 的 zx,y，|K(z,w) < M. 
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故 x k EE (5) 中 的 每 个 列 向 量 的 长 度 不 大 于 MVk. 因此 根据 (7), 


Li, e, T 
K 1; k 
Yis Vk 


ZU (6) 中 的 第 大 项 小 于 M*k*/2/k!, 根据 Stirling 公式 , X < (Me)*k F2. 这 个 


< M*k*7?. (8) 


估计 式 说 明 级 数 (6) 是 收敛 的 . 口 
Fredholm 说 明了 在 核 K 关于 变量 y 满足 Holder 条 件 
|K(z, y) — K(z, z)) < Mly — 2|* (9) 


时 , 如 何 得 到 比 (8) 更 好 的 估计 式 . 在 (5) 式 右 端的 矩阵 中 , 我 们 从 第 i 列 中 减 去 第 
i 十 1 列 ,i = 1,.…,kk 一 1. 这 个 新 矩阵 与 原来 的 矩阵 有 相同 的 行列 式 , 且 其 第 i 列 的 
长 度 小 于 等 于 My 一 yil*Vk. 由 (7) 可 知 


«( Ti Dk 
yc Yk 
根据 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 

1 k 
II lyi+1 — Yi] < (x) ， 


"E 
Y1,°°' Yk 
当 K(a,y) XT or 也 满足 Holder 条 件 时 , 同样 的 不 等 式 也 成 立 . 

现在 考虑 方程 (1). 为 解 此 方程 组 , 我 们 在 (17) 两 边 乘 以 作用 在 未 知 数 上 的 拢 
阵 的 逆 矩 阵 ， 道 矩阵 的 元 素 可 以 表示 为 余 阶 为 1( 即 比 原 来 的 矩阵 阶 少 1 阶 ) 的 主 
子 式 的 行列 式 除 以 矩阵 的 行列 式 . 对 方程 组 (1) 我 们 应 用 此 过 程 , 我 们 得 到 与 (2) 
类 似 的 公式 , 此 公式 又 可 以 化 为 形 如 (4) 的 式 子 . 通过 令 h 一 0 取 极 限 , Fredholm 
求 出 了 这 些 行列 式 的 连续 类 似 R. 利用 记号 (5), 我 们 可 以 把 R 表示 为 


R(z, y) -went fx( ee sp diss 
y, T1 


-Saf /x( Mis is poca (10) 


U, T1, 7^ Ck 
不 等 式 (8) 说 明 (10) 式 右 端 的 级 数 关 于 z 和 y 是 一 致 收敛 的 .这 证 明了 
R(z,y) 是 x,y 的 连续 函数 . 
我 们 现在 说 明 如 何 应 用 核 R(x, y) 和 行列 式 D 来 解 方 程 (1). 按照 第 一 行 展开 
(10) APH (5) 式 定义 的 行列 式 : 


< | (II lyi+1 一 yil)? . 


我 们 推出 


< (k*)0/2)7o Mk. (8^) 
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,区 1 °° £ 了 1 ,Tk 
«(2 : t) =xævk( | )- 
Y,%1,°°', Tk 2L1,°**,Lk 


Kam a Tec 小 


Y,72,°'',Tk 
21,2 ea 

K(x,22)K es * en (11) 
Y,%1,73°°*, Tk 


在 z,,-,2, 空间 中 的 单位 长 方 体 上 对 (11) 积分 . 我 们 断定 最 后 项 的 积分 相等 ; 
这 可 以 通过 在 第 j 个 积分 
qu i T1572, 777 Tk riedr 
S / [Kerr ( Y Ti, '*,Tj—1,Tj+1,''', Lk ): iius 


中 交换 变量 v. 和 rj, 然后 在 进行 一 个 行 变 换 和 ; — 2 个 列 变换 . 我 们 得 到 
7,21, Tk n FR T1,°°', Tk wu 
fs (BE 2) anam e f [x (Be) ae dzk 


-x f f Ke ( Be Jan an. 
除 以 k! 并 求 和 . 根据 R(z,y) 的 定义 (10) M D 的 定义 (6), 我 们 可 以 把 上 述 结果 表 


RH 
R(z,y) = K(2,y)D - f K (z, ;) R(z, y)dzi, 


这 又 可 以 写 为 
R(z,y) + | K (a, z) R(z, y)dz — DK(z,y) = 0. (12) 
如 果 不 是 按照 第 一 行 , 而 是 按照 第 一 列 展开 行列 式 (10), 我 们 得 到 类 似 的 等 式 
R(x, y) + J K(z,y)R(z, z)dz — DK (z, y) = 0. (12/) 


现在 我 们 考虑 积分 方程 (1). Fredholm 把 左 端 视 为 作用 在 u 上 的 算 子 ; 把 以 
K (z, y) 为 核 的 积分 算 子 记 为 五 : 


(Ku)(z) = J K (z, y)u(y)dy. (13) 
类 似 地 用 R 表示 以 Rz, y) 为 核 的 积分 算 子 . 方程 (1) 可 以 简 记 为 
(I+ K)u — f. (13^) 


Fredholm 注意 到 形 如 (13^) 的 算 子 构成 了 一 个 半 群 , 即 两 个 这 样 的 算 子 的 乘积 仍 形 
如 (13^): 
(I+ HY(I - K) It L, (14) 
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这 里 算 子 五 的 核 为 
L(z,y) = K(z,y) + H(z, y) + i H(z, z) K (z, y)dz. (14^) 


定理 2 KK LEXMARK DEO, MHF I+ K ATHH, RHA I- DR, 
这 里 D 和 RAAH (6) Fo (10) IX. 
证 明 FAR (12) 和 (12^) 可 以 用 线性 算 子 表示 为 
R+KR-DK=0, 
R+RK-DK=0. (15) 
由 于 假设 DA0, 上 面 的 等 式 可 以 重新 写 为 
(I+ K)(I- DR) =I, 
(I- D R(I- K) =I. D(15’) 
定理 2 的 逆 也 是 成 立 的 . 
定理 3 KK 是 一 个 连续 核 且 使 得 DD =0, WEF I 二 扩 有 一 个 非 平凡 的 零 空间 ， 
从 而 了 十 政 是 不 可 北 的 . 
WEBB FE R, y) 中 国定 y 并 记得 到 的 z 的 函数 为 r: 
R(-,y) = r(-). 
方程 (12) 可 以 写 为 
r+ Kr — 0. 
这 说 明 > 属于 I+ KOSS. 此 论证 中 的 问题 是 : R(z,y) 可 能 对 所 有 的 x 和 y 
都 为 0, 从 而 使 得 r EFAA. 因此 我 们 必须 另外 给 出 证 明 . 
设 和 是 一 个 复 参数 . 在 公式 (6) 中 以 AK 代替 K 给 出 了 入 BST EROR, 记 


此 级 数 为 
ws) 0 


类 似 地 , 通过 在 (10) 中 以 AK 代替 K 定义 函数 R(z, y, 5) 为 


R(z,y;A) = E [fx ( GEM " ^ jns dz. (17) 


引 理 4 D(A) Fe R(z,y; A) Æ A HERH AX, ics A 都 解析 的 函数 . 
习题 2 证 明 引 理 A. 


如 果 我 们 在 (16) 和 (17) 中 取 入 = 1, 则 我 们 得 到 由 (6) 和 (10) 定义 的 DA 
R. WEF D=0, M) D(A) 在 入 =1 处 有 一 个 零点 .由 于 DO) 是 解析 的 且 不 恒 等 
于 0, 此 零点 是 有 限 阶 的 . 
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引 理 5 Rib A— 1 DO) 的 mm 阶 零 点 , 则 存在 z, 使 得 入 =1 是 已 (z,zZiA) 的 
零点 且 其 阶 <m. 
WR 在 (17) 中 取 y = z 并 关于 r 积分 : 


J Rezia a fe fx ae t ) dedas- a 


上 式 右 端 等 于 (16) 式 关 于 和 的 导数 与 和 的 乘积 : 

[Rex A)dz = AS DI). 
根据 m 的 定义 , = 1 是 上 式 右 端的 m-1 HSA; 因此 左 端 也 具有 相同 的 性 质 . 
但 是 R(x, x; 入) 不 可 能 对 每 个 r 都 有 不 小 于 m 阶 的 零点 . 口 


用 0 表示 使 得 对 每 个 z 和 如 入 =1 是 R, yA) 的 L 阶 零点 的 4 的 最 大 值 . 根 
据 引 理 5, 4 < m. RATA 
R(z, y; A) = g(x, y)(A — 1)6 + O(A — 1). (18) 
由 的 定义 可 知 g(z,y) 4 0. MAA 1, 由 (12) X, 


R(x, y; à) + [xe z)R(z,y;A)dz = AK (az, y) D(A). 


上 式 两 端 除 以 (A — 1) 并 令 入 BF 1. 因为 DOA) 有 一 个 m Bt (m > 2) HER, 
Rs, y AA — 1)* SF g, 因此 我 们 得 到 


ears f K (z, z)g(2, y)dz = 0. (19) 
由 于 g 关 0, 存在 yo 使 得 对 某 个 z, g(z,yo) # 0. ER, u(x) = g(z,yo) MF I+ K 
的 零 空 间 . 这 证 明了 定理 3. 口 


习题 3 BRR K(z,y) 是 退化 的 , HK (x,y) = 7; ki(x)hi(y). EA DO) 是 一 个 
次 数 不 大 于 n 的 多 项 式 . 


我 们 现在 把 解析 函数 D(A) 的 零点 与 K 的 特征 值 联 系 起 来 . 
定理 6 复数 上 是 积分 算 子 K 的 特征 值 , 当 且 仅 当 入 = 一 1/ 是 DO) HBR. 
WR ”定理 2 和 定理 3 说 明 k = -1 属于 积分 算 子 K 的 谱 当 且 仅 当 D(1) = 0. 
以 AK 代替 K 即 得 定理 6. = 


定理 6 说 明 D(X) 所 起 的 作用 与 算 子 K 的 特征 多 项 式 一 样 . HT K 的 特征 值 
« 的 代数 重度 是 它 的 广义 特征 空间 的 维 数 , 即 (kIT 一 K)'(i 是 任意 正 整数 ) 的 零 空 间 
的 并 集 的 维 数 . 根据 第 21 章 定理 6, 紧 算 子 的 非 零 特征 值 的 几何 重度 是 有 限 的 . 
定理 7 iE k 是 由 (13) 定义 的 算 子 K 的 一 个 非 零 特征 值 . 根据 定理 6, 入 = 一 1/« 
X (16) 中 定义 的 D(A) 的 一 个 零点 . 用 m 表示 这 个 零点 的 重 数 . 断言 ; m 是 特征 
Mik 的 代数 重度 . 
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证 明 ”证 明 与 有 限 维 的 情形 相同 , 应 用 行列 式 D 的 余 有 限 阶 的 主子 式 . 我 们 
省 略 掉 有 具体 的 证 明 . 口 
下 面 我 们 将 两 个 重要 的 和 矩阵 关系 推广 到 算 子 的 情形 . 
定理 8 ” 设 积分 算 子 K 的 核 K(x,y) KF x $o y X Holder 连续 的 且 Holder 常数 
a> i. KR1,K2,'…… 是 K 的 特征 值 ， 则 


/ K (z, z)dz = M ij (20) 
D = | [(1 + s). (20’) 
上 面 的 级 数 与 乘积 是 绝对 收敛 的 . 


(20) 式 左 端的 数 称 为 积分 算 子 K 的 迹 ; (20) 式 称 为 迹 公式 . 在 第 30 章 中 我 们 
将 会 对 Hilbert 空间 上 的 一 大 类 算 子 建立 这 样 的 一 个 迹 公 式 . 

定理 8 的 证 明基 于 Hadamard 的 因子 分 解 定 理 . 我 们 仅 叙述 我 们 需要 的 情形 . 
定理 9 GSA) RA OMAR RRM, 且 对 所 有 的 入 其 阶 均 小 于 1, 即 它 满足 生长 
条 件 : 存在 常数 c, 使 得 

If(A)| < e(exp|Al?), p <1. (21) 

记 HAR RA {A} 重 根 按 出 现 的 次 数 计算 , 并 假设 入 = 0 不 是 根 , Bp f(0) £0. 
则 DIA]! KA f 可 以 分 解 为 


f(A) = OT] (1 - x) | (22) 


这 个 结果 并 不 十 分 复杂 ， 其 证 明 可 以 参考 Ahlfors 的 复 分 析 教材 ， 我 们 将 对 
f(A) = DOA) 应 用 (22) XX. 
引 理 10 ZU K X r Ry WX Holder 常数 为 o 的 Holder HH, 则 D(A) i 
足 生 长 条 件 
|D(A)| < c (exp |A|?/0 +20) . 
这 里 c 为 常数 . 


习题 4 应 用 DA) 的 定义 (10) 和 不 等 式 (8') 证 明 引 理 10. 


显然 , 对 a > 2, 函数 DA) 的 阶 小 于 1, 因此 可 以 形 如 (22) 进行 因子 分 解 . A 

用 定理 6 中 建立 的 D 的 零点 与 K 的 特征 值 «; 之 间 的 关系 , 我 们 可 以 把 因子 分 解 
BA 

D(A) = [[( + «;)). (22') 

这 里 应 用 了 D(0) = 1, 此 事实 是 (16) 的 一 个 直接 推论 . 对 (22) 微分 并 取 入 = 0. 在 

(22°) 的 左 端 我 们 得 到 dP(A)/dAlx=o, RERA (16), 这 又 等 于 f K (z, zjdz. 

对 |A| € 1, 右 端的 无 限 乘 积 是 有 限 乘积 的 一 致 极限 ; 因此 它 的 导数 是 有 限 乘积 的 导 
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数 的 极限 . 这 说 明 (22^) 右 端 在 和 = 0 点 的 导数 等 于 Dr, 这 证 明了 (20) XX. 在 
(22^) PHY 和 = 1 得 到 等 式 (20). 这 完成 了 定理 8 的 证 明 . 口 


24.2 Fredholm 行列 式 的 乘法 性 质 


下 面 讨论 Fredholm 给 出 的 行列 式 的 乘法 性 质 在 算 子 情形 下 的 延 拓 . WI+K 
的 行列 式 为 Dk, I+ H 的 行列 式 为 Dy, 依次 类 推 . 类似 地 , 记 r+ K HWA 
I-— DJ. Rk 的 核 为 Rx (z, y). 
定理 11 RAM K 是 具有 连续 核 的 积分 算 子 , 并 设 (I+ H(I+K)=I+ LM 


Dr = DyDx. (23) 
证 明 下面 的 漂亮 证 明 是 由 Fredholm 通过 计算 Dr 的 变 分 所 给 出 的 . 我 们 定 

^ d 
óDk = az PK+zöK le=0- (24) 

E 


为 计算 6K 的 函数 5Dr, 首先 计算 行列 式 (5) 的 变 分 . 应 用 行列 式 的 微分 公式 (3), 
得 到 大 个 行列 式 的 和 ; 


5K 11,777, Tk = V detKe, (25) 
"Tk £ 


Ti. 
这 里 Ki 的 第 6 WE K(i, yi). 把 detK 关于 第 4 WEF: 
Zim |o — dom 71,7 **,(Zm),*** E. uu : 
sx ( rare P =) 1) «( 21,7, (£1), +, Tk ) ax moz), (25) 
这 里 括号 表示 第 4 列 和 第 m 行 被 去 掉 了 . E k 维 的 单位 立方 体 上 对 (25) 积分 . 所 
有 £=m 的 k 项 相等 ; id Im = Te = T 并 把 余下 的 变量 重新 标号 为 Ti, °'*; Lk-1, 
我 们 得 到 (25) P =m 的 项 的 和 的 积分 的 表达 式 : 


ef fK "t UN da, dai | Ks z)dz. (26) 
21,777; Tk—]1 


余下 的 zi # tm 的 k(k 一 1) 个 积分 也 相等 ; 记 tm = z, ze y 并 把 余下 的 变量 标号 
为 zl ,zk2. 假设 < m; 则 一 1 个 行 变换 和 mm 一 2 个 列 变换 把 (25) "P £m 
的 项 化 为 相同 的 形式 从 而 这 些 项 的 和 是 

—k(k — nfo f«( on i e ) ara ...der_adedy. (26) 


T,I1.:::,Tk—2 


为 得 到 6D,, 在 定义 D, 的 级 数 (6) 中 了 逐 项 求 变 分 . 我 们 得 到 (26) 5 (26) 的 
和 除 以 kt. 利用 Dy 的 定义 (6), 我 们 把 由 (26) 得 到 的 和 式 写 为 


Dy jie Z)dz， 
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根据 由 (10) 定义 的 Rc (m, y), 把 由 (26') 得 到 的 和 式 写 为 
— J | o ens nani. 
合 在 一 起 , 得 到 
5D, = Dy f ÔK (z, x)dz — | J Ry (y, 2)6K (2, y)dzdy. 
假设 Di #0 并 在 两 边 除 以 Dr, 我 们 得 到 
din Dy = f 5K (z, x)dx — Dz? f f Ry (y, xz)ók(z, y)dzdy. (27) 
根据 公式 (15^), BF I- Dt! R 是 算 子 I+ K 8388. 因此 我 们 可 以 把 (27) 5 
端 关于 z 的 积分 视 为 (+K)! 在 6K(-,y) 上 的 作用 , 并 把 (27) 写 为 算 子 形式 
ólnD, = J (I+ K)~16K(-, y)dy. (28) 


另外 , 我 们 可 以 把 (27) 式 右 端 关 于 y 的 积分 视 为 I— DI'R, 的 转 置 在 函数 

6K(z,-) 上 的 作用 . 由 于 道 的 转 置 是 转 置 的 逆 , 可 以 把 (27) 写 为 
ólnD, = fas K') !óK(z,-)dz, (28’) 

这 里 K' 表示 K HRB. 

Wt KA H SER Dk 关 0 和 Dy #0 的 任意 两 个 连续 核 . 与 前 面 一 样 , 我 们 
把 I+ 五 与 T+ K 的 乘积 记 为 T+ 工 . 根据 定理 2, I+ KM I+ H REN xm; A 
此 它们 的 乘积 T+ DL BEA. 于 是 根据 定理 3, Dr #0. 

为 了 用 6H 和 6K 计算 Dr 的 变 分 , it HA K dE L 的 核 表示 出 来 . 因为 
L= K+ H+ HK, 所 以 


L(z,y) = K(z,y) + H(z,y) + [He z)K (z, y)dz, 
因此 
óL(r,y) = óK(z,y) + óH(z,y) + ] 5c. z)K (z, y)dz + J He, 36k G nae (29) 


再 通过 算 子 K'G 五 的 作用 把 (29) 右 端的 积分 表示 出 来 

óL(z,y) = (I+ K')8H (z,-) + (I+ H)6K(.,y). (29) 
把 5L 的 这 个 表达 式 代 入 与 核 L 所 对 应 的 公式 (27) 中 , 再 把 与 oH 和 SK S XI 
项 分 别 用 (28’) 和 (28) 表示 出 来 , 得 


ólnD, = J (I+ L')^ (I4 K’)6H (x, -)dx + J (I+ L) (I4 H)6K(-,y)dy. (30) 
注意 到 I 十 工 定义 为 (Io H\I+ K); 取道 然后 再 取 转 置 , 得 


(I+ Di=(I+ K-T+ Wt, (I+L) = (I+ B)! (Io Ky. 


24.3 Gelfand-Levian-Marchenko 方程 和 Dyson 的 公式 221 


将 上 述 两 式 代 入 (30), 我 们 得 到 


dlnDL = [us H’)~'6H(z, -)dz + [us K) !6K(.,y)dy. (30^) 
将 此 式 与 (28) 和 (28^) 比较 , 我 们 得 到 
öln Dy = óln Dy + din Dr. (31) 


现在 把 K 和 H 形变 到 0, 使 得 在 此 过 程 中 , Dk £0, Dy #0. 这 很 容易 实现 , 只 要 
Hx K(t) = A(t)K, H(t) = A(t) HH, 这 里 复数 值 函数 At) 的 零点 与 Dx( 和 A) 和 Dal) 
都 不 同 . 公式 (31) 说 明 

E Dia) — In Dk(t) Dnt))] = 0. 


因为 L(0) = K(0) = H(0) = 0 H Do = 1, 我 们 推出 In DL -iDrdr = 0; 这 证 明 
T% Dk 40, Dy 40 时 行列 式 的 乘法 性 质 . 4 Dy = 0 时 , T+ 五 不 是 映 上 的 ; 4 
Dk —0 Bj, I+ KK 不 是 一 对 一 的 . 在 这 两 种 情形 下 , (I+ 如 (IT+ K) TER, dk 
Dr = 0. 因此 在 所 有 的 情形 下 , 均 有 Dr = Dg Dx. 口 


习题 5 在 定义 Dk 的 无 穷 级 数 中 逐 项 计算 验证 Dr. 


24.3 Gelfand-Levian-Marchenko 方程 和 
Dyson 的 公式 


到 目前 为 止 , 积分 方程 (1) 中 的 积分 只 是 在 单位 区 间 上 取 . 当然 这 可 以 在 任意 
的 有 限 区 间 [a,b] ER, 只 要 当 核 K 的 自 变量 趋 于 oo 时 , K 趋 于 0 的 速度 足够 快 ， 
那么 积分 甚至 可 以 在 无 穷 区 间 [a, oo] 上 取 . 
习题 6 证 明 : # 

iK (2, y)| < M(z)M(y), 
这 里 M(z) 是 单调 下 降 的 可 积 函 数 且 
| M (x)dz < oo, 
则 定义 Fredholm 行列 式 的 级 数 (6) 和 (10) 都 收敛 . 
设 K(z,y) 是 对 所 有 的 实数 zx A y 都 有 定义 的 连续 核 . 假设 当 z,y BF oo 时 ， 


核 以 充分 快 的 速度 趋 于 0. 对 每 个 实数 a, 我 们 定义 Fredholm AF I+ Ka, 这 里 
Ka 是 区 间 (a, co) 上 以 K 为 核 的 积分 算 子 : 


(Kau)(7) = f ^K (z,y)u(y)dy, a < z. (32) 
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设 D(a) 是 I+ Ka 的 Fredholm FR. 我 们 将 要 研究 D(a) 对 a 的 依赖 性 . 假设 
D(a) £0. 

A h 是 任意 实数 ; 简单 的 变换 y 一 yh PAT Kan 映 为 在 固定 的 区 间 
(a,00) 上 以 K(z - hy +h) 为 核 的 积分 算 子 . 这 个 核 在 h = 0 ARF h 的 导数 是 
5K = K, + Ky. 因此 D(a) 关于 a 的 导数 可 以 通过 D 的 变 分 公式 (27), (28) HH. 
为 此 , 我 们 需要 一 些 联系 核 K 和 R 的 等 式 . 利用 公式 (12) 和 (12^) 导出 这 些 等 式 ， 
公式 (12) 和 (12^) 表明 I+ K Ñ I- DR 是 互 逆 的 : 


R(z,y) + [Ke z)R(z,y)dz — DK(z,y) = 0, (12) 
R(z, y) + i K(z,y)R(x, z)dz — DK(z,y) = 0. (12') 
在 (12) 中 对 x 微分 : 
R.(x,y) + f K,(x,z)R(z,y)dz — DK,(z,y) = 0. 
在 此 式 中 取 y = z, 我 们 得 到 


R.(z,2) + [Kel z)R(z,z)dz — DK,(z,r) = 0. (33) 
类 似 地 , 我 们 也 可 以 得 到 
R (y, y) + ji K,(y,2)R(z,y)dz — DK,(y,y) = 0. (33') 


考虑 InD 的 变 分 公式 (27) 并 将 6K = Kj + Ky, RA: 


dln D(a) = [Kee + K,(z,x)|dx 一 Da? Jro z)[Kz(£,y) + K,(z, y)]dzdy. 


应 用 (33) 和 (33) 将 (34) 右 端的 二 重 积分 替换 为 一 重 积分 : u 
óln D(a) = J [Ks (z,z) + Kula,a)lda + J (D-'R, (x, x) kea 
+ [IDR (u,v) - Kyo wlay 
= D7 / E XO SET 
= D"! R(a, a). 
因为 In D(a) 的 变 分 是 它 关于 a 的 导数 
<n D(a) = -D (a)R(a,o), EAB È D(a) = —R(a.o). (35) 


习题 7 由 公式 (6) 对 积分 的 下 限 求 微分 导出 公式 (31). 
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现在 再 次 回 到 公式 (12) 并 且 注 意 到 它 有 下 面 的 解释 . UE y 是 任意 固定 的 数 ， 
a <S y, 则 积分 方程 
w + Kaw = K(-,y) 
的 解 是 w'(z) = Dr-i(aR(z,y)， 特 别 地 , W y = a, z = a, 我 们 得 到 w'(a) = 
D-}(a)R(a,a). 应 用 关系 (35), 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 12 AX w-—uw(ra) 为 积分 方程 


w+ 上 * K(x,9)w(u)dy = —K(z,o) (36) 
的 解 ， 则 
w(a;a) = E D(a). (37) 
我 们 现在 说 明 如 何 把 这 个 结果 应 用 到 散射 理论 中 微分 算 子 
一 T q, (38) 


的 逆 问题 , 这 里 q = g(x) 是 位 势 且 当 x 一 too 时 快速 地 趋 于 0. 逆 问 题 是 根据 第 
37 章 将 要 定义 地 反射 系数 来 决定 位 势 9. 这 个 问题 来 源 于 物理 学 , 主要 处 理 当 反射 
系数 已 知 而 位 势 g 不 能 直接 测量 的 情形 . 

Gelfand, Levitan 和 Marchenko 设计 了 一 个 积分 方程 使 得 其 解 q 可 以 确定 . id 
Z(z) 为 反射 系数 的 Fourier ER, 在 算 子 (37) 有 特征 值 点 时 , 这 些 必须 包含 在 Z 
中 . 辅助 函数 w 的 G-L-M 方程 为 

waa) + 3+oe@rody= -Zle + a): (39) 


根据 G-L-M( 比 如 , BY Lax, 第 84-91 页 ), 位 势 g 与 G-L-M 方程 的 解 w Zum 
关系 为 à 

q(a) = 27 wla, a). (40) 
方程 (39) 是 方程 (36) 4 K(x,y) = Z(c+y) 时 的 特殊 情形 . 从 而 根据 (40), 我 们 可 
以 应 用 定理 12 推出 由 Freedman Dyson 得 出 的 下 述 公 式 : 


d? 
g(a) = 2" D(a), (41) 


这 里 D(a) 是 (39) 式 左 端 作用 在 w 上 的 G-L-M 算 子 的 Fredholm 行列 式 . 
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第 25 章 ”不 变 子 空间 


设 X 为 Banach ZA, M: X — X 为 有 界线 性 映射 . 首先 回想 一 下 线性 代 
数 中 不 变 子 空间 的 概念 : KX 的 子 空间 Y 为 M 的 不 变 子 空间 , wR Y 在 MM 的 
作用 下 被 映 入 到 自身 内 ; 称 Y 是 非 平 凡 的 , WR Y EX 的 含有 非 零 向 量 的 真子 空 
a. 在 赋 范 线性 空间 中 , 我 们 感 兴趣 的 是 M 的 闲 不 变 子 空间 . 

对 于 M 的 闭 不 变 子 空间 Y, 我 们 有 可 能 分 两 步 反 演 M, 即 给 定 X 中 的 向 量 
u, EX 中 可 以 找到 向 量 ao, 使 得 Mao =u. 首先 解 关 于 模 Y 的 方程 , 即 在 X 中 
寻找 向 量 zl, 使 得 Ma, =u(mod Y); 若 令 z=u— Ma, Wz 属于 Y. 然后 ,在 
Y 中 选取 向 量 y, 使 得 My =z. 再 令 zo = gz, +y, 则 May =u. 第 一 步 实 际 上 是 
在 商 空 间 X/Y ERR M; 只 要 X/Y 有 赋 范 结构 , 利用 解析 工具 这 一 步 很 容易 处 
理 ; 而 要 使 得 X/Y 有 赋 范 结构 , 仅仅 需要 “Y EX 的 闭 子 空间 ”这 一 条 件 . 

由 上 面 提供 的 算法 , wR ME X/Y AY LITE, 那么 它 在 X Ih. 
但 是 , 反之 是 不 成 立 的 , 如 第 2 章 所 示 . 


习题 1 ik: 如 果 M: X— X WH, Y 是 M 的 有 限 维 不 变 子 空间 , MAM 
Æ Y 和 X/Y 上 都 可 逆 . 


习题 2 证明: M 的 所 有 闭 不 变 子 空间 在 下 列 意义 下 构成 一 个 格 , 即 两 个 闭 不 变 子 
空间 的 交 仍 是 闭 不 变 子 空间 , 两 个 闭 不 变 子 空间 生成 的 闭 子 空间 也 是 不 变 子 空间 . 


25.1 紧 算 子 的 不 变 子 空间 


显然 , 由 M 的 特征 向 量 所 张 成 的 每 个 子 空间 都 是 M 的 不 变 子 空间 . 但 是 , 我 
们 以 后 会 看 到 , 有 许多 算 子 没有 特征 值 却 拥有 非 平 凡 的 不 变 子 空间 . 本 节 主 要 研究 
紧 算 子 的 闭 不 变 子 空间 问题 . 对 于 紧 算 子 的 非 平 凡 的 闭 不 变 子 空间 的 存在 性 , 即 下 
面 的 定理 1, 在 Hilbert 空间 的 情形 归功 于 von Neumann, 在 Banach 空间 的 情形 下 
则 是 由 Aronszajn 和 Smith 给 出 的 . ”本 节 所 给 出 的 Aronszajn-Smith 定理 的 证 明 
是 经 Hilden 简化 后 Lomonosov 的 证 明 . 
定理 1 设 久 为 维 数 大 于 1 89 4 Banach Zi, C: X — X ARAF. m] C AA 
平凡 的 闭 不 变 子 空间 . 

证 明 假设 C #0, 并 正规 化 C; 因此 , 可 以 假设 

D 因此 定理 1 WA Aronszajn-Smith 定理 . 一 一 FEH 
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IC! = 1. (1) 
选取 向 量 zo € X, 使 得 
|Czo| > 1, |xo| > 1. (2) 
用 B 表示 以 zo 为 心 的 闭 单位 球 : 
B = {z| |x -zol < 1}. (3) 
由 (2), 零 向 量 不 属于 B. 用 K 表示 BE C 下 的 象 的 闭 包 : 
K = CB. (4) 


因为 C 是 紧 映 射 , 所 以 K 是 一 个 紧 集 . 由 (2) 和 (1), K 不 包含 零 问 量 . 
我 们 将 间接 证 明 C 的 不 变 子 空间 的 存在 性 . 假设 C 没有 非 平凡 的 闭 不 变 子 空 
间 . 对 于 X 中 的 任意 非 零 向 量 y, 集合 {p(C)y| p 为 多 项 式 } 是 C 的 不 变 子 空间 ， 
从 而 该 子 空间 的 闭 包 是 C 的 闭 不 变 子 空间 . 由 假设 , C 不 存在 非 平凡 的 闭 不 变 子 
室 间 , 所 以 该 闭 包 一 定 是 平凡 的 , 即 为 全 空间 X. 因此 , 即 对 每 个 非 零 向 量 y, 集合 
{p(C)y| p 为 多 项 式 } 在 X PR AAA. 
由 于 零 向 量 不 属于 K, 所 以 对 K 中 的 每 个 向 量 y, 我 们 可 以 应 用 上 述 结论 . M, 
对 每 个 ye 五, 都 存在 多 项 式 p 使 得 
Ip( C)y — zol < 1. (5) 
注意 到 (5) 是 一 个 严格 不 等 式 , 所 以 对 给 定 的 多 项 式 p, 满足 (5) 的 所 有 向量 y 组 成 
的 集合 是 x 中 的 一 个 开 集 Op 所 有 这 样 的 开 集 构成 了 K ASA. 又 KK 是 
Ke PURE -SARTEN 即 仅仅 需要 有 限 个 这 样 的 开 集 OO, NUR 
盖 K. 记 这 有 限 个 开 集 所 对 应 的 多 项 式 为 pl,… ,pn. 因此 , 对 于 K 中 的 每 个 向 量 
y, 必 存 在 某 个 p = pi 使 得 不 等 式 (5) 成 立 . 为 简略 起 见 , 我 们 引入 缩写 m(C) = Ci, 
i 三 1,…,NN, 从 而 对 K 中 的 每 个 向 量 y, 至 少 存 在 一 个 i 使 得 
|Ciy — zo| < 1. (6) 
注意 到 zo c BR K 的 定义 (4), RIJA Cao € K. 在 (6) 中 , & y = Cao, I 
存在 某 个 i = ii, 使 得 |G;, Cro — zol < 1. 由 B 的 定义 (3), 此 意味 着 向 量 Ci, Caro 
属于 B; 再 由 K 的 定义 (4), CC, Cro ec K. 因此 在 (6) "P, 再 令 y = CC, Cao, 3t 
而 又 会 存在 对 某 个 i = io, 使 得 
|C;, CC;, Cxo - zul < 1. 
重复 上 述 过 程 , 得 


n 


II; C)zo — £o 
1 


€T, 


利用 三 角 不 等 式 , 我 们 有 
TLC. Czo 
1 
注意 到 不 等 式 (2) AA (7) 的 右边 大 于 0. 


2 |xo| -1. (7) 
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因为 C, 是 C 的 多 项 式 , 所 以 C, ZAAR C, 和 C 之 间 都 是 可 换 的 . 因此 ， 
我 们 可 以 将 (7) 重 写 为 


> |zo| - 1. (7) 


(ie 
1 
用 c 表示 C, 的 范 数 中 的 最 大 值 : IC < c, i = 1,…,N. 由 (7), 得 
cn|Cnllzo| > [zo] — 1. 

两 边 取 n 次 方 根 , 然后 令 n oo, 得 

Jin Ii > 
根据 谱 理论 (参见 第 17 章 定理 4), 左边 的 量 是 有 界线 性 算 子 C 的 谱 半径 jc(C)|. 由 
T |o(C)| 2 1/c » 0, 所 以 C 存在 非 零 谱 点 . 依照 紧 算 子 的 谱 理 论 (参见 第 21 章 定 
理 6), 这 样 的 谱 点 一 定 是 C 的 具有 有 限 重 数 的 特征 值 . 因此 , 相应 的 特征 空间 为 C 
的 闭 不 变 子 空间 , 此 与 我 们 的 假设 矛盾 . 口 
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- 且 证 明了 某 类 算 子 M 的 单个 非 平凡 不 变 子 空间 Y 的 存在 性 , 就 可 以 重复 
调用 此 结果 证 明 该 算 子 存在 无 限 多 个 不 变 子 空间 ， 因 此 ，M 限制 在 子 空间 Y E, 
以 及 M 在 商 空间 X/Y 上 都 存在 不 变 子 空间 , 从 而 存在 M 的 不 变 子 空间 Z, 使 得 
YCZCX. 

在 一 篇 十 分 有 趣 的 论文 中 , Ringrose 探求 了 这 样 的 不 变 子 空间 族 . 

EX M Banach 空间 X 的 闭 子 空间 族 {M} 称 为 一 个 套 , 如 果 此 子 空间 族 {M} 
HERE, 即 在 包含 关系 下 , (M) 是 一 个 全 序 集 . 我 们 常用 N 表示 子 空间 套 . 
定义 BX ER Banach SI, V AX 的 一 个 闭 子 空间 套 , 令 C X 到 自身 内 
的 紧 线性 算 子 . 称 N 为 C 的 不 变 套 , WREN 中 的 每 个 子 空间 都 是 C 的 不 变 子 
空间 . 

定理 2 ik X AR Banach ZH] C: X — X AHF, N 

(i) C 存在 一 个 极 大 不 变 套 Ni 

(ii) N 包含 平凡 子 空间 {0} # X; 

(iii) No AN 的 一 个 子 集 , 则 子 空间 N=N{L: LEN} BEN. 

证 阴 ” 极 大 不 变 套 的 存在 性 可 由 Zorn 引 理 得 到 , 因此 (i) 和 (ii) 得 证 . (iii) 中 
刻画 的 子 空间 N 显然 是 闭 的 , EH E C 的 不 变 子 空间 . 对 于 M 中 的 任意 元 素 K, 
如 果 存 在 No 中 的 某 个 元 素 L, 使 得 L C K, BAN 也 包含 在 KP; 男 一 方面 , 如 
果 No 中 的 每 个 子 空间 L 都 包含 了 K, MAN 也 包含 K. 因此 , 无 论 哪 种 情形 ,NN 
EON 中 的 每 个 子 空间 K 都 有 包含 关系 . 由 于 N 为 极 大 套 , 所 以 N BEN. 0 
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定理 2' (Ringrose) it C 4M Banach 空间 X 到 自身 内 的 紧 算 子 , N 为 C 的 一 
个 极 大 不 变 套 . 对 N 中 的 任 一 元 M, M 7 (0), 用 MATTE 
M_ =U{LEN: 工 真 包 含 在 M 中 }. (8) 
EN 的 极 大 性 , M_ BTN. 
(i) 商 空间 M/M- 的 维 数 为 0 或 1. 
(ii) 若 dim M/M- =1, 则 C 在 MJ/M_ 上 的 诱导 作用 为 数 乘 映射 . 假设 人 EC 
确定 了 此 数 乘 映射 , Bu 40, Mur C 的 特征 值 . 
(iii) 反之 , 对 C 的 每 个 非 零 特 征 值 y, MAAN 中 的 非 零 子 空间 M, 使 得 Y 
等 于 由 (ii) 所 确定 的 复数 u. 965b, y 通过 (ii) 中 方式 所 确定 的 个 数 等 于 
y 作为 C 的 特征 值 的 代数 重 数 ， 即 
max {(yI- C) 85 3-7 ja] 9 He He}. 

WR (i) 由 于 MM M-RE C 下 不 变 , 所 以 C 诱 导出 了 M/M- 到 自身 内 
的 紧 映 射 . 若 M/M- 的 维 数 大 于 1, Wl Aronszajn-Smith 定理 蕴含 了 CH M/M- 
上 有 非 平凡 的 闭 不 变 子 空间 , 从 而 存在 CHE X 内 的 闭 不 变 子 空间 L, 使 得 LRE 
ST M_ 但 工 又 真 包含 在 M 内 , 即 M. cLc M. BN 的 极 大 性 , 工 属 于 Ai; 但 
是 , 此 与 M_ 的 定义 (8) FH. 因此 , M/M- 的 维 数 为 0 或 1. 

Gi) 由 于 M/M. 的 维 数 1, 所 以 CH M/M- 上 的 OS FRA RFR. 
假设 C YE M/M- 上 的 作用 为 复数 u PER RR, 并 假设 u #0, NM AT- C 在 
M/M- 上 为 零 映射 , 此 意味 着 uI- C 38 MRA M_ 内 .又 CHEM 上 为 紧 映 射 
WR uz 0, 由 第 21 章 定理 5, uI- C YE M. 上 的 零 空间 的 维 数 等 于 (uI- OM 在 
M 内 的 余 维 数 . 由 于 (uI- OM 包含 在 M-A, MUCE M 内 的 余 维 数 至 少 为 
1. 故 uI- C 的 零 空 间 中 含有 非 零 向 量 , Bp 为 C 的 特征 值 . 

(i) 设 y 为 C 的 非 零 特征 值 , z 为 相应 的 特征 向 量 , 令 As AN 中 的 包 
含 z 的 所 有 子 空 间 构成 的 集合 , 定义 M = Nn{K : K € A} HEH 2, M 属 
FN. 如 (8), 我 们 定义 子 空间 M. 假设 M_ RASH M T: M_ C M, (i), 
dim M/M- = 1. 依 定义 , MEN 中 的 包含 r 的 最 小 子 空间 , Me 不 属于 M. 
此 , 商 空间 M/M- 可 用 z 线性 张 成 . X Cx = ya, MA u= v. 

要 完成 上 述 证 明 , 我 们 需要 验证 : M- 真 包含 在 M 中 . 为 简单 起 见 , 不 妨 设 7 的 
EAA 1. 首先 断言 , 在 转 置 C 一 I 的 零 空 间 中 , 存在 向 量 m 使 得 (m, m) 40. 否 
则 , 对 C 一 yI 的 零 空间 中 的 每 个 向 量 m, 有 (m, m) = 0; 因此 , 由 用 Fredholm 变换 
(BUSS 21 章 定 理 8), c 属于 C — 41 WER, 即 存 在 非 零 向 量 u, EH (C — y D)u = a. 
故 

(C-yD’u=(C-yDzr=0, 
所 以 u 是 C 的 一 个 广义 特征 向 量 且 y 的 重 数 至 少 是 2, 些 与 我 们 的 假设 矛盾 . A 
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此 上 述 断 言 成 立 . 

A M 同上 , 即 M JE N 中 包含 z 的 最 小 子 空间 . 设 LEN 且 工 真 包含 在 M 
中 , Wad lL. 因为 > 的 重 数 为 1, 所 以 C - ?IT 的 零 空 间 由 特征 向 量 m Em, 进而 
CyI 在 L 上 的 零 空间 是 零 , 即 C- YI 将 工 一 一 地 映 入 自身 内 . 根据 Fredholm 
变换 , 此 蕴含 C- yI 在 LL 上 是 一 个 满 射 . 因此 , L 中 的 每 个 向 量 y 都 属于 C- 21 
的 值 域 , 从 而 (y, m) = 0, 其 中 m X C 一 YI 的 零 空 间 中 的 任意 向 量 . 

我 们 下 面 证 明 : x 不 属于 M. EN, 由 M- 的 定义 (8), FE Lae N RAB 
y, € Ln,n 二 1,2,…, In C M HB. (ys) KAF o. 由 于 每 个 这 样 的 y 都 满足 
FAF (y,,,m) = 0, 其 中 mm 属于 C -YI 的 零 空 间 , 所 以 (m, m) = 0, 此 与 我 们 先前 
的 断言 矛盾 . 口 


习题 3 ”模仿 上 述 讨论 , 试 证 特征 值 Y 有 任意 代数 重 数 的 情形 . 
构造 紧 算 子 的 不 变 子 空间 套 的 过 程 类 似 于 将 矩阵 化 为 上 三 角形 矩阵 的 过 程 . A 


此 , 大 量 的 上 三 角形 理论 出 现在 K. R. Davidson 的 套 代 数理 论 的 专著 中 . 
ME, 我 们 来 看 一 个 例子 . $ X = Cl[0,1], VA X 上 的 线性 映射 : 


(V) = f(s) ds. (9) 


由 第 22 章 中 的 (15), V 是 紧 算 子 , 但 VV 没有 特征 向 量 . 因此 , V 的 谱 为 单 点 集 {0}. 
另 一 方面 , 对 任意 实数 a, 0 < a < 1, X 中 的 所 有 在 [0,a] 上 取 值 为 0 的 函数 f 组 
成 集合 C. 显然 是 V 的 闭 不 变 子 空间 . 


习题 4 试 证 子 空间 Ca, 0 < a < 1 构成 了 VV 的 一 个 极 大 不 变 大 ,. 


Brodsky 和 Donoghue 独立 地 证 明了 上 述 命 题 在 L mth FANY. 
定理 3 HHA A Hilbert 空间 L?(0,1, a ZEHKARO<Sua<S , FH AH PHA 
[0,a] 上 取 值 为 0 的 所 有 函数 组 成 的 集合 , 则 (9) 定义 的 算 子 区 为 五 到 自身 内 的 
紧 映 射 , HARSH, 都 是 V 的 不 变 子 空间 . 此 外 , V 再 也 没有 其 他 形式 的 不 变 子 
空间 . 

HERA (Donoghue) ”我们 先 简单 讨论 一 下 实 直 线 R 上 的 Li 函数 的 卷 积 , 设 f 
和 9 为 实 直线 上 的 两 个 L 函数 , 定义 它们 的 卷 积 f * g: 


(Fr g)(t) = f f(s)g(t — s) ds. C0) 


在 19.6 ©, 我 们 证 明了 : 两 个 L 函数 的 卷 积 仍 是 L 函数 且 着 积 满足 结合 和 
和 交换 率 . 

假设 当 s 为 (绝对 值 ) 充分 大 的 负数 时 , f(s) 和 gls) 的 取 值 均 为 0. 用 ey 和 
分 别 表示 f 和 9 的 支 集 的 下 端点 : 
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ts = sup(£: f(s) =0,s < 4}. (11) 
由 此 , 94 t < Lj + ls 时, (10) 中 右边 的 积分 为 0, 因为 它 的 被 积 函数 中 必 有 一 个 因 
子 为 0， 这 证 明了 : 74 t < £; + ly 时 , (f g)(t) = 0, 从 而 £j. > Lj + ly. 根据 
Titchmarsh 卷 积 定理 , 此 不 等 式 中 的 等 号 成 立 : 
Crag = by + ly. (12) 
关于 此 定理 的 证 明 , 我 们 将 在 第 38 章 给 出 . 
用 卷 积 的 形式 将 算 子 V 重新 表示 为 
Vf =h*f, (13) 
其 中 f e L?[0, 1], h W Heaviside 函数 
0， 当 s< 0 时 ， 
me) 1， 当 0 < s 时 . 
注意 到 公式 (13) 的 右边 定义 在 整个 实 直线 R E, 其 在 [0,1] 上 的 限制 等 于 Vf. 由 
卷 积 的 结合 率 , 对 任意 自然 数 n, 有 


(14) 


V? =h™ « f, (13’) 

CHAM 为 h 与 自身 的 rn BER. 由 第 20 章 中 的 计算 , 容易 证 明 
(n)(s) — 0, 当 s< 0 Ff, 
diis, PT 当 0 < sf. e) 


要 完成 定理 3 中 非 平凡 部 分 的 证 明 , 我 们 需要 下 述 引 理 . 
引 理 4 ik f A L?[0,1] 内 的 任 一 函数 , 则 f, Vf, V2 f, 生成 了 空间 LU, 其 
T£. 

证 明 假设 9 属于 L?[0,1], 并 且 与 每 个 函数 V" fan =0,1,---, ES. 由 (13), 
我 们 将 正 交 条 件 重 新 表示 为 


(h (9 « f, g) = 0, n=0,1,---, (15) 
其 中 (, ) 表示 17(0,1) 上 的 内 积 . 定义 g- 为 L?(-1,0) 内 的 函数 : 
g-(s)=9(-s), sE(-1,0). (16) 


利用 g- 和 卷 积 , 我 们 可 以 将 120,1) 上 的 内 积 表 示 成 卷 积 的 形式 . 设 k X L?[0, 1] 
内 的 函数 , WW k 和 9 的 内 积 为 

(k,g) = (k * g_)(0). (17) 
由 卷 积 的 结合 率 和 (17), (15) 改写 为 

(hr » f x g—)(0) = 0; 
再 由 (17), 此 等 价 于 

(h™ f « g..) — 0. (15/) 
YER, f * g_ 支撑 在 [-1,1 E, 而 A? (s) 在 区 间 [71,0] 上 取 值 为 s" /n!, 在 (0,00) 
内 取 值 为 0. 由 Weierstrass 逼近 定理 , 多 项 式 在 L?(-1,0] 内 稠密 . 因此 , 依 (15), 
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函数 f *g_ 在 [-1,0] 上 取 值 为 0; 此 条 件 蕴含 了 Lj,g_ > 0. 由 Titchmarsh 卷 积 定 
理 , 得 到 
£s +l, 20; 
此 蕴含 了 当 s < -4 Bg (s) = 0; 由 9- 的 定义 (16), 也 即 为 
g(s) = 0, 4 sp 时 . 

Hg 的 任意 性 , 我 们 可 以 得 到 : rV" f, n = 0,1,…, 所 张 成 空间 的 正 交 补 子 空间 
包含 在 L?[0,4] A, 从 而 该 张 成 空间 包含 了 L1). 另 一 方面 , 由 于 每 个 函数 V" f 
在 [0,7] 上 取 值 为 0, 所 以 集合 {Vf} 张 成 了 空间 L?(£,1). 口 


定理 3 的 结论 很 容易 由 引 理 4 得 到 . 事实 上 , RY 为 VE 120,1) 上 的 非 零 
不 变 子 空间 , 令 f 为 了 内 的 任 一 非 零 函数 , W f, Vf, V^ f, 都 属于 Y. 由 引 理 4， 
Y 包含 了 L2lty,1]. 因此 , #4 

a = minyey £y, 
WY 包含 了 Lja, 1). 另 一 方面 , 由 a 的 定义 , 对 Y 中 的 每 个 函数 f, 当 t < a 时 ， 
f(t) =0, 3& f MF L?[a, 1]. 因此 Y= 2[ao,1]. 

人 们 将 Aronszajn-Smith 定理 沿 许多 方向 进行 了 推广 . 用 Robinson 的 非 标准 
分 析 方 法 , Robinson 和 Bernstein 证 明了 : 车 存在 多 项 式 p 使 得 p(T) 为 紧 算 子 , 则 
T 存 在 非 平凡 的 不 变 子 空间 . Lomonosov 证 明了 : 与 一 个 紧 算 子 交换 的 算 子 存 在 非 
平凡 的 不 变 子 空间 每 个 非 紧 算 子 是 否 存在 不 变 子 空间 一 直 是 一 个 悬而未决 的 问 
al, 直到 Enflo 构造 了 一 个 Banach 空间 X UR X 到 自身 内 的 不 可 约 算 子 , 即 不 
存在 非 平凡 不 变 子 空间 的 算 子 为 止 . BERR, 人 们 在 许多 所 熟知 的 空间 上 构造 了 不 
可 约 线性 映射 . 但 是 , 所 有 这 些 Banach 空间 都 不 是 自 反 的 . 因此 , Hilbert 空间 上 
是 否 存 在 不 可 约 算 子 至 今 仍 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 

第 38 章 将 给 出 L 空间 上 的 右 移 位 算 子 的 所 有 不 变 子 空 间 的 Beurling 刻画 . 
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第 26 章 ”射线 上 的 调和 分 析 


本 章 将 提炼 第 21 章 中 为 研究 紧 算 子 而 采用 的 技巧 , 并 用 它 导出 一 类 具有 指数 
型 衰减 性 质 的 函数 . 


26.1 调和 函数 的 Phragmén-Lindelof 原理 


经 典 解析 函数 论 中 的 最 大 值 原理 可 以 推广 到 定义 在 延伸 至 无 穷 远 处 的 域内 的 
解析 函数 上 , 此 推广 归功 于 Phagmén 和 Lindelöf, RA Phragmén-Lindelof RÆ. 该 
原理 的 假设 条 件 是 : 函数 在 域 的 边界 上 有 界 , 并 且 当 z 趋向 无 穷 时, 函数 有 有 限 增 
长 性 ; 其 结论 是 : 函数 在 整个 域 上 有 界 . 对 于 调和 函数 , 此 原理 有 一 种 类 比 的 情况 . 

ik h(r,y) 为 定义 在 半 带 : ((my): -l <x 1,0 < y) ABR, A 
h(z,y) 连续 到 边界 . 若 

(i) A(+1,y) = 0, y 2 0; 

(ii) AFA, |h(z,y)| < Me, 其 中 M, CARR 且 0 <L < 4/2, 

则 对 任意 的 m, 0 < m < x/2 在 半 带 内 , |h(z, y)| < Ae, RP A 为 常数 . 
证 阴 EA, 我 们 仅 需 要 考虑 <m < n/2 的 情形 . 对 任意 m, 2 < m < 2/2 
及 任意 © > 0, 作 辅 助 调和 函数 
k.(2,y) = Acosmze~™Y + € cos mz e™. (1) 
将 h 和 ke 对 比 . 由 于 m 的 上 界 受 r/2 控制 , 所 以 函数 cosmz 在 -1 <2 <1 上 
为 正 . 因此 , 由 (ii), 我 们 可 以 将 (1) 中 的 4 取得 充分 大 , 使 得 对 于 [一 1,1] 中 的 每 个 
r, A 
Ih(z,0)| < Acos mz. (2) 
我 们 断言 : 对 半 带 内 的 所 有 z,y, 有 |h(x,y)| < kelt, y). 
要 证 明 此 断言 , 由 4 的 选取 , 4 y = 0, x € [-11 时 , 成 立 
—ke(z, y) < h(x,y) € ke(z, y). (3) 
由 题 设 条 件 (i), 34 y 20 H z= 1 时 , h(m, y) = 0, 而 此 时 kels, y) > 0, W (3) 也 
RL. 当 y =Y > 0 充分 大 , H x € [-1,1] Bf, (3) 亦 成 立 , 这 是 因为 , 由 题 设 条 件 
(ii) 以 及 m > 二 六 的 增长 性 至 多 同 e'v 一样 , 而 ke 的 增长 性 则 同 env 一 样 . 在 方 
形 区 域 0 < y < Y, -1< zx < 1 上, 应 用 经 典 的 最 大 值 原理 , 则 不 等 式 (3) 在 该 方 
形 内 成 立 . 综 上 所 述 , 对 任意 的 正 数 6, 由 YY 的 任意 性 , DER (3) 在 整个 半 带 上 成 
AL. 4 = 趋向 于 0, 则 在 整个 半 带 上 , 有 
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Ih(z, y)| < 4e ™. 
此 证 明了 , 4 y 趋 于 co 时 , h SHRM. B 


26.2 ”抽象 Phragmen-Lindelof RI 


本 节 主 要 陈述 和 证 明 Phragmen-Lindelöf 原理 的 一 个 直接 推广 . 该 推广 由 Phr- 
agmén-Lindelof 原理 的 作者 给 出 , 其 理论 建立 在 调和 函数 空间 的 泛 函 分 析 抽 象 的 基 
础 上 . 
定义 ” 设 X WH Banach 空间 , S 是 由 定义 在 正 实数 集 (y: y > 0} 上 且 取 值 在 
X 内 的 局 部 可 积 的 向 量 值 函数 u(y) 组 成 的 线性 空间 . 假设 空间 5 满足 下 述 两 个 条 
ft. 

(i) S 有 平移 不 变性 , ME uly) 属于 S, 则 对 任意 正 数 t, 函数 v(y 二 也 属于 

S. 
(ii) W 0«a«b, vu € S, 定义 范 数 |uls: 


b 
lu = 7 Iu(y)l dy. (4) 


我 们 假设 SR ub 范 数 下 的 单位 球 在 jut 范 数 拓扑 下 是 准 紧 的 , 其 中 
lao, bo] 为 [a,b] 的 任意 紧 子 区 间 : a < ao < bo <b. 


若 用 L? 范 数 
ut = (f u(y) dy) (4) 


代替 LI ORM, 我 们 可 以 给 出 类 似 的 定义 . 

性 质 (ii) 称 为 内 紧 性 . 

如 果 我 们 将 SAN. Æ R, 的 紧 子 集 上 依 L 收敛 的 所 有 函数 列 的 极限 函数 
添加 到 s A, 则 拓 广 后 的 空间 仍 具 有 性 质 (0) 和 (ii). 因此 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 
假设 S 满足 条 件 : 

(iii) 在 上 述 刻 画 的 序列 收敛 拓扑 下 , 5 是 闭 的 . 


例 1 设 X 为 定义 在 [-1,1] 上 的 、 在 端点 +1 上 取 值 为 0 的 连续 函数 组 成 的 
Banach 空间 , 令 S 为 形 如 u(y) = h(z,y) 的 所 有 函数 组 成 的 空间 ， 其 中 hz,y) 是 
任意 一 个 在 半 带 (ry): -I<e<l, y 20) 内 为 调和 函数 , 且 连 续 到 边界 以 及 在 
a= +1 取 值 为 0 的 函数 . 不 难 证 明 , 空间 S 有 性 质 (i) 和 (ii). 

例 2 设 工 为 2n 阶 的 线性 椭圆 算 子 , 其 系数 为 其 中 的 一 个 独立 变量 y. 令 G 为 其 
PRE z 空间 内 的 域 , AG 有 光滑 边界 和 紧 闭 包 . 设 X A Banach 空间 Hg, BE 
义 在 G 上 的 具有 平方 可 积 的 n 阶 导 函 数 , 并 且 每 个 i (0 < i < n — 1) 阶 导 函 数 在 
G 的 边界 上 取 值 为 0 的 所 有 函数 组 成 的 空间 ; 令 5 为 形 如 u(y) = h(z,y) 的 所 有 加 
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数 全 体 , 其 中 hly) 为 方程 Lh = 0 在 半 柱 面 G x Ry 内 满足 : 对 固定 的 y, A(z, y) 
属于 X 的 任意 解 . 


利用 椭圆 方程 理论 , 可 以 证 明 上 述 定义 的 空间 S 有 内 紧 性 . 


例 3 设 X=C, S HENE R, 上 的 由 指数 函数 集 (ev: jn > 0, un < oo} 
所 张 成 的 线性 空间 . 根据 Miintz 定理 ( 见 第 9 章 ), S 为 定义 在 R, 上 的 且 在 oo 处 
为 0 的 连续 函数 空间 的 真子 空间 .Laurent Schwartz 对 这 些 空间 进行 了 研究 , 其 内 
紧 性 可 由 Schwartz 所 建立 的 性 质 得 到 . 


现在 我 们 叙述 抽象 的 Phragmén-Lindelof 原理 . 
定理 1 设 S5S 为 定义 在 由， 上 的 向 量 值 函 数组 成 的 具有 平移 不 变性 和 内 紧 性 的 线 
性 空间 , 则 存在 正常 数 c( 仅 仅 依赖 空间 5), 使 得 对 S 内 的 每 个 满足 条 件 


/ - lu(g)ldy < oo 
的 函数 uly), A 
J lu(y)le^"dy < oo. 
证 明令 S 内 的 可 积 函数 u(y) 组 成 的 空间 为 K; 在 L 范 数 
lu} = / lu(y)ldy (5) 


F, 它 是 一 个 Banach Zi. 

对 上 > 0, 令 T(t) 为 作用 在 K 上 的 平移 算 子 : 

(T(t)u)(y) = uly + t). (6) 

BR, T(t) 为 可 缩 算 子 , BU || T(t)|| < 1. 因此 , 每 个 TE 的 谱 都 含 在 单位 圆 盘 内 . 定 
理 1 证 明 的 关键 在 于 : 要 证 明 算 子 T(t) 的 谱 含 在 单位 圆 盘 的 内 部 : EC: |A| < 
1}. 

此 关键 性 的 证 明 十 分 精细 , 要 建立 在 12 个 引 理 和 两 个 命题 的 基础 上 . 在 下 面 
的 叙述 中 , 我 们 用 T RAAF T(t). 
命题 A T 的 位 于 单位 圆 盘 内 部 的 非 零 谱 边 界 点 A: |A)<1,A 40, & THAR 
重 数 的 特征 值 ， 即 

(i) (T-A) 在 在 非 平凡 的 有 限 维 数 零 空间 ; 

(ii) 工 的 所 有 广义 特征 函数 空间 是 有 限 维 的 ; 

(ii) EAN 表示 全 的 所 有 广义 特征 函数 空间 , RJ 全 一 入 为 K/N 到 自身 内 的 

可 逆 映 射 ; 
(iv) 入 为 TKK 上 ) 的 谱 的 孤立 点 . 
证 明 ”命题 A 的 证 明 需 要 以 下 几 个 引 理 . 
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引 理 2 邻 入 为 单位 圆 盘 内 部 的 非 零 点 : | 和 | 61,2 40, 车 {fun} 为 五 中 的 有 界 
列 , 且 存 在 某 个 正 整数 k, 使 得 
‚im (T — An = v, (7) 
则 {un} 存在 (在 K A) 强 收敛 子 列 , 使 得 该 子 列 的 强 极限 u 满足 
(T-A)Fu=v. 
证 明 “我 们 只 证 大 = 1 的 情形 . 由 假设 , (us) 有 界 : Jun) < M, 所 以 
lunlð < lun| < M. 
X un 属于 内 紧 空 间 , 故 (us) 存在 子 列 , 仍 用 {un} 表示 , 依 lult RUM: 
lun — Um|?? — 0. (8) 
首先 断言 ， 对 任意 正 数 a, {un} 在 范 数 lula PUM AA k= 1, 所 以 由 (7), 
(Tu, — un} Æ L! 范 数 下 收敛 . 又 (Tun)(y) = us(y +t) 以 及 入 关 0, 故 (8) AF 
了 {un} 在 li 范 数 下 收敛 , 进而 在 | | 六 范 数 下 收敛 . 因此 , 对 任意 正 整数 N, 重复 
此 讨论 可 得 : {un} fk | | 总 范 数 收敛 ; 断言 得 证 . 
为 完成 引 理 1 的 证 明 , 只 需 证 un 在 无 穷 远 oo 处 有 一 致 小 的 L 范 数 . 将 代数 
等 式 


T" =" +o TNT- A) 
作用 到 un E, 并 令 (T — A)un = rn, " 
Tun = Xman 十 ym Tov, (9) 
由 题 设 条 件 (7), un =v + en, 其 中 e, Ea 此 时 , 上 将 述 等 式 重 写 为 
TM = Xun + AM qi 4 Y Am To en. (9) 
1 1 


下 面 证 明 , 当 m,n 一 oo AY, (9^) 的 右边 在 K 上 的 L 范 数 下 趋 于 0. 首先 注意 , 最 


Xni med < OIA lend < LL 
1 
其 次 , 再 估计 另 一 个 和 式 . 由 于 


| 
1 1 


1 


并 注意 到 j 一 oo 时 , |T] = d; 趋 于 0, 所 以 (9) 右边 的 第 二 个 和 式 , YE m 一 oo 
时 , 也 趋 于 0. 最 后 , 由 于 [Anun] < [AI M, 所以, 34 m 一 oo 时 , Aun] — 0. 因此 ， 
对 于 任意 s > 0, 当 m RI n 充分 大 时 , 由 (9), 
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IT| < €. 
X 00 
(Tunal =f oldy 
所 以 un 在 oo 处 有 一 致 小 的 L 范 数 : 因此 , 子 列 {un} 不 仅 在 每 个 有 限 子 区 间 上 上 
而 且 在 整个 正 实数 轴 上 依 L 范 数 收敛 . 口 
引 理 3 it TAR Banach 空间 K 上 的 有 界线 性 算 子 , 入 为 T 的 谱 边界 点 ， 则 
G) 存在 向 量 列 {un}, 使 得 对 每 个 nn 之 1, lun| — 1, A 


(T — A)un| > 0. (10) 
(i) KÆ T—A FHRA K 的 真子 空间 . 
引 理 2 是 第 20 章 定理 2 的 重 述 . 口 


现在 我 们 转 而 证 明 命题 A 中 的 (i). RAW 下 的 谱 边 界 点 , | 和 | < 1, 440. 由 
引 理 Xii), 存在 K 中 的 函数 列 {un}, lun| = 1, 满足 (10). 再 依 引 理 1, {un} 存在 收 
OF u 的 子 列 , 使 得 (全 - Nu = 0. 因为 单位 向 量 列 的 极限 仍 是 单位 向 量 , 所 以 u 
E TEES BAW 下 的 特征 值 . 用 Ni 表示 特征 值 的 特征 向 量 空间 . 我 
们 断言 : N 是 有 限 维 的 . ER, (T-Au=0 意味 着 

u(y + t) = Auly). 
因此 , 对 于 特征 向 量 u, 有 


3t 2t 
luit = f lu(y)l dy —- (IA +1 + [AD f ju(y)| dy 
= (A! + 1 + [AN ul? 


故 在 空间 N, 上 , |l 范 数 与 | 范 数 等 价 . 由 内 紧 性 , Ni 在 | g 范 数 下 的 单位 球 
在 |t 范 数 拓扑 下 是 准 紧 的 , 所 以 Ni 在 | | 六 范 数 下 的 单位 球 在 此 范 数 下 是 准 紧 
RU. 由 第 5 章 定 理 6, Ni 为 有 限 维 的 . 命题 A 的 (i) 成 立 . 
命题 A 中 的 (ii) 涉及 广义 特征 函数 , BE (T-A 的 零 空 间 Nj 中 的 向 量 ， 
k = 1,2,.…. 由 第 2 章 定理 2, 如 果 Ni 是 有 限 维 的 , 那么 所 有 零 空间 Ni WEAR 
维 的 , 并 且 它 们 的 维 数 满足 不 等 式 
dim Nk — dim Nk_1 > dim Nz41 — dim Ny. (11) 
注意 , 此 不 等 式 可 以 由 算 子 T — A 一 一 地 将 Naa / NX BRA Nk/Nk-1 内 的 事实 得 
Fj. 
引 理 4 存在 某 个 指标 i, EARMA ko d (01) 中 的 等 号 成 立 : 
dim Nx+1/Nx = dim Nk/Np-1- CEES 
MER ” 非 负 整 数组 成 的 非 增 列 (dim Níí'1/N,) 最 终 仅 由 同一 个 数组 成 O 
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引 理 5 AN 表示 (T-A 的 零 空间 ,i 一 1,2,…, 用 N 表示 它们 的 并 : N = UN 
则 

(i) T-A% N/N; 一 一 地 映 到 N/Ni-1 E; 

(ii) (T-A) A N/Ni-; 8| N/N; 上 的 有 界线 性 算 子 . 

证 明 (i) 纯粹 是 线性 代数 中 的 内 容 . 


习题 1 证 明 引 理 4 中 的 (i). 


(i) # (T-A ER, W N/N: 中 存在 向 量 列 {Un}, 使 得 |Un| = 1, B 
{(T— Un} = (V4) 为 N/N; 中 的 零 列 . AA (Un) = 1, 所 以 在 陪 集 Un, 中 存在 
代表 un, 使 得 |un| < 2. 另 一 方面 , |V| 一 0 意味 着 : (T-A)un 有 分 解 ， 


(T — A)un = Un + 2n, (12) 
其 中 ze Ni-1, vn E N, |un| A0. 将 (T-A 作用 到 (12) 两 边 , 得 
(T — iu, = (T- A-on. (17) 


由 |v,| — 0 HI (T-A 的 有 界 性 知 , (12) 右边 的 范 数 趋 于 0. 因此 , 左边 范 数 也 
趋 于 0: 

limn oo (( T — A)tun| = 0. (13) 
由 引 理 1 {un} 存在 收敛 于 某 一 向 量 u 的 子 列 , 使 得 

(T — A)'u — 0. 
这 样 的 u 属于 Ni. 回想 一 下 , 模 Ni 陪 集 的 范 数 的 定义 . 对 于 上 述 收敛 于 u 的 子 列 
(为 方便 起 见 , 我 们 也 用 {un} 表示 该 子 列 ), 有 
[Un| 和 lun — ul 一 0. 

此 与 我 们 的 假设 : |U,|=1, n=1,2,---, FB; 此 矛盾 是 由 假设 (T — 2)! ERF 
致 的 . 因此 , (ii) 得 证 . 口 


H N RF N E K ARMA. 因为 Ni 和 Ni- 是 有 限 维 的 , 从 而 是 闭 的 , 所 以 
N/N: 和 六 /Ni 分 别 是 N/N;_1 和 N/N: 的 完备 化 . 由 于 (T-A 1E N/N. 4 
上 为 有 界线 性 算 子 , 所 以 它 可 以 延 拓 为 /N_i 到 N/N: 上 的 有 界线 性 算 子 ， 故 
T -入 将 六 /Ni 一 对 一 地 、 满 地 映 到 N/N; E. 

引 理 6 车 将 TAKA K/N 到 自身 内 的 有 界线 性 算 子 , 则 入 不 属于 T 的 谱 . 

证 明 用 反 证 法 . BEART TEKN 上 的 谱 . 注意 到 我 们 已 预先 假设 了 入 
ATH K 上 的 谱 边 界 点 , 此 意味 着 : 存在 T EK 上 的 预 解 集 中 的 复数 列 {un}, 
使 得 1, 一 入 我 们 先 断言 : 至 多 有 有 限 个 uw 属于 TEKN 上 的 预 解 集 . AN, 
由 我 们 的 反 证 假设 , 和 为 TEKN 上 的 谱 边界 点 . 由 引 理 2 中 的 (i), FERN 
陪 集 中 的 列 {Un}, 使 得 |U,| =1, (T - AU, — 0. HS u, 为 陪 集 Un, 中 的 代表 
Jů, H. |u,| < 2, 则 
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(T-AMun = Un + £n; (14) 
其 中 zn 属于 N, vn] > 0. 由 (14), |zn| < 3. BERRE, (T-A) 有 界 地 
将 N/N 映 到 N/N 上 ; 此 又 意味 着 , 存在 常数 < 以 及 N 内 向 量 wn, 使 得 
hial € clzn| < 3c, 以 及 
(T-A)wn = zn (mod Ni.1). 
用 (14) 减 此 等 式 , 得 
(T — A)(un — Wn) = vn (mod Ni-1). 
将 (T — dr)? 作用 到 上 式 两 端 , 有 
(T — A (u, - wn) = (T—A)* "un. (14°) 
因为 (T — 57 有 界 且 on] 0, 所 以 (14) 右边 的 范 数 趋 于 0; 因此 , 左边 的 范 数 
也 趋 于 0: 
limn ,oo | T — A} (un — wn)| = 0. (15) 
X. jun — wn| € [un + [ws] BAR, 应 用 引 理 1, {un - ws) 存在 收敛 子 列 , 使 得 
该 子 列 的 强 极限 满足 
(T — A)*u — 0. 
因此 , 这 样 的 u 属于 Ni 根据 陪 集 范 数 的 定义 ， 
\U,| € [us — wn — u| > 0, 
此 与 Un = 1 了 矛盾. 故 上 述 断 言 成 立 , 从 而 除 有 限 多 个 j 外 , 其 余 的 un TERT T 
在 K/N 上 的 谱 . 由 un 的 选取 , T- un 将 天 PREY K 上 ,从 而 将 K/N BRE K/N E. 
因此 , 要 使 得 un A TE K/N 上 的 谱 , 那么 10 只 能 是 了 在 K/N 上 的 特征 值 ， 
即 存在 陪 集 Un, [Un] = 1, 使 得 (TT 一 jn)Un —0. X jm 一 入 所 以 |(T- 和 Un) — 0; 
这 样 , 我 们 又 回 到 了 上 述 断 言 的 证 明 过 程 中 导致 矛盾 的 地 方 . 得 到 此 矛盾 的 原因 是 
我 们 错误 地 假设 了 入 属于 TE K/N 上 的 谱 . 因此 , 引 理 得 证 . m 


引 理 7 A&F TÆKIN 上 的 预 解 集 . 

WA ” 引 理 5 证 明了 ,T 一 入 将 BRI K/N E; 以 前 , 由 引 理 4, 我 们 导出 了 
T-A N RB) N/N E 由 这 些 事实 知 , T 一 和 将 K RF] K/N- 上 , 从 而 
T 一 入 为 K/N;_1 到 自身 上 的 满 射 . 

注意 到 我 们 已 经 假设 和 为 TEK 上 的 谱 边 界 点 , 所 以 存在 TEK 上 的 预 解 
集中 的 数列 (us), 使 得 un 4n — 12……, 且 hn 一 入 由 于 N_i 是 有 限 维 的 , 由 
第 25 章 习 题 1, m 属于 TE K/N;_! 上 的 预 解 集 . 车 和 属于 TE K/N 上 的 
谱 , 则 它 必 是 该 谱 集 的 边界 点 . 根据 引 理 O0), K/N;.; 在 T-A FØRE K/N;-ı 
的 真子 空间 , 此 与 上 述 建立 的 事实 即 T— A A K/N 到 自身 上 的 满 射 矛盾 . Ask, 
ABT TH K/Ni-1 上 的 预 解 集 . 口 


HF A JAF OTE K/N;_! 上 的 预 解 集 , 所 以 了 -入 不 能 将 K 内 的 不 属于 Ni 
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的 向 量 映 入 N;_1 内 . 由 此 , 我 们 得 到 Ni = Nii 故 广义 特征 函数 空间 N: 是 有 限 
维 的 . 这 证 明了 命题 A 的 (ii) 和 (iii). 

对 于 命题 A 的 (iv), 即 和 为 TK 上 的 谱 的 孤立 点 , 我 们 可 采用 类 似 于 经 典 
的 Riesz 理论 中 的 证 明 方法 . 由 引 理 6, A 属于 T TE K/N- 上 的 预 解 集 , 并 注意 
到 有 界线 性 算 子 的 预 解 集 为 开 集 , 所 以 每 个 充分 接近 于 和 的 复数 u, u Ad, MAT 
TE K/N: 上 的 预 解 集 . 另 一 方面 , TE Ni- 上 的 谱 由 单 点 集 {A} 组 成 . 此 外 ， 
由 于 TEK 上 的 预 解 集 为 TEN. 上 的 预 解 集 和 了 在 K/N;_! 上 的 预 解 集 的 
AX 所 以 每 个 充分 接近 和 的 复数 u, u AD, 都 属于 TEK 上 的 预 解 集 . 故 入 为 T 
在 K 上 的 谱 的 孤立 点 . 此 完成 了 命题 A 的 证 明 . 口 


命题 B 工 的 谱 是 一 个 离散 点 集 ,0 是 该 点 集 的 唯一 聚 点 . 

该 命题 的 证 明 依赖 于 下 面 的 4 个 引 理 . 

引 理 8 KAAFTAK 上 的 谱 , B — 1, MAA S 内 的 (特征 函数 )v, 使 得 
v(y + t) = Av(y). (16) 
注意 , 特征 函数 v 属于 5, 但 不 属于 KK. 

证 明 由 于 在 KK 上 的 谱 包 含 在 单位 圆 盘 内 , 从 而 谱 中 的 绝对 值 为 1 的 点 为 
谱 边 界 点 . 因此 , 由 引 理 2(i), 对 任意 一 个 极限 为 0 的 正 数 列 {en}, 如 取 en = 1/n?, 
必 存 在 天 内 的 函数 列 {un}, 使 得 

I(T- Aus] e. (17) 
lün] 
对 任意 正 数 a, B'S (17) 为 
Ea lT- use  _ 
y» ele m 
因此 , 对 于 每 个 n, 都 存在 正 整数 kn, 使 得 
KT Nun kn s 


Teile Sen a7) 
nikna 


lu 
定义 
Un(y) = Cnun(y + kna), 
其 中 cn 为 代 定 常数 , 且 可 以 选取 cn, 使 得 
Ivnl6 = 1, (18) 
这 里 t 为 定义 平移 算 子 T= Tt) 的 正 实数 . (17) 又 可 以 改写 为 
(T — Nvnl6 € Enlunlo- (17") 
令 a = nt, 并 定义 
As Nap". 


我 们 断言 : 对 所 有 的 整数 k <n, 有 
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lun |Kt < k + (k — 1)en An. (18/) 
当 大 = 1 时 , (18) 正 是 等 式 (18). 24 k > 1 时 , 我 们 可 以 利用 (077), 采用 归纳 法 得 
到 此 断言 . 因此 , 对 于 上 =n, (18) 蕴含 

An = un] < n+ (n — 1)en Aa. 


注意 , en =1/n?. 因此 , An < 2n; 将 此 不 等 式 代入 077), 得 
I(T- Xy! < =. (18") 


采用 引 理 1 的 第 一 部 分 的 证 明 方法 , 利用 (177) 和 (18), 选取 {vn} 的 在 | jo 范 数 
下 的 收敛 子 列 (b 为 任 一 正 整 数 ), 并 设 v 为 该 子 列 的 极限 . 因为 S 在 此 拓扑 下 是 闭 
的 , 所 以 v 属于 S, 并 且 v 满足 (16). 由 正规 化 式 (18), v £0. 口 


引 理 9 ”对 于 充分 小 的 t, 入 = 一 1 不 属于 T(t) 的 谱 . 
证 明 ”用 反 证 法 . 假设 -1 属于 Tt) BUE 由 引 理 7, 存在 S 内 的 非 零 向 量 
Ut, 使 得 
vi(y + t) = —v(y). 
35 £5 0 时 , 函数 w 波动 地 越 来 越 快 . 显然 , 此 与 S 的 内 紧 性 矛盾 . 因此 , 3: Z 
分 小 时 , 入 = —1 不 属于 T(t) 的 谱 . 口 


引 理 10 T(t) 的 位 于 0 < |A| <1 内 的 谱 是 一 个 聚 点 至 多 为 原点 或 单位 圆周 上 的 
点 的 离散 点 集 . 

证 明 ”我 们 已 经 证 明了 : 当 上 充分 小 时 , 入 = -1 属于 T(t) 的 预 解 集 .因此 ， 
入 = 一 1 的 某 个 开 邻 域 也 含 在 T(t) 的 预 解 集 内 . 

由 命题 A, T(t) 的 位 于 单位 圆 内 部 的 谱 边界 点 形成 一 个 离散 点 集 , 该 点 集 的 聚 
点 至 多 为 0 或 为 单位 圆周 上 点 . 因此 , 我 们 只 需 断 言 : T(t) 的 位 于 单位 圆 内 部 的 
所 有 谱 点 都 是 谱 边 界 点 . 假设 不 是 这 样 , 则 单位 圆 内 部 存在 某 个 谱 点 不 是 谱 的 边界 
KA. 由 于 T(t) 的 位 于 单位 圆 内 部 的 谱 边 界 点 是 一 个 离散 点 集 , 因此 利用 一 条 不 过 
谱 边 界 点 的 多 边 形 道路 , 可 将 该 点 和 圆周 上 的 A = -1 连通 ; 但 是 , 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 这 样 的 道路 一 定 含有 一 个 边界 点 . 因此 , 当 t 充分 小 时 , 引 理 9 成 立 . 利用 等 
X T(t) = T"(t/m) 以 及 谱 映 射 定理 , 容易 证 明 引 理 9 对 于 任意 的 t 也 都 成 立 . 

& p 为 任意 正 数 , 用 SP 表示 形 如 


uP (y) = eryu(y), we S, (19) 
的 函数 ur 的 全 体 . ER, SU? 有 平移 不 变性 以 及 内 紧 性 , 因为 对 有 限 的 a 和 b, 
erblule < [u(P|P < elul? (19^) 


用 KG) 表示 SO) 中 的 可 积 函 数组 成 的 子 空间 ; 在 L! 范 数 下 , KO 是 一 个 Banach 
空间 . 
以 后 , 我 们 用 工 表示 单位 平移 T(1). 
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引 理 11 FART TAK 上 的 谱 ,p AER, RM Ae? AF TKP 上 的 谱 . 

证 明 ”我 们 先 回忆 一 下 , TER 上 的 每 个 谱 点 入 都 是 下 列 意义 下 的 特征 值 ， 
即 存在 特征 函数 u 满足 

u(y +1) = Au(y). 
当 | 和 | < 1 时 , 特征 函数 u 属于 K; MA = 1 时 , 特征 函数 u RF OS. DU, 
uP) = eru 属于 KO, 且 满 足 
u(P (y 十 1) =e PYt+Dau(y 十 1) = Ae7Pu(? (y). 

mu?) 为 TEKP 上 的 特征 函数 , 相应 的 特征 值 是 Ae. 口 


将 引 理 9 应 用 到 空间 KO E, Te K® 上 的 谱 在 单位 圆 内 部 没有 非 零 的 
聚 点 . 结合 引 理 10, 我 们 得 到 : TH K 上 的 谱 的 聚 点 不 可 能 在 单位 圆周 上 . 这 正 
是 命题 B 的 结论 . 

现在 我 们 准备 证 明定 理 1. 这 还 需要 如 下 两 个 引 理 , 其 中 第 一 个 引 理 是 引 理 10 
的 延 拓 . 

引 理 12 AEO ARTAK” 上 的 谱 , 设 D 和 1 为 两 个 正 数 ,p < q, 则 
eP- FP) c yy. (20) 

如 果 我 们 观察 到 SO = elP- 94S), 那么 该 引 理 的 证 明和 引 理 10 一 样 . 

由 命题 B, x 是 单位 圆 盘 内 的 聚 点 仅 为 原点 的 离散 点 集 ; 因此 , (20) aa TH 
SE: 满足 XO? 与 单位 圆周 相交 的 所 有 小 于 q 的 正 数 p, BI {p>0: p<g, X? n(A: 
Al = 11 x 2j, 是 一 个 离散 点 集 . 在 该 离散 点 集 外 , W p, p < q. 按照 绝对 值 的 大 小 ， 
排列 TTE KP 上 的 特征 值 入 j: 

1 > |Ay| > |A2| >--- 3 0. 
对 于 每 个 特征 值 和 j, 我 们 定义 投影 Pj, 
P; = zx J. 6 - Ty, 
其 中 C; 是 一 个 以 A; 为 圆心 、 但 内 部 不 含有 T 的 其 他 谱 点 的 圆周 . 
引 理 13 
(i) 算 子 P; 是 两 两 不 交 的 投影 : 
Pi=P;, PjP.-0, j #k. 

(ii) 每 个 P; 都 与 T THR. 

(iii) P; 的 值 域 为 了 的 对 应 于 特征 值 和 j 的 广义 特征 函数 空间 . 
习题 2 证 明 引 理 11. 


由 命题 A, 每 个 P; 的 值 域 都 是 有 限 维 的 . 
用 KO 表示 Py, Po, o, Pm 的 零 空间 的 交集 , 则 KP 为 工 的 不 变 子 空间 . 
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用 了 pm 表示 T Æ ko 上 的 限制 ， 则 Tp,m 的 谱 由 特征 值 Amı Am+1;" di 组 成 . 由 
谱 半 径 公 式 (第 17 章 定 理 4), 得 
lim | Th ml = [Am 


因此 , 对 任意 正 数 c, 当 充分 大 时 ， 


| Ty ml = (|Xm| + €)*. (21) 
注意 到 KO 中 的 每 个 向 量 u 可 以 分 解 为 
m-—1 


1 
其 中 f; = P;ju?, v 属于 KP. 设 久 为 K 中 的 任意 向 量 , 则 eru = uP 属于 
KG, 利用 分 解 (22), 得 
w= Sle fj + Pv. (22/) 
ATER m 充分 大 , 使 得 ml < der, 令 e< je. 由 不 等 式 (21), 对 充分 大 的 
成 立 


k+1 oo 
/ e?" v(y)| d y < er(ktl) 7 lv(y)] d y < e"^*?|T* | vl 
k 


1 k 1\* 
< eP(k+1) ze” ju] = e? 3 lvl. 
这 证 明了 (22^) 右边 的 最 后 一 项 ezyv 可 积 . 我 们 断言 : 其 余 的 项 erf, SIR 
型 衰减 ; 这 是 因为 , 它们 都 是 T 的 相应 于 特征 值 Mez 的 特征 函数 或 广义 特征 函数 . 
所 有 这 些 特征 函数 的 绝对 值 都 是 小 于 1 的 , 否则 它们 以 及 它们 的 和 不 可 积 , 此 与 u 
属于 空间 K 矛盾 . 
显然 , 我 们 可 以 取 到 充分 小 的 正 数 c, 使 得 对 每 个 满足 Ne < 1 的 25, A 
e^|A; e? < 1, se € 1, 


由 (22^) 和 (23), 函数 e" u(y) WAR. 此 完成 了 定理 1 的 证 明 . 
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本 节 我 们 将 证 明 , 如 何 利用 在 定理 1 的 证 明 过 程 中 所 导出 的 结果 来 给 出 K 内 
函数 的 一 些 渐 进 刻画 . 
引 理 14 
(i) TO) Æ K 上 的 特征 函数 空间 中 , 存在 由 指数 函数 , 即 形 如 
e", Re <0 (24) 
65 Fy 3c 48 9,65 X. 
(ui) TO) AK 上 的 广义 特征 函数 空间 中 ,存在 指数 型 多 项 式 组 成 的 基 ,， 这 里 
的 指数 型 多 项 式 是 指 , Bie 
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yFeFYwk, (25) 
的 函数 的 和 . 

证 明 ”因为 平移 算 子 T(t), t > 0 之 间 两 两 可 换 , 所 以 T(1) 的 特征 空间 为 其 他 
所 有 平移 算 子 T(t) 的 不 变 子 空 间 . Auk, TI) 的 特征 空间 中 存在 一 组 由 所 有 平移 
算 子 的 特征 函数 v: 

T(t)v = A(t)v, (26) 
构成 的 基 . 这 样 的 特征 函数 o 属于 K, 是 y 的 可 积 函 数 . 因此 , T(t)v At HL 3 
数 拓扑 下 的 连续 函数 . 此 蕴含 了 At) 是 连续 的 . ER, 平移 算 子 满足 

T(s +t) = T(s) T(t). 
由 (26), 我 们 得 到 

Als +t) = A(s)A(t). 
满足 此 方程 的 唯一 连续 解 是 A(t) = e^t. MEF T(t) 是 降 范 的 , 所 以 Rep < 0. 这 
FÉ, 我 们 证 明了 引 理 13 的 (3). 对 于 Gi), 我 们 可 以 采用 类 似 的 方法 讨论 得 到 . 0 

用 {uj} 表示 出 现在 T(1) 的 一 个 特征 函数 (24) 内 的 所 有 数值 u 的 集合 . 由 命 
AB, u; 的 实 部 趋 于 -o. 
定理 15 邻 5S 如 定理 1 所 示 , K 为 S 内 的 可 积 函 数 空间 , MK 内 的 每 个 函数 
uly) 有 渐进 展开 


u(y) & 》 eyej， (27) 
其 中 每 个 ej 为 形 如 
€j = 2 y wj k (27') 
的 有 限 和 . 
WEBB 如 同 (22) 一 样 , 在 p = 0 的 条 件 下 , 分 解 u. 作为 谱 半 径 公 式 的 应 用 , 我 
们 可 以 证 明 展 开 式 (27) 有 渐进 性 . " 
现在 我 们 再 回 到 例 2. $ LA 2n 阶 的 椭圆 算 子 
2n 
b=) Ajo, (28) 
0 


其 中 A; = Aj(r, Ox) 是 21,22, ,zm 为 变量 、 系 数 仅仅 依赖 于 z 而 与 y ERKI j 
阶 线性 偏 微分 算 子 . 工 的 椭圆 性 是 指 , 存在 正常 数 c 使 得 对 所 有 r, 有 
LE, n) = 》 Ayla, £n"? > ellé?” +n”). 
一 个 典型 的 椭圆 算 子 的 例子 是 
Lo = 82" + AR. 
4 G 为 z- 空间 内 的 带 有 光滑 边界 的 区 域 , 并 且 G 的 闭 包 是 紧 的 ; + 5 A 
程 Lu = 0 在 半 柱 面 G x R+ 内 的 、 在 G 的 边界 OG 上 满足 强制 性 边界 条 件 的 解 u 
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的 全 体 . 对 所 有 的 v, 我 们 取 相 同 的 边界 条 件 , 最 简单 的 如 Dirichlet 边界 条 件 . 将 这 
些 解 看 作 是 赋值 在 Banach 空间 X 内 的 向 量 值 函数 uly), 其 中 X 为 定义 在 G 上 
的 、 满足 边界 条 件 的 (z 的) 函数 空间 , 其 范 数 为 Sobolev WR 
>, locu dz. 
G 


a<2n 


由 椭圆 方程 理论 , 这 些 函 数 u(y) 组 成 了 一 个 有 内 紧 性 的 空间 . 
考虑 方程 Lu = 0 在 半 柱 面 G x Ry, 内 的 所 有 满足 条 件 : 
u(z,y) = erYw(z) (29) 
的 解 u. 将 此 解 代入 (28), W w 满足 方程 


(3z:4;)u =N, (30) 
以 及 满足 指定 的 边界 条 件 . 对 上 述 具 体 情 形 应 用 定理 2, 我 们 得 到 如 下 结果 . 
定理 16 
(i) 使 得 方程 (30) 存在 满足 边界 条 件 的 非 平凡 解 的 所 有 / 构成 了 一 个 下 列 
意 下 的 离散 点 集 : 即 在 每 个 带 
a<Reu<b 
A, 仅 包 含有 限 多 个 这 样 的 u. 
(ii) 方程 Lu — 0 在 半 柱 面 肉 的 可 积 解 有 渐 近 展开 
ux X eYw(y), Re uk < 0, 
其 中 wly) Ay 的 多 项 式 . 
习题 3 % 
A= (82 + 02)2, 
G 为 区 间 [0, x], u 满足 Dirichlet 边界 条 件 : 
4er=-OK nH, u=u,=0. 
证 明 : 方程 (30) 内 的 u 满足 等 式 tan? un = (un)? /[1 + (un). 
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第 27 章 指标 理论 


本 章 首 先 回顾 一 下 第 2 章 中 指标 理论 的 几 个 主要 结果 . 设 U,V 为 无 限 维 线性 
空间 , 称 线性 映射 T:U — V 具有 有 限 指 标 , 如 果 它 满足 : 
(i) TIS) Nr 是 U 的 有 限 维 子 空间 ; 
(ii) 者 用 Rr 表示 T 的 值 域 , 则 商 空间 V/Rr 是 有 限 维 的 . 
这 时 , RITEN T 的 指标 为 
ind T = dim Nr — codim Rr. (1) 
从 一 个 线性 空间 到 另 一 个 线性 空间 内 的 线性 映射 G 称 为 是 退化 的 , 如 果 它 的 
值 域 是 有 限 维 的 . 在 第 2 章 , 我 们 已 经 得 到 以 下 几 个 结果 . 
定理 A 线性 映射 T:U V 有 有 限 指标 , SARS 全 存在 伪 逆 , 即 存在 线性 映 
射 S:V 一 U, 使 得 
ST=I+G, TS=I+H, (2) 
这 里 了 同时 表示 U 和 VV 上 的 恒 等 映 射 , G, HH 分别 表示 U 和 了 上 的 退化 映射 . 
定理 B ik T:U V fo R: V OW 有 有 限 指标 , 那么 它们 的 乘积 RT 也 有 有 
限 指 标 , A 
ind RT = ind R + ind T. (3) 
定理 C RT: UV 有 有 限 指 标 , G: U 一 V 为 退化 线性 映射 , 那么 T+ G 有 
有 限 指标 , E 
ind (T+ G) = ind T. (4) 


27.1 Noether 指标 


本 章 我 们 将 建立 Banach 空间 U 到 Banach 空间 V 内 的 有 界线 性 映射 T HIH 
应 指标 理论 . 与 以 前 的 定义 一 样 , 称 了 有 有 限 指标 , 如 果 它 满足 性 质 (i) 和 (ii). 由 
条 件 (ii) 和 闭 图 像 定理 15.14, 的 值 域 是 闭 的 . 

在 这 种 情况 下 , 有 界线 性 算 子 的 伪 逆 自然 地 可 以 定义 如 下 . 
定义 ”有 界线 性 算 子 T: U 一 V 和 5S:V 一 U 称 为 互 为 伪 逆 , WR 

ST=I+K, TS=I+H, (5) 

这 里 K Al 互 分 别 表 示 U MV 到 它们 自身 的 紧 算 子 . 

在 Banach 空间 的 指标 理论 中 , 类 似 于 定理 A、 定 理 B 和 定理 C 的 结论 也 是 
成 立 的 , 其 证 明 也 是 类 似 的 . 另外 , Banach 空间 中 还 有 3 个 特殊 的 结果 , 这 些 结果 
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的 证 明 反 复 用 到 了 第 21 章 定理 5. 
定理 0 KK:USUAKAT 则 工 + 政 有 有 限 指标 , 并 且 
ind (I+ K) = 0. (6) 

类 似 于 定理 A、 定 理 BMEM C, Banach 空间 中 的 指标 理论 有 如下 定理 l. 3E 
理 2. 定理 3: 
定理 1 有 界线 性 映射 T:U — V 有 有 限 指标 , 当 且 仅 当 全 存在 (5) 意义 下 的 伪 
if. 

证 明 ”容易 证 明 , 当 TARN, 由 第 2 章 定理 A 所 构造 的 伪 逆 是 有 界 的 . X 
因为 退化 映射 显然 是 紧 的 , 故 由 (2) 可 得 (5). RZ, WR (5) 成 立 , 那么 NT C 
NI,K，Rr 2 Rpg HEH OM, I+ KA I HAA RBH, 从 而 有 


dim Ny < dim NIK «oo, codim Rr < codimR y, H < 00. o 


定理 2 RT: U>V R: V oW 有 有 限 指标 , MARAR RT 有 有 限 指 标 , A 
ind RT = ind R + ind T. 
由 定理 2, 我 们 可 得 如 下 定理 。 
EE? X Tf sni, 则 
ind T = —ind S. (7) 
证 阴 ”由 定理 2 和 (5) 知 
ind T + ind S = ind (I + K). 
再 由 定理 0, ind (I+ K) = 0. AX (7) 成 立 . 口 


下 述 结果 是 Yood 给 出 的 . 
定理 3 设 T:U 一 V 有 有 限 指标 ,五 :U 一 V 是 紧 线性 映射 , 则 T+ 工 有 有 限 指 
标 , 且 

ind ( T 4- L) — ind T. 

证 明 ”因为 T 有 有 限 指标 , 所 以 它 存 在 伪 逆 S. 显然 , S 也 是 T+ L 的 擅 道 ， 

此 结论 由 如 下 方程 
S(T+L)=ST+SL=1+K+SL, 

以 及 SL A LS 的 紧 性 得 到 . 由 (7) 得 ， 


ind (T+ L) = —ind S = ind T. 口 
对 有 界线 性 映射 T:U — V, REET 由 关系 式 
(Tu, £) = (u, T8) (8) 


定义 . 
定理 4 ZT: U 一 V 有 有 限 指标 , 则 转 置 T 也 有 有 限 指标 , 并 且 
ind 7’ = 一 ind T. (9) 
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证 明 SATE) 意义 下 的 伪 逆 . 对 (5) 的 两 个 等 式 取 转 置 , 得 
TS-I-K, ST=I+H. 

根据 第 21 章 定理 7, 紧 算 子 的 转 置 仍然 是 紧 的 , 所 以 T 和 S HAMM. 因此 , T 
有 有 限 指标 . 我 们 再 证 明 

dim Ny = codim Rp, codimRy = dim Nr. (10) 
由 (8), T 的 零 空 间 是 Rr 的 零 化 子 , 故 (10) 的 第 一 个 等 式 成 立 . 类 似 地 , (8) RR 
明了 了 的 零 空间 是 的 值 域 在 U 中 的 零 化 子 . WR Banach 空间 U 是 目 反 的 ， 
则 (10) 的 第 二 个 等 式 也 成 立 ; 否则 , 我 们 仅 有 不 等 式 


codim Ry > dim Nr. (10°) 
(10) RE (10) 的 第 一 个 等 式 , 得 
—ind 7’ > ind T. (11) 
对 于 S, 用 同样 的 讨论 可 得 ， 
—ind S > ind S. (11/) 


(11')+(11), 得 

—ind T — ind S' > ind T+ ind S. 
由 (7), 该 不 等 式 的 两 边 都 是 零 . 但 是 只 有 当 (11) 和 (11^, 进而 只 有 当 (10^) 中 的 
等 号 成 立时 , 此 事实 才 成 立 . 这 证 明了 (10), 从 而 得 到 (9). o 


下 面 的 结果 称 为 指标 的 稳定 性 , 是 由 DieudonneA HM. 
定理 5 若 了 :了 一 了 有 有 限 指标 , 则 存在 s > 0, 使 得 对 所 有 有 界线 性 映射 
M: U>V, RÆ |M|< e, 就 有 


ind (T + M) = ind T. (12) 
证 明 i SA TRAX, 那么 由 (5) 得 
S(T+ M)=ST+SM=1+ K+ SM. (13) 


W e = |S}, W [SM] <1. 由 第 17 章 定理 2, IH SM HJ. 将 (13) AF (I+SM)-!, 
得 
(I+ SM)! S(T-- M) =1+ (I+ SM)"'K. 

这 说 明 (I+SM S 是 T+ M 的 伪 逆 , 由 (7), 知 

ind (T+ M) = —ind(I+ SM)-'S. (13°) 
因为 (I+ SM)! np3i, 所 以 

ind (I+ SM)^!S = ind S. 

将 上 式 代 入 (13^), 再 由 (7) 得 到 (12). 口 
将 定理 5 重新 叙述 如 下 . 


定理 5” 设 (TQ) 依 范 数 收敛 于 T, 若 全 有 有 限 指标 , RJ S n 充分 大 时 , Tr 有 有 
限 指标 , E 
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lim ind Tn = ind T. 
定理 5 有 一 个 直接 推论 . 
定理 5" 设 T(t),0<t<1, 为 U 一 V 的 有 界线 性 算 子 的 单 参数 族 , FHF T(t) 
都 有 有 限 指标 , 并 且 T(t) 在 范 数 拓扑 下 关于 土 连续 , 则 ind T(t) 5 t AK; 特别 地 ， 
ind T(0) = ind T(1). 
此 结果 称 为 指标 的 同 伦 不 变性 , 可 以 广泛 应 用 于 指标 的 运算 . 
容易 看 到 , 有 界线 性 算 子 的 指标 在 强 拓扑 下 不 一 定 连 续 . 例如 , BLU —V — £^, 
对 n> 1, 令 
Tn(u) = (ala2， , an, 0, Qnt+1,** -); 
HH u = (a1,02,..)EU, W TAU 到 V 内 的 有 界线 性 算 子 . BH Nr, =0, 
„= {vlung: = 0}, ŽE s - lim T, = I, # ind T, = —1. 但 是 {Tn} 的 强 极限 I 
的 指标 却 为 零 . 因此 , 有 界线 性 算 子 的 指标 在 强 拓扑 下 不 一 定 连续 . 但 是 , 在 附加 了 
其 他 条 件 下 , Hörmander 给 出 了 强 收敛 序列 指标 的 连续 性 . 这 些 附加 条 件 在 许多 情 
形 下 是 很 容易 验证 的 . 
定理 6 (Hórmander) i T,:U >V fe S,:V >U 为 两 列 有 界线 性 映射 B 
满足 


STEIF Ka. Tan = IHM (14) 
其 中 {Kn} 和 {Hn} 为 下 述 意 义 下 的 一 致 紧 序 列 , 即 向 量 集 
{Knu: |u| <1,n=1,2,---} (15) 
和 向 量 集 
(Hav: v| <1,n=1,2,---} (15/) 
分 别 含 在 Fo V 的 一 个 紧 子 集 内 . 若 {Tn} 和 {Sn} BKK: 
s-—limT,=T, s-—limS, = S, (16) 
则 
Jim ind T, = ind T. (17) 


关于 此 定理 的 证 明 ， 参见 文献 Hórmander 中 的 定理 19.1.10. 

下 述 结 果 是 定理 6 的 一 个 直接 推论 . 
定理 6 ik T(t): UV 和 St): V —^U 是 两 族 强 拓扑 下 连续 依赖 于 参数 
t(OO<t<1) 的 有 界线 性 映射 . de XX S(t) 和 T(t) LAE: 

SHT) = Ir K(t), THS) = I+ Hit), 
并 且 Kit) 和 Hit) 分 别 在 (15) 和 (15') 意义 下 是 一 致 紧 的 , 那么 ind T(t) 5t X, 
X; 特别 地 ， 
ind T(0) = ind T(1). 

注 记 有限 指标 算 子 通 常 称 为 Fredholm 算 子 . 但 是 , 以 前 并 没有 关于 这 方面 的 说 
明 . 然而 , 称 指标 不 等 于 零 的 算 子 为 Noether HF, 并 称 其 指标 为 Noether 指标 却 更 
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恰当 ! 这 是 因为 , 在 奇异 积分 算 子 的 背景 下 , Fritz Noether 第 一 次 给 出 了 这 类 算 子 的 
例子 , 并 定义 了 指标 的 概念 , 证 明了 指标 的 稳定 性 ; 参见 Hörmander 和 Dieudonné. 
算 子 指标 的 乘积 性 质 (3) 是 由 Atkinson 和 Gohberg 给 出 的 . 


历史 注 记 。 Fritz Noether 是 Emmy Noether 的 兄弟 , 为 了 逃避 纳粹 统治 到 了 前 苏 
联 , 1937 年 在 大 清洗 运动 中 被 捕 入 狱 , 1941 年 被 处 死 . 

结果 却 成 为 斯 大 林政 权 的 牺牲 品 . 

有 些 算 子 的 指标 可 以 精确 地 计算 出 来 . 27.2 节 中 我 们 将 举 一 些 例子 说 明 这 一 
点 . 在 第 30 章 , 我 们 还 将 证 明 在 一 定 条 件 下 算 子 的 指标 可 以 表示 成 两 个 算 子 的 迹 
的 差 . 


27.2 Toeplitz AF 


我 们 用 LS) 表示 单位 圆周 S! 上 的 平方 可 积 的 复 值 函数 u 的 空间 , 在 L? 范 
数 
Jul? = 5; wo)Pag (18) 
F, 它 是 一 个 Hilbert 空间 , 2t APRA ei*9, k = 0, 土 1, 土 2,…, 构成 了 它 的 一 组 标准 
正 交 基 ; 于 是 LS) 中 的 每 个 函数 u 都 可 以 展 成 级 数 的 形式 : 


u(0) = Nou’, (19) 
其 中 Fourier 系数 u HER 
uk = x f «0o (20) 
给 出 . 与 此 同时 , Parseval 等 式 
llull? = M ^ url? (21) 
成 立 . 


EX Hi H, Xo LS) 内 的 负 Fourier 系数 ur, k <0, 为 0 的 函数 组 成 的 子 
空间 : 


uE H} & u=0, k <0. (22) 
4 (19) A u € L?(S') 的 Fourier 级 数 展开 式 , sg Xu 到 A, 上 的 投影 Pau: 
Pu = > une”. (23) 
0 


此 定义 了 LS) 到 H, 上 的 投影 P}. 由 (21) Al 
[|P4|| = 1. (24) 
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类 似 地 , 可 以 定义 H- 以 及 L?(S*) 到 H- 上 的 投影 . 
空间 及 ,内 的 每 个 函数 都 是 单位 圆 盘 内 的 解析 函数 的 边界 值 函 数 , 而 五 - 内 
的 每 个 函数 则 是 单位 圆 盘 内 的 反 解 析 函 数 即 复 共 箔 解析 函数 的 边界 值 函 数 . 
定义 so) 为 单位 圆周 S! 上 的 复 值 连续 函数 , 称 由 
Tu=P,(su), uve Hi (25) 
确定 的 算 子 T, 为 函数 s 定义 的 Toeplitz ET. 
总 之 , T, 是 H, 到 自身 内 的 映射 , 是 在 A, LA s 作 乘 法 运算 , 然后 再 到 
H, 上 投影 所 得 到 的 线性 算 子 . Ks WT, 的 符号 . ER, T. 关于 符号 是 线性 的 : 
Ts4r = TT. 
当 我 们 用 Fourier 级 数 表 示 H, 内 的 函数 时 , Toeplitz 算 子 实际 上 就 是 一 个 被 
截断 的 离散 卷 积 : 
(Tsu) = M sy-;uj k=0,1,..., (25’) 
j=0 
这 里 sn Alu, 分 别 表示 函数 s Mu 的 第 n 阶 Fourier ARM. 由 (25) 确定 的 半 
ERER (s,_;), 在 每 个 对 角 k —j = 常数 E, 赋值 都 是 相同 的 . 称 满足 此 性 质 的 
和 矩阵 为 Toeplitz 矩阵 . 这 种 矩阵 常常 出 现在 偏 微分 算 子 的 离散 化 ( 见 S. Parter 和 
S. Osher) 和 统计 力学 ( 见 McCoy) 理论 中 . 
定理 7 hs AS’ 上 的 复 值 连续 函数 ，T。 是 符号 为 s 的 Toeplitz 算 子 , 则 
(i) T, A H} — Hy 有 界线 性 映射 , E 
| Ts) < |sImax- (26) 
(ii) wR s AS 上 处 处 不 等 于 零 , 那么 T。 有 有 限 指 标 . 
(iii) 
ind T, = —W(s), (27) 
其 中 W(s) 表示 s(0) 在 原点 的 围绕 数 . 
回想 一 下 , 曲线 s(9) 在 原点 的 圈 绕 数 是 指 ， 当 8 HO 变化 到 2n 时 , s(0) 的 幅 
角 增 加 量 除 以 On 得 到 的 数值 . 用 解析 的 语言 表达 为 
W(s) = zim [7 s(6) 1S dg (28) 
证 明 (i) 由 s 所 作 的 乘法 算 子 是 有 界 的 , 其 界 为 |slmax; AT P 也 是 有 界 
的 , HAA 1. XT, 为 这 两 个 算 子 的 乘积 , 因此 也 是 有 界 的 , A (26) R. 
(i) RAMS: T, 是 T, BAM. 为 此 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 8 当 s 连续 时 ， 
C=Pis-s (29) 
A 五 + 到 L? 内 的 紧 算 子 . 
WER ”因为 s 连续 , 所 以 对 任意 s > 0, 可 以 找到 三 角 多 项 式 s- 一致 逼近 s: 
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|s(0) —s-(@)|<e, OES. (30) 
注意 到 C = Pise — se BUT Hy, 中 的 所 有 形 如 u= Egu? 的 函数 , 其 中 M 
表示 s. 的 阶 数 .由 于 所 有 这 种 形式 的 函数 组 成 的 空间 是 H, 中 的 余 维 数 为 M 的 
子 空间 , 所 以 C. 值 域 的 维 数 小 于 M, 从 而 Ce 为 紧 的 . 由 (26) 和 (30) 知 , C. 依 范 
数 拓扑 收敛 到 C, 故 C 是 紧 算 子 . 口 


下 面 证 明 T  T, 的 伪 逆 . 由 (29), 得 
T,-ı T, = Ps 'P;s= Prs '(s+ P;,s-s) = I+ P.s"'C. 


由 于 C 是 紧 的 , T- T, 5 H, 上 的 恒 等 算 子 相差 一 个 紧 算 子 . 再 注意 到 s s! 
的 对 称 性 , 因此 T, 和 To- 是 一 对 伪 逆 . 

(iii) 欲 计算 T, 的 指标 , 通过 s 的 形变 , 我 们 连续 形变 T. 然后 利用 拓扑 中 的 
如 下 结果 . 
引 理 9 S 上 的 处 处 非 零 的 复 值 连续 函数 类 中 的 两 个 函数 在 此 类 中 可 以 相互 连续 
BE, 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 围绕 数 W(s). 

证 明 ”注意 到 圈 绕 数 是 连续 形变 下 的 不 变量 . 因此 , 若 题 设 条 件 中 的 两 个 函数 
之 间 存 在 连续 形变 , 则 它们 有 相同 的 圈 绕 数 . 要 证 此 结论 的 反面 , 首先 考虑 圈 绕 数 
为 0 的 情形 . 这 样 的 函数 s(9) 存在 单 值 的 对 数 ln s(9). 利用 连续 形变 tin s(0), Bul 
函数 In s(9) 可 以 形变 为 0. HS 


s(0,t)=et™s) Ogtgl1, 


WW s(0,t) 为 函数 s(9) 到 常 函数 1 的 形变 . 
对 于 一 般 的 情形 , 设 s(9) 的 圈 绕 数 为 N, BI N = W(s), id 


s(0) = e'N?(e-1N85(9)). 


该 等 式 右边 第 二 个 因子 的 轿 绕 数 为 0, 因此 由 上 述 讨 论 , 它 可 以 连续 形变 为 常 函 数 
1. 故 s(9) 可 以 连续 形变 为 eiNe, N = W(s).? 

从 解析 的 角度 而 言 , 绕 原 点 N| 次 的 最 简单 的 曲线 为 iNe 当 N > 0 时 , A 
号 为 eive 的 Toeplitz BF Ty 是 由 eive 所 作 的 乘法 算 子 . 此 时 不 难 证 明 ,， Tw 有 
平凡 的 零 空 间 , 并 且 Tw WERE Ha 内 有 余 维 数 N, 这 是 因为 该 值 域 是 由 形 如 
Da uke? 的 函数 组 成 . 因此 


ind Ty = —N. (31) 
当 N < 0 时 , 符号 为 eiN® 的 Toeplitz BT Ty 为 H, 到 H, 上 的 满 射 PjeiN9; 此 
时 , 它 的 零 空间 由 函数 1, ei,…….,eitN-06 生成 . 故 (31) 对 N < 0 也 成 立 . 口 


QD 因此 , 若 题 设 中 的 两 个 函数 有 相同 的 圈 绕 数 ， 则 它们 都 可 以 连续 形变 为 eNe, 其 中 N 为 它们 共同 
的 圈 绕 数 , 进而 这 两 个 函数 之 间 存 在 连续 形变 . 一 一 译 者 注 
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从 引 理 9 的 证 明 过 程 可 知 , S) 上 的 处 处 不 为 零 的 连续 复 值 函数 s (0). 可 以 形变 

为 函数 eiN9, 即 存 在 9 和 t 的 连续 函数 族 s(0,0), 使 得 
s(0,t) #0, s(0,0)= s(0), s(0,1)=e'%®, O«t«1, GES. 
因为 轿 绕 数 在 连续 形变 下 保持 不 变 , 所 以 
W(s) = W(s(0)) = W(s(1)) = N. 
由 (26), 得 
Il Tst) = Tw) = || Ts(t)— s(t")| < ||s(t) — s(t')|lmax; 
又 因为 s(6, KF t 连续， 所 以 Tu, 关于 t 在 范 数 拓扑 下 连续 . 由 定理 5” 的 指 
标 同 伦 不 变性 知 
ind T, = ind Ty. 

由 上 式 和 (31) 得 到 (27). 口 


由 定理 7 的 证 明 过 程 中 可 知 , 符号 为 sn(9) = eiN 的 Topelitz RF Ty 的 零 空 
间 的 维 数 为 0 或 IN], 这 依赖 于 N 的 符号 . 事实 上 , 对 符号 为 一 般 函 数 s 的 Topelitz 
TT T. 此 结论 也 是 成 立 的 . 
定理 10 Ks 为 单位 图 周 S 上 的 处 处 非 零 的 连续 复 值 函数 , Ts。 是 符号 为 s 的 
Toeplitz 算 子 , 那么 

(i) # W(s) » 0, MT, 是 单 的 , 它 的 值 域 有 余 维 数 W (s); 

(ii) Æ W(s) <0, A) T, 的 零 空 间 的 维 数 为 |W(s)|, FAT, AH, 上 为 满 射 

(iii) 4 W(s) = 0, 则 T, X i X. 

WEBB ”我 们 首先 证 明 (iii). 若 W(s)=0, Ms 有 单 值 对 数 

s(0) = exp£(0), £(0) = Ins(@). 
将 上 分 解 为 解析 和 反 解 析 两 部 分 的 和 
£— 6L FL, l, € H, €. € H. 

先 考虑 s 为 光滑 函数 的 情形 , 即 s € Coo, 此 时 2, £4, L- 也 是 光滑 函数 . 作 指 

数 函 数 

s =ef 一 el++(- = e^el- = 548, (32) 
则 s+ 是 解析 函数 的 边界 值 函数 , s- 是 反 解析 函数 的 边界 值 函 数 , JHI EHT ER 
数 和 反 解 析 函 数 在 闭 单位 圆 盘 内 处 处 不 为 0 并 连续 到 边界 . 下面 我 们 利用 s+ 和 
s-, K T, MŽ. 记 

T,u = Pu = f, 
u, f € Hi. 此 方程 意味 着 
su=f+g-, g-€ HL. 

由 (32), 得 


su =s_!f+s_'g_. 
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因为 s! = exp(—-¢_), 所 以 乘积 s-'g_ 属于 H-. 两 边 用 P. VERB, 得 syu = 
Pis,u= P,s_'f. 两 边 再 用 s4 去 除 , 得 
u=s,'P,s_'f. (32’) 

此 证 明了 s;'P.s-! X T, 的 逆 . 

现在 证 明 (i) 和 (ii). 用 W 表示 s 的 圈 绕 数 , 则 se- 的 圈 绕 数 为 零 ; 因此 ， 
(ui) 蕴含 了 方程 

Pse vu=f 

定义 了 一 个 可 逆 映 射 u f. 等 价 地 , 映射 T, 将 eH, 一 一 地 映 到 ALL. 由 
此 (i) 和 (ii) 得 证 . 口 

公式 (32^) 不 仅 在 理论 上 有 用 而 且 还 是 计算 T, 逆 的 一 种 有 效 方法 . 

再 考虑 s 仅仅 连续 且 W(s) = 0 的 情形 . 对 任意 正 数 e, 可 以 用 光滑 函数 r 一 
PUMI s: 


Ir — s|max < €. (33) 
当 € 充分 小 时 ， 
Ir"! s — llmax < >. (33) 
此 不 等 式 列 含 了 以 下 两 个 结论 . 
(i) 由 (33) 和 (26) 知 
lT,- -A< 3. 


再 由 第 17 MEH 2 知 , T,-1, IX. 
(ii) 由 (33°) 知 , r 和 s AAA RAR. 由 假设 W (s) = 0, 故 Wr) = 0. 因为 
r 是 光滑 的 , 按照 (32) 分 解 为 
Tr=TıT_, 
其 中 ry 为 单位 圆 盘 上 处 处 非 零 的 解析 函数 的 边界 值 函 数 , >- 为 单位 圆 盘 上 处 处 
非 零 的 反 解析 函数 的 边界 值 函 数 . 因此 Wr) =0 = Wr). 
我 们 断言 : 算 子 T -1s 可 以 分 解 为 
T,-1, = T,-1,,-1 = Pyrl'sry! = Pr PP = T,- TT,- 
这 是 因为 , ry 左边 的 算 子 P. 与 恒 等 算 子 有 相同 的 作用 , 而 s 左边 的 算 子 Pi W 
去 了 一 个 本 应 该 被 最 左边 的 算 子 P 消去 的 反 解 析 函 数 . 由 上 述 观察 , 左边 的 算 子 
T,-1, FÉ; 由 于 r+ 和 r- 的 圈 绕 数 为 0, 所 以 由 我 们 已 证 的 情形 , T,- 和 T,- 
Bat. 因此 右边 中 间 的 算 子 T, TE. 这 就 证 明了 定理 10 的 第 (iii) 部 分 . 
土 述 证 明 是 由 Gohberg 给 出 的 . 与 此 同时 , Gohberg 指出 , WR s 为 分 段 连 续 
函数 并 且 存 在 连续 函数 > 满足 
IF 一 二 we c« 1, (33) 


那么 上 述 结 论 也 是 成 立 的 . 如 果 我 们 在 上 式 两 端 乘 以 |r|, 将 不 等 式 改写 为 
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|r(9) — s(8)| < r(@), 

那么 (337) 的 几何 意义 会 更 加 清晰 . 如 果 用 "(9) 表示 一 个 人 绕 原 点 散步 时 的 位 置 ， 
s(0) 表示 他 的 宠物 狗 的 位 置 . 假设 这 条 狗 总 是 被 主人 用 长 度 小 于 clr(9)| MBH 
着 , 那么 无 论 这 条 狗 沿 皮带 限制 的 圈 内 跳 得 多 快 , 它 和 主人 绕 原点 的 圈 数 总 是 相等 
的 . 关于 此 问题 的 一 个 完整 讨论 , 参见 文献 Gohberg 和 Krupnik, 或 者 参见 Douglas 
的 最 后 一 章 . 

Krein 和 Gohberg 已 将 定理 7 推广 到 n x n 矩阵 值 函数 50) E, 这 里 S(0) 通 
过 乘法 算 子 作 用 到 向 量 值 函数 u(0) 上 . 用 H, 表示 S! 上 的 负 Fourier 系数 部 分 为 
零 的 函数 组 成 的 L? 向 量 - 值 函数 空间 的 子 空间 . Py AL? 到 H, 的 上 的 正 交 投影 . 

固定 正 整数 n, 用 S(0) Xm S! 上 的 连续 n 阶 复 和 矩阵 值 函数 . 因为 5(9) 是 一 
个 有 界 函 数 , 所 以 矩阵 Toeplitz 算 子 

Ts = PS (34) 

4H, H, 的 有 界线 性 映射 . 
定理 11 ik S(0) HS Li Hk 65 A AE MLB AK, FA SO) 在 S 上 的 每 一 点 都 可 
逆 ， 则 

(i) 按 (34) ZRH RF Ts : Hi > H} HH; 

(ii) RA S(O) TH, 所 以 s(0) = det S(O) HS’ 上 处 处 不 为 零 ， 此 时 , 有 

ind Ts = —W (det S). 

证 阴 ”类 似 于 定理 7 的 证 明 , Ts 是 Ts HAW. 要 计算 它 的 指标 , 我 们 用 
如 下 结果 将 S 形变 为 简单 的 情形 . 
引 理 12 S 上 的 每 点 都 可 逆 的 连续 复 给 阵 值 函数 类 内 的 两 个 函数 在 该 类 内 可 以 
相互 连续 形变 当 且 仅 当 它们 的 行列 式 有 相同 的 圈 绕 数 . 

设 S 属于 引 理 12 所 刻画 的 函数 类 , 将 5 连续 形变 为 对 角 和 矩阵 

Sx (6) = ( E : , N = W(det S), 

其 中 对 角 线 上 的 元 素 除 了 第 一 个 之 外 都 是 1. 符号 为 Sy WER Toeplitz 算 子 Ty 
为 数值 Toeplitz 算 子 的 直 和 , 其 直 和 分 支 的 指标 可 以 由 公式 (31) 计算 得 到 , 从 而 
Tw 的 指标 为 N. 由 指标 的 同 伦 不 变性 , 定理 得 证 . 口 


ei 
so- ( ae ) 


证 明 dim Nr, = 1, codim Rr, = 1. 


前 面 的 例子 说 明 , 定理 10 的 结论 对 于 矩阵 值 符 号 的 Toeplitz 算 子 是 错误 的 . 


习题 1 4 
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当 5S 可 以 分 解 为 SS. 其 中 S RRI, Si 解析 并 且 它 们 都 在 单位 圆 盘 内 的 每 
点 可 逆 时 , 则 Ts = S PLS. 即使 该 分 解 存在 , 此 也 不 能 通过 取 对 数 过 程 得 到 . 
对 于 该 分 解 , Lax 给 出 了 一 种 建立 在 解 PDE-s 系统 基础 上 的 方法 . 

在 定理 11 的 证 明 过 程 中 , 本 质 上 用 到 了 拓扑 中 的 一 些 概 念 和 结果 . 反 过 来 , 指 
标 理论 中 的 一 些 概念 和 结果 又 是 处 理 微分 拓扑 的 有 力 工具 ; 这 方面 的 一 个 基本 结果 
就 是 Atiyah-Singer 指标 定理 . 

用 实 直线 代替 S', Wiener 和 Hopf 给 出 了 Toeplitz 算 子 理论 的 一 个 重要 扩展 . 
Strang 将 单 变量 函数 扩展 到 两 个 变 元 的 情况 . L. Boutet de Monvel, V. Guillemin, C. 
Berger 和 Coburn 等 人 给 出 了 更 一 般 的 Toeplitz 算 子 的 概念 . 而 von Neumann 代数 
中 的 维 数 函 数 的 概念 则 是 零 空 间 维 数 和 值 域 维 数 等 概念 的 最 深远 的 
扩展 . 


27.3 Hankel 算 子 


考虑 LS) 到 H. 上 的 投影 已 ， 可 以 得 到 与 Toepliz 算 子 有 关 的 另 一 类 算 
= 
EX WE s(0) 为 单位 圆周 S! 上 的 连续 函数 , Hankel 算 子 H,: H, 一 H- 是 由 方 
程 

H,(u) = P_(su) (35) 
定义 的 算 子 . 如 果 我 们 用 Fourier 展开 表示 H M H, 内 的 函数 , 那么 Hankel $ 
T H, 可 表示 为 

(H,u) = M Skyt, k=0,1." (35/) 
j—0 
这 里 s, 表示 s 的 (—n) 阶 ie AR, uj, 7 = 0,1,--- 表示 u 的 Fourier 系数 . 
注意 , 为 了 保持 对 称 性 , Æ H, 和 H- 内 的 Fouier 展开 中 都 保留 了 第 0 阶 Fourier 
系数 . 用 来 表示 Hankel 算 子 的 半 无 限 矩 阵 在 每 个 对 角 线 十 = 常数 上 有 相同 的 
赋值 . 称 这 样 的 矩阵 为 Hankel 矩阵 . 
习题 2 证 明 每 个 Hankel 算 子 是 紧 的 . 
习题 3 证 明 Hankel 算 子 H, 的 范 数 满足 
||Hs|| < inf ls — glmax; (36) 
其 中 q 取 遍 单位 圆 盘 内 的 在 原点 取 值 为 零 、 内 部 解析 且 连 续 到 边界 的 所 有 函数 . 根 


据 Nehari 的 定理 , (36) 中 的 等 号 成 立 . 
关于 Hankel 算 子 的 更 深入 的 理论 , 参见 文献 Hirmander 的 第 19 章 . 
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线性 代数 中 最 漂亮 同时 也 是 最 有 用 的 一 个 结果 是 埃 尔 米 特 对 称 和 矩阵 的 谱 理论 . 
我 们 先 来 回顾 埃 尔 米 特 对 称 和 矩阵 的 定义 . 称 和 矩阵 4 是 埃 尔 米 特 对 称 的 , 如 果 A 和 


它 的 伴随 A* 相等 , 即 
A* =A. 


和 矩阵 A 有 一 个 完备 的 正 交 特征 向 量 集 , 并 且 4 的 相应 特征 值 都 是 实 的 . Hilbert 将 
此 结果 推广 到 Hilbert 空间 上 的 紧 埃 尔 米 特 对 称 算 子 上 . 本 章 将 刻画 这 一 推广 , 并 
给 出 一 些 具体 的 应 用 . 
定义 ” 称 复 Hilbert 空间 H 上 的 线性 算 子 A 为 埃 尔 米 特 对 称 的 (简称 对 称 ), WR 
WH 中 的 任意 向 量 xA y, 有 

(Az, y) = (x, Ay). (1) 


习题 3 证明 由 (1) 定义 的 对 称 算 子 A 是 闭 的 , LEAR. 


定理 1 设 4 为 对 称 算 子 , 则 

(i) H 上 的 埃 尔 米 特 二 次 型 (Ax, r) 是 实 的 ; 

(ii) 二 次 型 (2) 不 恒 为 零 , 除非 A x 0. 

证 了 明 在 (1) 中, 令 z=y: 

(Ax,x) = (x, Ar). (2) 

由 于 复 Hilbert 空间 上 的 数值 内 积 是 反对 称 的 , 所 以 (4z,z) 是 实 的 . 若 对 H 中 的 
每 个 向 量 m, 均 有 (Ac, x) = 0, WH x+y RE x, 可 得 双 线 性 型 (Az, y) = 0. 故 
Az =0， 从 而 4=0. 口 


ENM F Hilbert 空间 H 上 的 对 称 算 子 K 是 正 的 , 如 果 对 每 个 向 量 r, 二 次 型 
(Az, x) 是 非 负 的 . WERT K 为 0<K. 
ENM R A,B 为 Hilbert 空间 H 上 的 两 个 对 称 算 子 , 称 A 小 于 BRR BAF 
A, 用 符号 记 为 4 < B, 如果 0<B- A. 
习题 2 证 明 两 个 正 算 子 的 和 仍 为 正 的 、 
习题 3 证明: WRAS<BC<D HA A-- Cc B4 D. 

类 似 地 , 我 们 可 以 定义 严格 正和 严格 不 等 的 概念 . 


本 章 将 研究 紧 对 称 算 子 的 谱 理 论 . 回忆 一 下 第 21 章 中 紧 算 子 的 概念 . 如果 线 
HET A: H 一 旦 将 五 中 的 单位 球 映 入 到 一 个 紧 集 内 , 即 集合 (Am : [Inl] < 1} 
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是 准 紧 的 , 则 称 A 为 紧 的 . 为 方便 读者 , 我 们 先 回忆 准 紧 的 概念 . 称 拓扑 空间 中 的 
子 集 是 准 紧 的 , 如 果 它 的 闭 包 是 紧 的 . 在 度量 空间 中 , 此 概念 又 有 如 下 两 个 等 价 性 
定义 . 

定义 I 度量 空间 中 的 子 集 R 是 准 紧 的 , WR RR 中 的 每 个 序列 {zn} 都 含有 一 个 
收敛 子 列 . 

定义 II ”度量 空间 中 的 子 集 R 是 准 紧 的 , 如 果 对 任意 € > 0, 集合 R 能 被 有 限 个 
半径 为 < AERA iE. 

定理 2 ik A 为 紧 对 称 算 子 , 序列 {Zn} BIKAR, 那么 {Arn} BRR. 

证 明 ”由 (1) 知 , 如 果 {orn} 弱 收 敛 , 那么 {Azn} BKM. 由 一 致 有 界 原理 , 
{an} 一 致 有 界 : ||zn|| < 常数 . 由 紧 算 子 的 定义 , {Arn} 包含 在 一 个 准 紧 集 内 ; TR 
据 定义 1, {Arn} 有 一 个 强 收敛 于 某 一 向 量 z 的 子 列 . 我 们 断言 : 整个 序列 Az, 也 
强 收敛 于 z. 若 不 然 , 存在 z 的 某 一 s WR, 使 得 无 限 多 个 Arn 不 属于 该 6 WR. 
再 由 准 紧 性 , {Arn} 必 存 在 强 收敛 于 z^ 的 子 列 , 使 得 ||z — zi > 6, 此 与 (Az) 的 
弱 收 敛 性 矛盾 . 因此 , {Arn} 强 收敛 于 2. 口 


下 面 的 谱 定理 是 本 章 的 主要 结果 . 

定理 3 HA AX Hilbert 空间 H 上 的 紧 对 称 算 子 , m] H 存在 由 A 的 特征 向 量 
Az, = Onze (3) 

组 成 的 标准 正 交 基 {zn}. 特征 值 an 是 实 的 , 0 是 它们 的 唯一 聚 点 . 

WERA 若 4 = 0, 则 五 的 任意 标准 正 交 基 都 满足 题 设 条 件 . 故我 们 假设 A #0. 
由 定理 2, (Am, x) z 0, 从 而 该 二 次 型 在 H 中 的 某 一 点 取 值 非 零 , 不 妨 设 在 该 点 的 
值 大 于 零 . 考虑 二 次 型 (Az, x) 在 单位 球 ||z|| = 1 上 的 值 . 因为 A AR, 所 以 在 单 
WERL, (Az, z) 不 超过 ||4||: (4z,z) < || Al]. & m 表示 最 大 值 : 


sup (4z,z) = m, (4) 
llzll=1 


则 m > 0. 我 们 断言 : 二 次 型 (4z,z) 在 单位 球 上 可 以 达到 最 大 值 m. 取 (m4) 为 最 
大 化 (4) 的 向 量 列 : enl] = 1, limp (Atn, £n) — m. 由 第 10 章 定 理 7, Hilbert 空间 
中 的 单位 球 是 弱 序 列 紧 的 , 所 以 {on} 存在 弱 收 敛 的 子 序列 . 显然 , 此 子 列 仍 最 大 化 
了 (4) 因此 我 们 不 妨 设 (m,) BUN, 并 设 其 弱 极 限 为 向 量 z. 我 们 要 证 z 是 断言 
中 二 次 型 最 大 化 问题 的 解 . 由 定理 2, {4z,} 强 收敛 于 Az, 此 蕴含 了 ((Ams.ma)) 
收敛 于 (Az,z). 因此 , 由 {zn} 的 选取 , 得 
(Az,z) = m. (4') 
要 证 明 z 最 大 化 (4), 我 们 只 需 再 证 明 z 为 单位 向 量 . 因为 z 是 单位 向 量 列 
的 弱 极 限 , 所 以 根据 第 10 章 定理 5, ||z|| < 1. 又 m > 0, (4) 表明 z z 0. 定义 
y = z/|Izl|, W y 是 一 个 单位 向 量 , A 
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(Avy) = Taye = (al 
如 果 jizl| < 1, 就 有 (Ay, y) > m, 此 将 与 (4) FR. 因此 , 2 为 单位 向 量 . 
齐 次 函数 

E (5) 
fiy Rayleigh 3j. 显然 , z 是 所 有 非 零 向 量 中 使 得 RA (m) 最 大 的 向 量 . HERA 
fi w, Ra(z+tw) HteRMXBM, 且 该 函数 在 上 = 0 达到 最 大 值 . 因此 , 该 函数 
在 上 =0 的 导数 为 0. 此 函数 在 上 = 0 RE, 成 立 

(Aw,z)+(Az,w) | (w, z) + (z, w) 

el (42,2) ze 


由 A 的 对 称 性 和 (4^), 得 到 


Ra(x) = 


= 0. 


Re (Az — mz,w) = 0. 

由 w 的 任意 性 知 , Az — mz =0, BI z 是 A ARE, m 为 相应 的 特征 值 . 

一 旦 证 明了 A 的 一 个 特征 向 量 的 存在 性 , 我 们 就 可 以 证 明 完 备 特征 向 量 集 的 
存在 性 , 这 建立 在 4 的 特征 向 量 的 正 交 补 子 空间 也 是 4 的 不 变 子 空间 这 一 事实 的 
基础 上 . 要 得 到 该 事实 , 设 z A 的 特征 向 量 , y 与 z EX, 则 Ay 也 与 z IER, 
这 是 因为 

(Ay,z) = (y, Az) = (y, Az) = 0. 

因此 , Hy 与 A 的 一 族 特征 向 量 {2m} EX, 则 Ay 也 与 它们 正 交 . 

B (za) 为 4 的 所 有 特征 向 量 的 全 体 ; 用 Y 表示 {zm} 的 正 交 补 , 则 Y 是 4 
的 不 变 子 空间 . 注意 到 A EY 上 的 限制 为 紧 对 称 算 子 , 所 以 由 上 面 的 证 明 , Y 必 
为 零 空间 ; 否则 , Y 含有 A 的 特征 向 量 , 此 与 了 与 A 的 所 有 特征 问 量 正 交 了 矛盾. O 


习题 4 用 定理 2 证 明 : 特征 值 序列 极限 为 零 . 
习题 5 证明: wR w —lime, = 2, lim||zn|| = |ell, 那么 {an} BART c. 


对 于 4 的 第 一 个 特征 向 量 , 其 存在 性 的 证 明 是 构造 性 . 用 同样 的 方法 , 可 以 找 
到 接 下 来 的 特征 向 量 . 将 4 的 正 特征 值 按 递 减 的 顺序 排列 : 


Ata ni @12022:'>0, (6) 
则 
(Ax, x) / 
一 ma . 6 
NT elaine. [fol]? 6) 


最 大 化 (6) 的 向 量 就 是 4 的 第 个 特征 向 量 . 用 类 似 的 最 小 化 问题 方法 , 我 们 可 
以 刻画 A 的 负 特 征 值 . 

通常 情况 下 , 我 们 对 特征 值 而 不 是 对 特征 向 量 更 感 兴趣 ; 这 样 (6^) 就 不 常用 
T, 因为 它 明 显 地 牵涉 了 我 们 并 不 感 兴 趣 的 特征 向 量 . JENE, E. Fischer AR. 
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Courant 分 别 给 出 了 两 个 不 同 的 公式 . 利用 它们 , 无 需 涉 及 A 的 前 面 特征 值 的 特征 
向 量 , 就 可 以 刻画 A 的 第 N 个 特征 值 . ， 
定理 4 设 4 为 紧 对 称 算 子 , 用 递减 的 顺序 排列 A 的 所 有 正 特 征 值 {a}: 
a, 2a22--->0; 
用 Ra(x) 表示 A 的 Rayleigh # (5), W) Fischer 原理 和 Courant 原理 成 立 . 
(i) Fischer 原理 : 
an = max min Ra(z), (7) 
其 中 SN AH SEEN 维 子 空间 ， 
(ii) Courant 原理 : 
an = min max R (a). (8) 


证 明 (i) 设 Sw WH WE N 维 子 空 间 , U Sy 内 存在 一 个 非 零 向 量 y 满 
足 N -1 个 线性 条 件 (y, zk) =0, k=1,2,…,N 一 1, 其 中 z; 表示 A 的 第 i 个 特 
征 向 量 . 对 于 每 个 这 样 的 同 量 y, 由 (6^) Al, RAW) <an. NAX y 属于 Su, 所 以 
‚min R A(x) San. (9) 
另 一 方面 , HS SN AH A 的 前 N 个 特征 向 量 z1,… ,zn 所 张 成 的 子 空间 , 则 Sw 
上 的 Rayleigh 商 在 x = zy 达到 最 小 值 an. 故 (7) RA. 
(ji) FA AW N-1 维 子 空间 Svw_li, 在 4 的 前 个 特征 向 量 生成 的 N 维 
子 空间 内 , 存在 非 零 向 量 y 与 Sy ER. 又 注意 到 前 N 个 特征 向 量 生成 的 N 维 
子 空间 内 的 每 个 向 量 y 都 满足 RA(y) > an. 因此 ， 


SES, R A(z) > an. (10) 
另 一 方面 , HS Sy a 为 z1,…,zNn_1 所 张 成 的 N — 1 维 子 空间 , 则 由 (6^) 可 知 ， 
(10) 中 等 号 成 立 . 故 (8) 得 证 口 


对 于 负 特 征 值 的 情形 , 有 一 对 类 似 的 原理 . 

在 有 限 维 空间 中 , 对 4 的 所 有 特征 值 , 无 论 正 的 或 负 的 , (7) 和 (8) 都 成 立 . 此 
时 , 这 两 个 原理 是 等 价 的 ; 对 —A, 利用 (7) 就 得 到 (8). 

在 无 限 维 空间 中 , (7) 和 (8) 是 不 同 的 . (7) 可 用 于 得 到 4 的 第 N 个 正 特征 值 
的 下 界 , 而 (8) 可 用 于 得 到 它 的 上 界 . 
定理 5 设 妨 和 B 为 两 个 紧 对 称 算 子 , ASB 用 递减 的 顺序 分 别 排 列 它们 的 正 
特征 值 ak 和 Pk, 二 1,2,…, MAEA k, A 的 第 个 正 特征 值 ak 小 于 或 等 于 B 
的 第 上 个 正 特征 值 By: 

Qk < Br. (11) 

证 明 HEX, A < B 意味 着 , 对 每 个 向 量 m, (Azx,x) < (Bz,z)， 从 而 

Ra(x) < Rg(x). 由 Fisher 原理 (7) 或 Courant 原理 (8) 知 , 结论 成 立 . 口 
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对 于 负 特 征 值 , 反方 向 不 等 式 成 立 . 
习题 6 证 明正 的 紧 对 称 算 子 无 负 特征 值 . 


在 第 17 章 , 我 们 建立 了 Banach 代数 中 的 元 , 特别 是 Banach 空间 X 上 的 有 
界线 性 算 子 代数 B(X) 中 的 算 子 的 函数 演算 . 那 时 , 对 于 定义 在 包含 4 的 谱 的 某 
个 开 集 上 的 解析 函数 f, 我 们 可 以 定义 f(A). 借助 于 本 章 的 谱 理论 , 对 于 定义 在 紧 
对 称 算 子 A 的 谱 上 的 每 个 有 界 复 值 函数 f. 同样 可 以 定义 f(A). 
定理 6 设 4 为 紧 对 称 算 子 , 则 对 定义 在 4 ALEASA RLR fo), 都 可 
以 找到 一 个 有 界线 性 算 子 , 用 f(A) 表示 , 与 之 对 应 ,并且 由 此 建立 的 对 应 了 呈 f(A) 
满足 : 

(i) HAAA f(o) 三 1 对 应 于 恒 等 算 子 I, 
(ji) BBR f(o) — o 对 应 算 子 A; 
(ii) 映射 f > f(A) AH c(A) LH ARBKRHKS H 上 的 有 界线 性 算 子 代数 
内 的 同 构 . 
IFA) = Bak |f(e)l; 

(v) Æ f X X69, 则 f(A) 是 对 称 的 ; 

(vi) 4 f Æ ofA) 上 是 正 的 , 则 f(A) 也 是 正 的 . 

证 阴 ”定理 的 证 明 比 叙述 还 要 简短 . 设 {zn} A H 中 的 一 组 标准 正 交 基 , 其 中 
每 个 zn 都 是 A 的 特征 向 量 , an 为 相应 的 特征 值 . 将 H 中 的 向 量 z 在 这 组 基 下 


展开 
T= > cnn: (12) 
定义 f(A) 为 
f(A)z = X f(an)enzn. (13) 
性 质 (i)~(vi) 是 显然 的 . 口 


推论 1 FHP 4 是 正 的 , 则 A 的 谱 包 含 在 非 负 实数 集 内 . 因此 , 函数 f(A) = VA 
在 和 的 谱 集 上 是 实 的 和 正 的 . AVA 是 对 称 的 正 算 子 , HA A 的 正平 方 根 . 


习题 7 EM: A 的 正平 方 根 是 唯一 的 , 即 不 存在 其 他 平方 为 A 的 正 算 子 . 


定理 7 iR {A,} 为 Hilbert 空间 H 上 的 一 族 两 两 可 换 的 对 称 算 子 : AAs = AsAy. 
假设 在 这 族 算 子 中 至 少 有 一 个 算 子 A, 是 紧 的 , 那么 H 中 存在 一 组 标准 正 交 基 
{zn}, 使 得 每 个 zn 都 是 所 有 算 子 A, 的 特征 向 量 , 即 
A Ol (14) 
证 明 用 A 表示 这 族 算 子 中 的 一 个 紧 算 子 , an, n = 1,2…, 为 A 的 所 有 (E 
不 相同 的 ) 特征 值 . 用 S, 表示 an 的 特征 子 空间 , 即 满足 
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Az = anz (14') 

的 向 量 z 组 成 的 空间 . 由 定理 3, 每 个 S, 都 是 有 限 维 的 , 并 且 两 两 正 交 张 成 H: 

H =S 9829.. 
用 其 他 算 子 A, 作用 在 (14^) 两 边 : 

A, Az = mA,2; 
所 以 每 个 S, 都 是 其 他 所 有 算 子 A, 的 不 变 子 空间 . ERAT A, W A, 在 每 个 
S, 上 的 限制 为 紧 对 称 算 子 , 所 以 每 个 S, 都 是 A, 的 特征 空间 的 正 交 直 和 . 再 考虑 
BAHT A. 将 4 和 A, 的 每 个 公共 特征 子 空 间 分 解 成 A, 的 特征 子 空间 的 
正 交 直 和 . HT S, 为 有 限 维 的 , 经 过 有 限 步 之 后 , 该 过 程 即 停止 . IER, Sh 已 表示 
成 所 有 算 子 A, 的 特征 子 空间 的 正 交 直 和 . 然后 , 我 们 再 考虑 Sn 重复 上 面 的 方 
法 , 定理 得 证 . 口 


习题 8 ”不 用 定理 3 证 明 , 对 称 算 子 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 


对 于 正规 算 子 , 定理 7 有 如 下 重要 应 用 . 
EX Fk Hilbert 空间 H 上 的 算 子 N 为 正规 算 子 , WRN 和 它 的 伴随 N 交换 : 
NN= NN“. 
推论 2 每 个 紧 正规 算 子 都 有 一 组 完备 的 正 交 特征 向 量 集 . 
证 了 明 ”将 N 分 解 为 对 称 和 反对 称 部 分 的 和 : 
N=R+J, R= 一 一 ds LM. 


显然 , R 是 对 称 的 , J 是 反对 称 的 , N = R— J. AANA N OR, KR RAT 
换 . 利用 Schauder 定理 即 第 21 章 定理 7, N RH EE PEZ [NC 的 紧 性 ; MRA J 
也 是 紧 的 . 

利用 定理 7, R 和 J 有 一 组 公共 特征 向 量 作成 的 完备 正 交 集 ; 显然 , 它们 也 都 
是 N 的 特征 问 量 . 口 
EX PK Hilbert 空间 H 上 的 有 界线 性 算 子 U 为 西 算 子 , 如 果 它 等 距 地 将 H BR 
到 自身 上 , Bp ||Uz|| = |||]. 
习题 9 ik: 西 算 子 UHR UUSI 
习题 10 RUAHWU=1+CHEBRT, 其 中 C 为 紧 的 , 则 U 的 一 组 特征 向 
EHRT H 的 标准 正 交 基 , H U 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 都 是 1. 
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3829 € — 紧 对 称 算 子 的 例子 


第 28 章 建立 的 紧 对 称 算 子 的 谱 理论 在 分 析 中 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 我 们 将 给 
出 一 些 例 子 . 


29.1 # 积 


用 S 表示 复 平面 C 内 的 单位 圆周 , H = LISH 为 S. 上 的 平方 可 积 函 数 构 
成 的 Hilbert 空间 . Ha 为 LS) 内 的 任 一 复 值 函数 , 定义 算 子 A:H>H Ha 
所 作 的 卷 积 算 子 : 

(um= 人 ou — y)dy. (1) 
通过 变量 替换 卷 积 也 可 以 表示 为 
(Au)(z) = | a(z — y)u(y)dy. 
Ss! 

定理 1 

(i) 卷 积 算 子 与 平移 算 子 

(Teu)(z) = u(x + c) 
交换 
(ii) 任意 两 个 卷 积 算 子 交换 


习题 1 证 明定 理 1. 


定理 2 
(i) 由 (1) 定义 的 算 子 4 有 界 , B. 
I| Al] € laln. (2) 
(ii) A 是 紧 算 子 . 
(iii) A 是 正规 算 子 . 
(iv) to X a 满足 
a(—z) = a(z), (3) 


那么 4 是 一 个 对 称 算 子 . 
WERA (i) 用 Riemann 和 近似 (1) 右边 的 积分 : 
(Au)(z) > hy, a(nh)u(x — nh). 
由 三 角 不 等 式 , 右边 依 范 数 有 界 : 
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Ih > a(nh)u(z — nh)]] < h $- la(nh)Illull. 
4 h — 0, 对 于 光滑 函数 a A u, TER (2) 成 立 . 当 u MF L^, a AF L! 时 ,可 
以 通过 光滑 函数 逼近 a 和 u, 从 而 (i) 得 证 . 
(i) 车 a 属于 LS), 则 利用 Schwarz 不 等 式 估计 Au 的 连续 模 , 得 
(Au)(z) — (Au)(z) -| [a(x — y) — alz — Wlu(y)d 


«| J 本 lu 


- [fin - oly +2 nai] llull. 
当 z _z 0 时 , 右 端的 积分 趋 于 零 . 这 说 明 L 的 单位 球 在 A 下 的 象 是 一 个 等 度 
连续 和 一 致 有 界 的 函数 集合 . 根据 Arzela-Ascoli 定理 , 这 样 的 函数 集 在 最 大 值 范 数 
下 是 准 紧 的 ; 因此 在 L 范 数 下 也 是 准 紧 的 . 

X a 属于 L!, 则 可 以 用 一 列 L 函数 {on} HEL? 范 数 逼 近 a. 由 (2), 相应 的 
算 子 A, 在 算 子 范 数 下 趋 于 A 由 于 我 们 已 经 证 明 每 个 算 子 4。 都 是 紧 的 , 故 A 
也 是 紧 的 . (Gi) 得 证 . 

(iii) u Av AF L, 将 (1) 两 端 分 别 乘 以 xz), 然后 积分 , 得 

(Au,v) = f J ale - «osa va (4) 
改变 (4) 右 端 的 积分 变量 , 有 


J few- z)v(y)u(x)d yd z = (u, A*v), 
这 里 4* 是 由 
a*(x) = a(—z) (5) 
定义 的 卷 积 算 子 . 因此 , A 的 伴随 A 也 是 卷 积 算 子 . 由 卷 积 算 子 闻 的 可 换 性 ，4 
是 正规 算 子 . 
(iv) Æ a 满足 (3), 那么 a* =a, 从 而 A* = A. 口 


根据 第 28 章 定理 7, 对 于 Hilbert 空间 H 上 的 一 族 两 两 可 换 的 对 称 算 子 , 如 
果 它 们 中 间 至 少 有 一 个 紧 算 子 , 那么 由 这 族 算 子 的 公共 特征 向 量 可 以 得 到 H 的 一 
组 标准 正 交 基 . 考虑 所 有 卷 积 算 子 4 和 平移 算 子 T 构成 的 算 子 族 , 并 对 此 族 应 用 
ERAR. 因此 , LS) 存在 一 组 标准 正 交 基 {er}, 使 得 对 于 每 个 e = ex, 有 

axe=ae, e(x+c)=T(c)e(z). (6) 

我 们 以 前 已 经 看 到 , 在 L? WHE, e(z-- c) 是 c 的 连续 函数 , 所 以 (6) 中 的 特征 
值 r(c) 也 是 c 的 连续 函数 . 显然 r(c) 40, 否则 , 对 于 S! 上 的 每 个 zx, e(z +c) = 0， 
这 与 e(z) 为 特征 函数 矛盾 . 

在 (6) 中 交换 r 和 c 的 角色 : 
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e(z 十 c) = 7(c)e(x) = r(z)e(e). 
用 r(c)r(z) 去 除 , 得 到 
ela) _ e(c) 
r(z)  r(e) 
H e= mr, 其 中 m 为 常数 . 适当 选取 e, 使 m = 1; 此 时 ,(6) TESA 
e(x +c) = e(c)e(z). (7) 


注意 到 e = r 是 连续 函数 以 及 指数 函数 为 函数 方程 (7) 的 唯一 连续 非 零 解 . 由 于 e 
在 S! 上 连续 , 所 以 它 为 周期 函数 . 故 
e,(z) = ei”, kez. (8) 

因此 , 形 如 (8) 的 指数 函数 构成 了 LIS) 上 的 一 个 完备 正 交 系 . 

当然 有 更 简单 的 方法 证 明 , 形 如 (8) 的 指数 函数 是 完备 的 正 交 系 ; 但 是 上 面 的 
证 明 方 法 有 一 个 很 大 的 优点 , 就 是 可 以 将 S 推广 到 一 般 紧 的 交换 群 上 去 . 正 是 用 
这 种 方法 , Hermann Weyl 证 明了 指数 函数 集 (e67 rE R}, FEA 96 98] JR BRE 
间 上 的 完备 正 交集 . VER F.Riesz 和 Sz.-Nagy 的 泛 函 分 析 . 


29.2 ”一 个 微分 算 子 的 逆 
设 
d 
L=-0@2+4, Os = => (9) 


为 二 阶 微分 算 子 , 其 作用 在 (0, 27) 上 的 在 两 端点 取 值 为 零 的 函数 空间 内 , 其 中 4 为 
连续 实 函数 且 


q(x) 21. (10) 
不 难 证 明 ( 见 第 7 BE), 对 于 给 定 的 连续 函数 f, 边 值 问题 
Lu = f, u(0)=0, u(21) =0 (11) 
存在 唯一 解 u. 用 4 表示 解 u 和 函数 f 之 间 的 依赖 关系 
Af =u; (12) 


总 之 , AA L 的 逆 . 下 面 证 明 , (12) 定义 的 算 子 A 在 L7 (0,25) 范 数 下 有 界 ; 
此 它 可 以 连续 延 拓 到 整个 Hilbert 空间 H = L? E. 
定理 3 上 述 定义 的 算 子 4 是 
(i) 有 界 的 ; 
(ii) 紧 的 ; 
(ii) 对 称 的 ; 
(iv) 在 L? 内 积 下 为 正 的 . 
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证 明 ”因为 是 二 阶 连 续 可 微 函数 , 所 以 方程 (11) 两 端 乘 以 函数 u 后 在 区 间 
[0,2x] 上 可 积 . 由 工 的 定义 , 利用 分 部 积分 , 得 
fe + qu?)dr = | «fae: (13) 


我 们 用 Schwarz 不 等 式 和 几何 - 算术 平均 值 不 等 式 估计 右边 , 用 限制 条 件 (10) Fi 


计 左 边 , 得 不 等 式 
Jeaz+j f waes ; | Paz. 


因此 , 算 子 A 是 有 界 的 . 同时 , 4 L? 范 数 下 的 单位 球 映 入 到 满足 : un]? < 1 的 
函数 u 组 成 的 集合 内 . 根据 Rellich 原理 ( 见 第 22 章 ), 该 函数 集合 是 准 紧 的 . 故 算 
子 4 是 紧 的 . 
(iii) A 的 对 称 性 可 以 借助 于 L 的 对 称 性 得 到 . 对 二 次 可 微 函 数 wu 用 分 部 
积分 , 可 得 
(Lu,v) = (u, Lv). 
4 Lu = f, Iww=9, %8 
(f, Ag) = (Af. 9). 
(iv) 因为 (13) 的 右 端 为 (Af, f), 所 以 A 为 正 算 子 . 
由 于 算 子 A 定义 在 有 界 函 数 空间 上 且 在 L 范 数 下 有 界 , 所 以 它 可 以 连续 延 
拓 到 整个 L? 函数 空间 上 , 延 拓 后 的 算 子 仍 具有 定理 3 中 所 列举 的 性 质 . 口 


习题 2 证 明 : 对 每 个 L? 函数 f, Af 连续 并 且 Af(0) = Af(x) = 0. (提示 : 利用 
估计 llull < ZII) 


在 Hilbert 空间 H = L?(0,2x) E, 我 们 应 用 第 28 章 中 的 主要 结果 . 因此 , 算 子 
A 有 一 组 完备 的 正 交 特 征 向 量 集 {en}: 
Ace, = Uly. (14) 
因为 A EER, 所 以 每 个 an 也 都 是 正 的 . 
用 习题 2 的 结果 和 (14), 每 个 en 都 是 连续 的 . 在 由 所 有 这 样 的 函数 e 组 成 的 
集合 上 , LEARY. 因此 将 工作 用 到 (14) 两 边 , 得 
Le, = An€n, An = o7! (14’) 


n * 


A 的 特征 值 o, BPS, 因此 (14^) 蕴含 L 的 特征 值 A, ETER. 


29.3 tia AF Avie 


29.2 节 的 分 析 略 加 改动 同样 适用 于 偏 微分 算 子 . 最 简单 例子 是 
L=-A, (15) 
其 中 A = 并 9? X Laplace HF, 0; 20/025. > GAR" AMR, 考虑 边 值 问 题 
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EG 内 , Lu = f; dE G 的 边界 上 ,w=0. (16) 

E f 任意 阶 可 微 并 且 G 有 光滑 边界 , 则 边 值 问题 存在 唯一 解 ; 这 是 偏 微分 方程 理 
论 中 的 一 个 基本 结果 ( 见 第 7 章 ). 车 记 边 值 问题 的 解 A AS, 采用 与 29.2 节 相 同 
的 技巧 , 即 用 分 部 积分 可 以 证 明 : 定理 3 的 结果 在 此 情形 下 仍然 成 立 . 因此 我 们 可 
以 将 A 连续 延 拓 到 整个 空间 H = L?(G) b. 利用 第 28 章 中 的 谱 定理 , 4 有 一 组 
完备 的 正 交 特征 向 量 集 , 并 且 相 应 的 特征 值 an WEER. 

采用 讨论 4 为 紧 算 子 的 方法 , 可 以 证 明 4 是 光滑 算 子 . 更 进一步 地 可 以 证 明 ， 
当 大 充分 大 时 , A" 高 度 光滑 , 即 它 可 以 将 每 个 LG) 函数 映 为 预先 给 定 阶 的 高 阶 
可 微 函 数 . 将 4 连续 作用 到 特征 方程 Ae = ae 的 两 边 上 次 , 得 A*e = ake. 由 此 ， 
特征 函数 e 充分 可 微 . 因此 , LAe = e. 将 工 应 用 到 特征 方程 上 , 得 

Len = Anen, An mor 

Ble, 也 是 微分 算 子 L 的 特征 函数 . 

上 述 构 架 可 以 应 用 到 更 一 般 的 椭圆 算 子 上 . 例如 , > 

L=-) 80,0; +g, 

其 中 (aij) 是 一 个 正定 和 矩阵, 其 赋值 Qij 为 z 的 光滑 函数 , 9 为 非 负 光滑 函数 . 边界 
条 件 即 u 在 边界 上 为 0, 可 被 其 他 边界 条 件 , 如 Neumann 边界 条 件 即 u 的 法 向 导 
数 在 边界 上 为 0 RE. 但 是 要 注意 , 对 于 边界 条 件 v = 0, 边界 的 光滑 性 是 不 必要 ; 
而 对 于 Neumann 条 件 , 这 是 不 可 以 的 . 

A 的 特征 值 的 Fischer 和 Courant 变 分 原理 可 以 转化 为 L 的 特征 值 的 变 分 原 
E. 对 于 第 n 个 特征 值 的 大 小 , 有 一 个 十 分 优美 的 渐进 估计 ; 参见 第 28 章 引用 的 
文献 Hermann Weyl 以 及 Courant. 


参考 x B 


Weyl, H., Über die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. Göttinger Nachr. (1911): 
110-117. 
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迹 公 式 是 线性 代数 中 的 一 个 著名 结果 . 此 公式 是 说 , 一 个 复 矩 阵 的 所 有 特征 值 
的 和 等 于 该 矩阵 的 迹 , 即 主 对 角 线 上 所 有 元 素 的 和 . 1959 4E, Lidskii 证 明了 , 对 于 
Hilbert 空间 上 的 一 大 类 紧 算 子 , 该 公式 也 是 成 立 的 .Lidskii 迹 公式 的 结果 相当 深 
刻 , 证 明 过 程 极 富 技巧 性 , 现 已 成 为 许多 分 析 分 支 中 强 有 力 的 工具 . 


30.1 MORSE 


WH 为 可 分 的 复 Hilbert 空间 , TA H 上 的 紧 算 子 . 用 T* 表示 T 的 伴随 ; 
显然 , 乘积 T*T 是 一 个 非 负 对 称 算 子 ， 由 第 28 章 中 的 函数 演算 , TT 有 唯一 的 
EVAR A = (T*T)!2., RuA H 中 的 任意 向量 , N 

|| ull? = (Tu, Tu) = (u, T” Tu) = (u, A?u) = (Au, Au) = l| Au]|?. (1) 
在 (1) 中 , 用 u-v REA u, 我 们 可 以 得 到 : E Au = Av 则 Tu = Tv. A 
此 , 在 A 的 值 域 上 , 可 以 定义 算 子 
U:Au— Tu. (2) 
由 (1) U Æ 4 的 值 域 上 是 一 个 等 距 . 
用 RR 表示 A 的 值 域 . 在 R 的 正 交 补 上 , 补充 定义 算 子 UNO: 
Un = 0, nLR. 
设 n 和 和 w A H PHE, Hn, W (n, U'v) = (Un, v) = 0; Ae U% H mR 
入 到 R+ 的 正 交 补 内 , 从 而 U 的 值 域 包含 在 R 的 闭 包 ROA. 我 们 断言 : 
UUw=w, we R. (3) 
为 此 , 2 zA wA RAKKE, AA UE RR 上 是 等 距 算 子 , 所 以 它 保持 R 中 的 
内 积 : 
(z,w) = (Uz, Uw) = (z, U" Uw). 
故 (z, U Uw — w) = 0. 再 由 z 的 任意 性 , 得 
(U* Uw — w) LR. 
另 一 方面 , U* 将 H 映 入 到 RA, 所 以 U* Uw -w AF R. 因此 , U* Uw- w A 
F REHAS REX. 3X U* Uw = w, Bf (3) 得 证 . 

我 们 总 结 一 下 包含 在 (2) 和 (3) 内 的 信息 . 

定理 1 每 个 紧 算 子 了 都 可 以 分 解 为 
T = UA, (2^) 
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其 中 A 为 正 对 称 算 子 , U 在 A 的 值 域 上 满足 : UU I. 

算 子 4 RA 卫 的 绝对 值 , (2) KA T 的 极 分 解 . 

定理 1 不 仅 对 紧 算 子 而 且 对 所 有 有 界线 性 算 子 都 是 正确 的 . 在 上 述 证 明 过 程 
中 , 唯一 用 到 紧 性 的 地 方 就 是 TT 的 正平 方 根 的 存在 性 . 在 第 31 章 将 证 明 , 每 个 
正 对 称 算 子 都 有 平方 根 . 

当 THESTN, THAME 4 也 是 紧 算 子 . 由 于 A 是 正 的 紧 对 称 算 子 , 所 
以 它 的 非 零 谱 点 都 是 正 特征 值 . 我 们 用 {s;} 表示 A 的 所 有 非 零 特征 值 并 按照 递减 
的 顺序 排列 它们 : 

$12 $2 2--2S4Z2---. 


IER 5; RA 下 的 奇异 值 , WA s; (T). 
习题 1 证 明 : 对 于 每 个 j, sT) 在 算 子 范 数 拓扑 下 是 工 的 连续 的 函数 . 


30.2 FR De, 迹 
EX Hilbert 空间 H 到 自身 内 的 紧 算 子 下 称 为 迹 类 算 子 , MR 


S s;(T) < 00. (4) 
1 
级 数 和 (4) RA 下 的 迹 范 数 : 
lITlltr = 2 s7(7). (4’) 
习题 2 WHA [|| < || TMler- 
下 述 定 理 列 举 了 迹 范 数 的 基本 性 质 . 
定理 2 令 全 为 迹 类 算 子 , B 为 任意 有 界线 性 算 子 , N 
(i) || Ther ee IIT "Hle; 


(ii) 113 Tier < (| Bil II Tlltr; 

(ii) || TB gy < || Bl! || Ter 

(iv) 对 任意 两 个 迹 类 算 子 TH SM T+ 5 为 迹 类 算 子 且 

IT+ Slltr < || Tlltr + |Slltr. 

总 之 , 迹 类 算 子 集合 在 伴随 运算 下 封闭 , 是 所 有 有 界 算 子 组 成 的 代数 的 双边 理 
想 . 迹 范 数 满足 三 角 不 等 式 . 

WER (i) 我 们 将 证 明 s; (T) = 5;(T*). BEX, T" 的 奇异 值 为 T" T* = 
TT* 的 平方 根 的 正 特征 值 . 我 们 断言 : TT* 和 T*T 有 相同 的 正 特征 值 . 要 证 明 
此 断言 , S 入 为 TT 的 正 特 征 值 , z 为 相应 的 特征 向 量 : 

T^Tz-Axz, A+ 0. 
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两 边 用 TEA, 得 

TT" Te = ATz; 
这 就 证 明了 入 为 TT* 的 特征 值 ,Tz 为 相应 的 特征 向 量 ; 注意 到 A AO MAT Tz 
不 等 于 0. 因此 , 上 述 断 言 成 立 . 又 因为 A = (TT), 所 以 A 的 特征 值 为 TT 
的 特征 值 的 平方 根 . 因此 , s;(T) = s;(T*), 此 证 明了 (i). 


习题 3 ” 试 举 一 例 说 明 : 存在 有 界线 性 算 子 T, 使 得 0 是 TT 的 特征 值 , 但 0 不 
是 TT* 的 特征 值 . 
(ii) 和 (iii): 我 们 将 证 明 s;(BT) < ||Bl|s; (T). 要 推导 此 不 等 式 , 需要 证 明 , BT 
的 绝对 值 的 平方 小 于 IBIR T 的 绝对 值 的 平方 ; 这 是 因为 , 由 于 相应 的 二 次 型 
满足 不 等 式 
(T'B'BTu,u) = ||BTul| < ||BI?|| Tul]? = ||BI?(T* Tu, u), 
所 以 
(BT)*(BT) < ||B\|? T* T. 
由 第 28 章 定理 5, 第 ; 个 特征 值 函数 sj 是 一 个 单调 函数 , 故 
s}(BT) < ||B\|?s3(7). (5) 
先 取 平方 根 , 然后 对 7 RA, 得 不 等 式 (ii). 
由 于 每 个 有 界线 性 算 子 和 它 的 伴随 有 相同 的 奇异 值 , 所 以 (5) AST 


s;(TB) = s;(B*T*) < ||B'|5;(T*) = ||B||s;( T). (5 ) 
对 j SK, AY (iii). 
要 证 明 (iv), 我 们 首先 给 出 迹 类 算 子 及 迹 范 数 的 另 一 个 刻画 : 
Ter = sup 》 I Tfnsen)]; (6) 


这 里 的 上 确 界 取 遍 所 有 的 标准 正 交 基 对 {fr} 和 {en}. 要 证 明 此 刻画 , 我 们 只 需 证 
8j (6) 的 右边 不 会 超过 左边 || Tlltr, 并 且 适 当选 一 对 标准 正 交 基 {fn} 和 {en} JA, 
右边 相应 的 和 正好 等 于 左边 || TI. 

设 (s; 为 A 的 依 递减 顺序 排列 的 正 特征 值 列 (TER, 令 z; 为 归 一 化 的 特 
征 向 量 : 

Az; = s;z;,， ||2;|]=1, 
A {z;} 构成 了 A 的 值 域 闭 包 R 的 标准 正 交 基 ; 此 时 , 任 取 4 的 特征 值 0 的 特征 
空间 中 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 连同 {z;}, 它们 构成 了 五 的 一 组 标准 正 交 基 . 因此 ， 
对 H 中 的 任意 向 量 f, 有 展开 式 
Af = Yai(f, 237)23. 
J 


两 边 用 U 作用 , 并 利用 极 分 解 T= UA, 得 
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Tf = 2 si(F, zwi, (7) 


其 中 w, = Uz; 根据 定 理 1 (w) 构成 了 T 的 值 域 的 一 组 正 交 基 . 用 H PRE 
意向 量 e 与 (7) 作 内 积 : 


(Tf. e) = Y sf, zi)(wi, e). (T) 
j 
对 于 H 的 任意 一 对 标准 正 交 基 {f,,} 和 {en}, 在 (7) 中 , f = fn € = en, 然后 
对 n RKM, 得 
2 Tfn, ex) -2,2,50. ‚z;)(wj, en). (8) 


我 们 断言 ， 右边 的 双 级 数 绝对 收敛 且 不 大 于 Tir. 要 证 明 此 断言 , 我 们 交换 双 级 
数 的 求 和 顺序 : 先 对 n RKA, 并 应 用 Schwarz 不 等 式 , 则 (8) 的 右边 有 估计 : 


1/2 
25; (Xi so X teer) 
由 Parseval 等 式 ， 
2 llm z)? = Nes? = 1, ose)? = Ill? = 1. 


故 (8) (ATA LIED, s; = Te. 

要 完成 (iv) 的 证 明 , 分 别 用 4 的 值 域 正 交 补 和 了 的 值 域 正 交 补 的 任意 标准 正 
EEH {z;} 和 {w}, 使 之 成 为 H 中 的 两 组 标准 正 交 基 . 在 (7) 中 , 令 f= zn, 
e= wn. 注意 到 , U 在 A 的 值 域 上 等 距 算 子 , 所 以 

(T9, = Uta} = Sa: 
对 n KA, 我 们 得 到 (6) 中 的 等 式 . 

因为 (6) 的 右边 是 T 的 线性 泛 函 的 绝对 值 的 和 的 上 确 界 , 所 以 它 是 全 的 次 可 
加 函数 . KEE SAT 为 迹 类 算 子 , 则 S+ 了 也 是 迹 类 算 子 且 迹 范 数 满足 三 角 不 
FA. 口 


习题 4 证 明 在 迹 范 数 下 , 所 有 迹 类 算 子 构成 了 一 个 完备 的 线性 空间 . 

Hilbert 空间 上 的 每 个 有 界线 性 算 子 全 在 任意 一 组 标准 正 交 基 {f} 下 都 可 以 
表示 成 无 限 矩阵 的 形式 , 此 矩阵 的 (m,n) J63 (Tf, f,,). 因此 , 此 矩阵 的 迹 为 

3 ME P. (9) 

当然 条 件 是 此 级 数 收敛 
定理 3 ”对 于 每 个 迹 类 算 子 T, 级 数 (9) 绝对 收敛 且 级 数 和 与 标准 正 交 基 {f} 的 
选取 无 关 . 级 数 (9) 的 和 称 为 下 的 迹 , A tT. 

WERA 在 (8) 中 , 令 en = 了 ,得 
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DOTS m fa) =} dail (faz) (ws fa). (10) 


我 们 已 经 证 明 了 右边 的 双 级 数 收敛 且 收 敛 和 不 大 于 ITlier- 
要 证 明 迹 与 标准 正 交 基 的 选取 无 关 , 我 们 在 上 述 双 级 数 中 , 改变 求 和 顺序 , 先 
对 n, 然后 再 对 j RKA. 用 Parseval 关系 
》 (fn: zi (wi, fn) = (wj. zi); 


重新 整理 (10) 为 
trT = 2 sj(w;, zj); (11) 
显然 , 右边 与 标准 正 交 基 (f, 的 选取 无 关 . 口 
下 面 给 出 迹 的 几 个 基本 性 质 . 


定理 4 KT ARAKF, N 
(i) Itr T| < || Tr; 
(i) tr 外 为 下 的 线性 泛 函 ; 
(iii) tr T* =trT; 
(iv) 对 任意 有 界线 性 算 子 B, trBT =trTB. 
证 明 ”不等式 (i) 的 证 明 包含 在 (8) 的 收敛 性 证 明 过 程 中 . 由 迹 的 定义 (9), 不 
难 证 明 (ii) 和 (ui). 要 证 明 (iv), 我 们 以 (7) 开始 . 用 B 作用 在 (7) 两 边 : 
BTf=)_sj(f,2;)Bw;. 
因此 ， 
(BTF,F)=) 3;(f,25)(Bwy, f). 
4 f= fa 然后 对 n KA. 改变 双 级 数 的 求 和 顺序 并 用 Parseval KA (如 同 导 出 
(11) 的 过 程 一 样 ), 得 
trBT =} s;(T)(Bw,,z;). (12) 
另 一 方面 ,用 Bf 代替 (7) 中 的 f, 成 立 
TBF = 》 s;(T)(Bf, z;)wj = Y s;(T)(F, B'z;)w;. 


仿照 证 明 (12) 的 过 程 , 得 
tr TB = V sD(w, B'z;) = 》 s;(T(Bw;, z;), 
这 正 是 t BT 的 公式 (12). 因此 , (iv) 得 证 . g 
30.3 Ù% A X 
迹 理论 中 最 深刻 、 最 重要 的 性 质 就 是 迹 公 式 , 它 是 由 Lidskii Æ 1959 年 给 出 的 . 
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定理 5 迹 类 算 子 的 迹 等 于 该 算 子 的 所 有 特征 值 的 和 : 
tT= S A(T). (13) 

FA (13) RATAR. 

证 阴 若 卫 为 正规 迹 类 算 子 , 由 第 28 章 推 论 2, 我 们 可 以 选取 T 85 — 28 IEAE 
特征 向 量 {fn} EA H 的 标准 正 交 基 . 由 (9), 

trT= 9 (Tfn fn) =) An 

EN (13) 成 立 . 

4 了 不 是 正规 的 , 那么 满足 上 述 条 件 的 标准 正 交 基 {fn} 不 存在 ; 但 此 时 TA 
广义 特征 向 量 集 {wn}: 

Tw, =AnWn, EX Tw, = rAnWn Ws. 
对 {wn}, 用 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 得 标准 正 交 基 {f,}. 由 于 fu Æ w, w, 
wn 的 线性 组 合 , 从 而 
Tfn = Mnfn + fis 2，… foi 的 线性 组 合 . 
由 于 {fn} 是 标准 正 交 的 , 故 
(Tf, fn) = Àn- 

BE {fn} 构成 了 整个 Hilbert 空间 H 的 一 组 标准 正 交 基 , 那么 上 式 对 n 求 和 同样 
可 以 建立 迹 公式 . 当 了 的 所 有 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 生成 整个 空间 H It, 这 种 
情形 发 生 ; 否则 , 我 们 用 了 的 所 有 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 组 成 集合 的 正 交 补 子 空 
间 上 的 标准 正 交 基 (h,,) SEM {fn} 从 而 得 到 整个 Hilbert 空间 H 上 的 标准 正 交 
AE. 此 时 , T 的 迹 等 于 


TES (TIa) tS (Thham) =) Ant Y (Tha hn). (14) 

我 们 现在 的 任务 就 是 要 证 明 右边 的 第 二 个 和 式 为 0. 为 此 , 我 们 需要 几 个 引 理 . 
引 理 6 ATA Hilbert 空间 万 上 的 紧 算 子 , K 为 工 的 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 
的 正 交 补 子 空间 ， 则 

(i) K 是 T* 的 不 变 子 空间 ; 

(ii) T* Æ K 上 的 谱 由 单 点 入 = 二 0 组 成 . 

证 明 设 久 为 K 中 的 向 量 ,e 为 了 的 特征 向 量 或 广义 特征 向 量 : 

Te = Ae + f, 
其 中 让 为 广义 特征 向 量 . 由 天 的 定义 , wu 和 e, f ER, 所 以 Tu 5 e FR, 这 是 
因为 
(e, T'u) = (Te,u) = (Ae + f,u) = 0. 

因此 , T*u 属于 K. 故 (i) 得 证 . 

(ii) HH Schauder 定理 , RAF 下 的 伴随 T^ 也 是 紧 算 子 . 若 入 为 T" EK 
上 的 非 零 特 征 值 , 则 入 为 TEH 上 的 特征 值 且 重 数 有 限 . KE 21 章 定理 6, 存 


303 a AX 27 


在 某 个 正 整 数 i 使 得 (T* - Ay 和 (T* - Nr 有 相同 的 零 空 间 并 且 此 零 空间 真 包 
ST (T-A 的 零 空间 . Ru 为 K 中 的 向 量 , A u 属于 (T* 一 入 的 零 空间 
但 不 属于 (T* — Ay 的 零 空 间 , 则 方程 
(T*-A)jv=u 

无 解 ; 因为 , 这 样 的 解 v 属于 (T7 — 0)! 的 零 空间 , 但 v 不 属于 (T* -A Ee 
[B], 此 与 i 的 选取 矛盾 . 因此 , u 不 属于 T^ — 入 的 值 域 . 由 第 21 章 中 的 定理 8 即 
Fredholm 变换 , 存在 T 的 特征 向 量 w, (T — A)w = 0, 使 得 w Alu 不 正 交 . 但 是 
这 是 不 可 能 的 , 因为 u 属于 天 ,wu 应 与 下 的 所 有 特征 向 量 正 交 , 从 而 u 和 w IER. 
因此 T* 在 K 上 不 存在 非 零 特 征 值 . ü 


d 人 是 迹 类 算 子 , 则 T* 也 是 . 由 迹 类 算 子 的 刻画 (6), T 在 其 不 变 子 空间 
K 上 的 限制 也 是 迹 类 算 子 . 

我 们 现在 返回 到 公式 (14). 该 公式 右边 的 第 二 个 和 式 可 以 改 号 为 

9 (Pa, TR) = (Th ha). 

由 于 {hn} 为 K 中 的 标准 正 交 基 , 所 以 该 级 数 和 正 是 T^ 在 K LAMAR. 
由 下 述 的 Lidskii 引 理 , HMAF, 进而 迹 公 式 成 立 . 
Lidskii 引 理  ;& T X ik X XP, 若 除 0 外 , T 了 没有 其 他 特征 值 , 则 trT= 0. 

本 节 其 余 的 内 容 将 致力 于 上 述 命 题 的 证 明 . 我 们 先 用 奇异 值 给 出 紧 算 子 的 特 
征 值 的 一 个 估计 . 
引 理 7 设 了 为 紧 算 子 , 令 An, n= 1,2,.… 为 工 的 所 有 非 零 特征 值 (包括 重 数 ) 
且 按 照 绝 对 值 的 降序 排列 ; 设 s;(T), j — 1,2,… 为 TORT, 同样 按 降序 
HEF), 则 对 任意 自然 数 NN， 


N N 
II» < [Iso (15) 
1 1 


证 明 用 En 表示 T BUR N 个 特征 向 量 生成 的 闭 子 空间 , Pw 表示 H 到 Ew 

上 的 正 交 投影 . 用 Tw 表示 了 在 不 变 子 空间 En 上 的 限制 . 者 用 Aw 表示 Tw 的 
绝对 值 , 则 

Tn = Un An. (16) 
由 于 A; 非 零 , 所 以 Ty AWW. Aut, Un EEATT, 进而 为 丁 算 子 、(16) 
两 边 取 行列 式 , 得 

ldetTN| = det A y. 
由 于 矩阵 的 行列 式 为 其 特征 值 的 乘积 , 因此 上 述 等 式 变 为 


N N 
[[ a! = [TP st». (17) 
1 1 
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由 于 TPw 在 En 上 的 作用 为 矩阵 Tu, 而 在 En 的 正 交 补 Ex 上 的 作用 为 
0, 所 以 TPw 的 绝对 值 在 En 上 为 An, 在 Ex 上 为 0. M A;(An) = si(TPN)， 
7 = 1,2,…, 入. 由 不 等 式 (5/)， 
s;(TPx) < || Pwll s;(T) = s;(T). (17’) 
X. (Ax) = s;(TPr), 所 以 将 (177) 代入 (17) 的 右边 , 可 得 (15). 口 
借助 于 下 列 命题 , 我 们 可 以 给 出 | 和 ;| 和 s; 之 间 的 关系 . 


引 理 8 设 oi>as>.… 和 bb> 加 >…: 为 两 个 单调 递减 的 实数 列 , HABA: 对 
任意 的 自然 数 N， 


N N 
Ya; < S bj. (18) 
1 1 
X OF AR LHD RK E lim-o F(t) = 0, 则 对 任意 自然 数 N, 有 
N N 
> F(a;) < È F(b;). (18°) 
1 I 


WEBB ”满足 引 理 条 件 的 所 有 函数 F 形成 一 个 凸 锥 . 由 14.2 35, 此 凸 锥 的 每 个 
端 射线 为 形 如 
r={ Mz, 


r—2, Wzkr 


的 折线 , 其 中 z 为 任意 实数 . Mare F, (18’) 可 以 约 化 为 


P 
3 (aj - 2) «Y (bj — z) (19) 
1 1 
这 里 
4jI<PW, a; 2 z; 4j>PW, a; <z; 
Sj<sQN,b,>z 当 了 > 已 时 ， b; < z. 
要 证 明 (19), 我 们 观察 到 (19) 的 右边 又 可 以 刻画 为 


M 
max ? 0; — z). 


当 M =P 时, (18) M&T DY (b —2) KT (19) 的 左边 . 故 (19) 成 立 . 

由 14.2 节 , 满足 引 理 8 条 件 的 每 个 函数 FF 为 端 射线 上 的 点 的 凸 组 合 . 因为 不 
等 式 (18) 的 两 边 为 F 的 线性 函数 以 及 (18) 对 每 个 端 射线 成 立 , 所 以 对 所 有 的 函 
SF, (18) 也 都 成 立 . 口 


不 等 式 (15) 两 边 取 对 数 , 令 


= In|A;(T)|, b; =Ins;(T), 
则 (18) 成 立 . HS F(x) = ez, 则 (18^) A 
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Ya «Yum (20) 
若 取 F(x) = ln(1 +rez)，r a 则 as) ae 
N 
IIa +rlA;|) € IIa +15;). (21) 
1 1 


要 估计 TKD, 我 们 用 有 限 维 投影 逼近 T. $ {hr} % Hilbert 空间 H 的 一 
组 标准 正 交 基 , 用 Pu 表示 H 到 hi,ho,… hw 生成 子 空间 上 的 投影 , 用 Ty 表示 
TE Pw 的 值 域 上 的 投影 : 

Tw = PyTPn. (22) 

引 理 9 设 代 是 一 个 无 非 零 特征 值 的 迹 类 算 子 ， TN 8 (22) 定义 , I 

(i) Tw — Kik ih T, Pp 

Jim || Tw — Ti] = 0; 

(ii) limtr Tw = tr T; 

(ii) BM ow 表示 TN 的 谱 半径 , 则 limy—o on = 0. 

证 明 HERRAT T, (i) 都 成 立 的 ; (i) 是 迹 的 定义 . 

(iii) 由 题 设 , 对 于 每 个 入 头 0, T-ARA. 对 任意 6, 令 mm(5) = m 表示 


m = max ||(T — A)". 


由 (i), 我 们 可 以 选取 M (5) 充分 大 , 使 得 当 N > M(6) N, 
l|Tw - Tl < —. 
对 于 这 样 的 N 和 Al > 6, (Tn 一 TT- NT 的 范 数 小 于 1. 因此 当 | > 6 时 ， 
T —A-— Ty- T-- T-A-[(Ty — T)(T—2) + (T — 3) 
可 道 , 进而 on < ó. 口 


HAM, 7 =1,2,---,N, 表示 Tw 的 特征 值 , Dy 表示 多 项 式 


N 
Dy (a) = [Ja - A$”). (23) 


1 
引 理 10 在 复数 域内 的 每 个 有 界 集 内 , 极限 
jim Dy) =erxe， a-uT 


一 致 成 立 . 
证 明 ”对 (23) 取 对 数 和 导数 : 
Dy Y- ux 
DX = 2 DAS D^, = d Dy/d X. 


由 于 每 个 | | < on, 将 右边 的 每 项 在 A| < on 内 展 成 几何 级 数 的 形式 : 
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DN EN N) \k-1 
pose ^ us AT, (24) 


j kl 


这 里 
N 
s(? = YA. 
j=l 
粗略 估计 每 个 SW). 由 于 AM] < ow, BDL ISL] < of DIA). 对 算 子 Tw 应 
用 (20) 并 由 定理 2, 得 
is) < co 季 下 Fwlltr < oh Tite, k> 1. (25) 
而 当 k = 1 时 , 有 
son) =trTn. (25’) 
此 时 , 将 (24) 改写 为 
na +trT=trT— son = 3 ees 


两 边 取 绝对 值 , 并 利用 (25) 及 (25°). 在 A| < 1/ow WEEREZCBCRRI, 得 


IALO N 
AON ml... 


Dy 
ir Tt) T= low 


Dn 

4 六 一 oo, 则 引 理 9 的 (和 fit) AA TRB 

Jim |B +trT 

在 关于 和 的 紧 集 内 一 致 成 立 . 将 上 式 对 入 积分 并 注意 到 Dy (0) = 1, 我 们 得 到 引 理 

10. 口 
用 DA 的 定义 (23) 如 下 估计 [DN (A): 


< |tr 下 一 trTN| 十 


一 0 


IDx(A)| < Ila + A AS). 

MAL Ty 应 用 不 等 式 (21), 其 中 的 参数 r 取 |A|. 此 时 , 上 式 的 右边 小 于 
IIa + Als; (Tw)). 

根据 (17^), s;(TN) € s;(T). 因此 得 到 不 等 式 

IDw(A)| < [a + Als;(T)). 
4 N — oo, 再 由 引 理 10, 得 

e-a] < [Ta + blsCD). 

对 右边 第 M 个 乘积 因子 后 面 的 所 有 因子 应 用 不 等 式 I+r<er, 得 到 
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M oo 
le?^| < TTG + 1Als;) exp (a 2 s) = Py(|Al)e™*™, (26) 
1 M+1 


这 里 Py 为 M 阶 的 多 项 式 , sx =Y m41 Sj 
取 和 使 得 -Aa 为 正 值 , 并 令 |A| 趋 于 无 穷 . 在 此 过 程 中 , 由 于 多 项 式 的 增长 要 
比 指数 函数 的 增长 慢 得 多 , 所 以 (26) AST jal < em. 又 因为 当 M 趋 于 无 穷 时 ， 
cy 趋 于 0, 所 以 a = 0. 由 引 理 10, trT= a. 故 trT= 0. 我 们 完成 了 Lidskii 引 理 . 
口 


本 节 中 迹 公 式 的 证 明 归 功 于 Gohberg 和 Krein. 引 理 7 和 引 理 8 是 由 Hermann 
Wey] 导出 的 . Lidskii 的 原始 证 明 依赖 于 指数 型 整 函数 的 Hadamard 分 解 理论 . 

利用 自 伴 迹 类 算 子 生成 的 复线 性 空间 ，Lidskii 定义 了 一 般 的 迹 类 算 子 ; 而 在 
Dunford-Schwartz 的 迹 类 算 子 的 定义 中 , 这 类 算 子 被 定义 为 两 个 Hilbert-Schmidt 
算 子 的 乘积 , A 30.8 45. 迹 公 式 虽 然 也 出 现在 Dunford-Schwartz 文献 中 , 但 它 的 证 
明 并 没有 参考 Lidskii 的 证 明 . 在 质疑 声 中 ,Jack Schwartz 仍 认 为 他 独立 地 发 现 和 
证 明了 迹 公 式 . 


30.4 fT 列 HX 


本 节 将 简 述 T+ T 的 行列 式 的 定义 和 基本 性 质 , 其 中 了 为 迹 类 算 子 . 此 理论 
的 一 套 完整 讨论 由 Gohberg,Goldberg 和 Kasshoek 得 出 . 

对 于 有 限 值 域 的 退化 算 子 G, 行列 式 的 定义 来 源 于 线性 代数 . 设 G 为 作用 在 
Hilbert 空间 石上 的 有 有 限 值 域 的 算 子 , 令 K AH 的 有 限 维 子 空间 且 包 含 了 _C 
值 域 . 在 K 的 任意 一 组 标准 正 交 基 下 , I+ GEK 上 有 和 矩阵 表示 . 该 矩阵 的 行列 
式 与 正 交 基 a 和 子 空间 K 的 选取 都 无 关 . 因此 , 此 和 矩阵 的 行列 式 可 以 被 定义 为 算 子 
I+ G 的 行列 式 . 行列 式 有 如 下 性 质 : 

det(I+ G)(I+ F) = det(I+ G)det(I+ F), (27a) 


N 
det(I+ G) = [[Q 9 4j). (27b) 
1 


这 里 NA 为 G 在 K 上 的 特征 值 (包含 重 数 ). 对 于 不 同 的 子 空间 K 会 有 不 同 数目 
的 零 特 征 值 , 但 这 显然 不 会 影响 (270) 右边 的 值 . 

每 个 迹 类 算 子 都 可 以 用 退化 算 子 在 迹 范 数 下 允 近 . 例如 , 取 极 分 解 T = UA. 
用 Ay = APw WE A, 这 里 Pw AH BARN 个 特征 向 量 生 成 子 空间 上 的 
HE. 由 迹 范 数 的 定义 , 当 N RF co 时 , T- UAw|jltr BF 0. MPRA, 
我 们 有 如 下 结果 . 
引 理 TAXREF, {TN} 为 一 列 退 化 算 子 且 在 迹 范 数 下 收敛 于 T, v) {det(I+ 
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TN)} 收敛 且 此 极限 与 退化 算 子 列 {TN} 的 选择 无 关 . 此 极限 被 定义 为 了 + 了 的 行 
列 式 , 仍 用 det(I-- T) AR. 

上 述 定义 的 行列 式 仍 具有 (27) 所 列 的 两 个 性 质 , 这 也 是 行列 式 理论 中 的 基本 
结果 . 有 关 证 明 可 参考 GGK. 

在 第 24 3E, 我 们 研究 了 Fredholm 理论 ; 此 理论 建立 在 T+ K 的 行列 式 概 念 的 
基础 上 , 其 中 K 为 有 连续 核 的 一 维 积分 算 子 . 在 30.6 节 , 我 们 将 证 明 , 并 非 所 有 这 
样 的 算 子 K 都 是 迹 类 算 子 . 因此 , 行列 式 的 定义 可 被 推广 . 


30.5 ” 迹 类 算 子 的 例子 和 反例 
本 节 将 研究 Hilbert 空间 H = L?(0,1] 上 的 一 维 积分 算 子 K: 


(Ku)(s) = i K(s,t)u(t)dt. (28) 


我 们 主要 处 理 有 连续 核 的 积分 算 子 . 回想 一 下 , 在 第 24 章 我 们 已 经 证 明了 这 样 的 
积分 算 子 为 C[0,1] 到 自身 内 的 紧 算 子 . 


习题 5 证 明 核 连续 的 积分 算 子 KA L7[0,1] 到 自身 内 的 紧 算 子 . 


积分 算 子 K 的 伴随 K* 也 是 积分 算 子 , 它 的 核 为 HH*(s,t), B 五 (s, HAR 
转 置 : 
H*(s,t) = K(t,s). 
ER, K 为 对 称 算 子 , SAMS K KRM H* = H. 
由 对 称 算 子 的 谱 理论 , H 中 存在 对 称 算 子 K 的 特征 函数 组 成 的 完备 标准 正 交 
集 , 并 且 相 应 的 特征 值 k; 都 是 实 的 且 以 0 ARA: 
Ke; = kje;. (29) 
由 于 K 将 每 个 L? 函数 映 为 连续 函数 , 所 以 每 个 非 零 特 征 值 k; 的 特征 函数 e; 都 
是 连续 函数 . 因此 , 当 核 为 实 函 数 时 , 积分 算 子 K 的 特征 函数 可 以 选择 为 实 函 数 . 
下 述 结 果 是 一 个 著名 的 定理 , 最 早 是 由 Mercer 于 1909 年 在 对 策 论 中 证 明 的 . 
定理 11(Mercer) 设 K(s,t) 为 二 元 实 值 对 称 连 续 函 数 , 若 (28) 定义 的 积分 算 子 
K 为 通常 意义 下 正 算 子 : 
(Ku,u)20, wed, 
则 核 K(s,t) 可 展 成 一 致 收敛 级 数 的 形式 : 
K(s,t) = 5 ^ k;e;(s)ej(t), (30) 
JP ok; 为 K 的 特征 值 , e; 为 相应 的 归 一 化 特征 函数 . 
证 明 ”我 们 先 注意 一 个 基本 事实 : 正 积 分 算 子 的 核 在 对 角 上 是 非 负 的 ; BAR, 
WEERA r 使 得 K(r,r) < 0. 由 K(s,t) 的 连续 性 , 4 s,t 充分 接近 r IN, K(s,t) 
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为 负 值 . 因此 , 对 支撑 充分 接近 (r,r) 的 非 负 函数 内 积 
(Ku,u) = f | e outs) sat 


必定 为 负 值 ; 此 与 K 为 正 算 子 矛盾 . 
4 Ky 为 (30) 右边 级 数 的 部 分 和 : 


N 
Kn(s,t) = 》 kje;(s)e;(t). 
1 


用 Ky 表示 以 Kw(s,t) 为 核 的 积分 算 子 . ZR, K- Kn AEAT, 因为 它 的 特征 
函数 为 ej, 特征 值 为 kj (G > N) 或 0. 因此 , K- Kw 的 核 K — Ky 在 对 角 上 是 非 
负 的 : 


N 
0 < K(s,s) - > kje?(s). (31) 
1 


因此 , 级 数 

3 seis) (30’) 
的 部 分 和 一 致 有 界 . 又 注意 到 , 对 于 每 个 s, (30) 为 正 项 级 数 , 从 而 收敛 . 由 Dini XE 
38. 函数 项 级 数 (30) 关于 se [0,1] 一 致 收敛 . 用 (31), 借助 于 Schwarz PER, 可 
以 证 明 (30) 右边 级 数 关 于 s,t 一 致 收敛 . 

X (30) 右边 的 级 数 一 致 收敛 于 Ko 我 们 断言 Ko =K. 要 证 明 此 断言 , 我 
们 令 Ko 表示 以 Ko 为 核 的 积分 算 子 . H Ko 的 定义 , e; 为 Kw 的 特征 函数 , AH 
应 的 特征 值 为 上 ;. 因此 , KM Ko 在 每 个 e; b, 进而 在 所 有 e; 的 线性 组 合 上 , 有 
相同 的 作用 . 又 算 子 K 和 Ko 将 正 交 于 所 有 e; 的 函数 映 为 0, 因此 对 所 有 函数 u, 
K(u) = K(u). X KA Ko 有 相同 的 核 , 即 Ko K. 口 


习题 6 证 明 : 以 不 恒 为 零 的 连续 函数 为 核 的 积分 算 子 为 非 零 算 子 . 
在 (30) F, > s — t, 再 沿 s 积分 , 得 
[Ks sas- Ys. (32) 


因为 正 对 称 算 子 的 特征 值 为 它 的 奇异 值 , 故我 们 有 如 下 推论 . 
推论 11A 满足 Mercer 定理 假设 的 积分 算 子 是 迹 类 算 子 . 
推论 11B 满足 Mercer 定理 假设 的 积分 算 子 的 迹 等 于 核 治 对 角 的 积分 . 

公式 (32) 在 更 一 般 的 条 件 下 也 成 立 . 
定理 12 设 是 一 个 有 连续 核 K 的 积分 算 子 , X K 为 迹 类 算 子 , mM KK HEF 
FH OK 沿 对 角 的 积分 . 

证 明 ”我 们 首先 考虑 K 为 光滑 函数 的 情形 . 此 时 , K 可 以 展 成 一 致 收敛 级 数 
的 形式 , 如 展 成 Lagrange 多 项 式 f, 的 级 数 形式 : 
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K(s,t) = V kim f;(s)fm(t), 
其 中 系数 kn 可 由 通常 的 正 交 展开 式 中 的 公式 : 
km = | [ KG tit asa 
给 出 . 对 于 标准 正 交 基 fm}, 我 们 用 迹 的 定义 (9): 
(Kin, fa) = f ( f Ks datat) tacos = kun 

对 n RA 

trK=)_ kun. 
另 一 方面 , 在 K(s,t) 的 级 数 展开 式 中 , 4 s =t, 有 


K(s,s) = > kj, mfj (8) fm(s). 
对 变量 s 进行 积分 , 并 用 f; 的 标准 正 交 性 得 


[Ke s)ds = >> enon; 
这 同 迹 tr K 的 表达 式 是 一 致 的 , 因此 , 在 K 为 光滑 函数 的 情形 下 , 定理 结论 正确 . 
要 处 理 K 仅 为 连续 的 情形 , 我 们 需要 用 有 光滑 核 的 积分 算 子 进行 通 近 . 为 此 ， 
我 们 需要 如 下 结果 . 
定理 13 有 光滑 核 K 的 积分 算 子 下 是 迹 类 算 子 . 
证 明 EKERI, 则 K 和 KK 也 都 有 光滑 核 . 我 们 先 估计 L=K KW 
第 n 个 特征 值 和 ,. 应 用 第 28 章 中 的 Courant RE: 


Lu,u 
An = min max uu ) 
Sn-ı ulSn-} (u, u) 


因此 , 对 任意 n — 1 维 子 空间 S.-ı, 


An < max ani, wi. (33) 
ulSn-2 (u, u) 
4 S, 1 为 次 数 小 于 m 一 1 的 所 有 多 项 式 组 成 的 子 空间 , HAERE uL, s 有 
(ae / ji L(s, t)u(s)u(t)dsdt = i J [L(s,t) — Pa(s,t)Ju(s)u(t)dsdt, (34) 
这 里 P, 为 形 如 
n—2 
P,(s,t) = >》 a;(s)t? + b;(t)s? 
0 


的 任 一 函数 . BELERNER, 每 个 光滑 函数 L(s,t) 可 由 形 如 P, 的 函数 在 L? 


YOR MEL: 
ffi — P,|?dsdt < Mn~?, 
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这 里 M 为 常数 , 指数 b 与 L 所 梓 有 的 连续 导数 的 阶 数 成 比例 . 因此 ， 对 于 每 个 与 
Sn 正 交 的 且 L 范 数 为 1 的 向 量 u, 利用 Schwarz PEA, 有 


if fe 一 Paulbdsdt| [fe 一 Pu)?asdt | | u2(s)u*(t)asat < Mn, 


其 中 M 为 常数 ， 因 此 , 由 (33) 和 (34), An < Mind? ML = KK, 所 以 
An 一 s2(K), 进而 有 估计 

sn(K) < Min #4. 
显然 , 当 b > 4 时 , 级 数 TY sn(K) 收敛 . 因此 , K 为 迹 类 算 子 . " 


我 们 再 返回 到 定理 12 的 证 明 上 来 . BAH RGR K(s,t), 我们 需要 借助 光 
滑 化 算 子 . > p(s) 为 有 紧 支 集 的 非 负 Co- 函数 且 [pds=1. 定义 pn(s) = np(ns) 
和 光滑 化 算 子 Mnr: 


(M„u)(s) = [mle —r)u(r)dr. 
4 Kn = M„KM,. lll K, 是 一 个 以 卷 积 Kst) 为 核 的 积分 算 子 , 其 中 K,(s,t) 
定义 为 
K,(s,t) = J [»« — r)K(r, z)p.(z — t)dr dz. 


此 时 , Kn(s,t) 为 C™ 函数 , 当 n — oo WN, Ks (st) BAF K(s,t). 由 定理 2, 迹 
类 算 子 构成 了 有 界 算 子 环 的 双边 理想 . 又 由 于 K 为 迹 类 算 子 , 所 以 K, = M, KM, 
为 迹 类 算 子 . 在 定理 12 证 明 中 的 前 半 部 分 , 我 们 已 经 证 明了 


trK, = f «e s)ds. 


当 n ÉT œ 时 , 右边 趋 于 f K(s,s)ds. 因此 , 要 完成 定理 12 的 证 明 , 我 们 仅仅 再 
需要 证 明 左 边 趋 于 trK BENT. 我 们 将 该 证 明 作 为 习题 7 留 给 读者 . 


习题 7 证 明 limtr K — tr K. (提示 : 先 证 明 K 为 退化 的 情形 , 再 用 退化 算 子 列 
iE BBW K.) 口 


在 第 22 章 , 我 们 遇 到 了 用 定 积分 定义 的 算 子 
( Vu)(s) =f u(t)d t. 


在 那儿 , 我 们 证 明了 VA Cl0,1] 到 自身 内 的 紧 算 子 . 同样 , 它 也 是 20,1 到 自身 
内 的 紧 算 子 . 


习题 8 WA: V X L01 内 的 单位 球 映 为 C[0,1] 内 的 紧 子 集 . 
注意 V 是 一 个 积分 算 子 , 积分 核 K(s,t) 


Li -ELEA 


Kon | Ü. Sira 


不 连续 . 

在 第 22 €, 我 们 证 明了 V, 作为 C[0, 1] 到 自身 内 的 算 子 , 没有 特征 函数 . 由 于 
V 将 120,1) 内 的 每 个 函数 映 为 CI0, 1] 内 的 函数 , 故 V, 作为 L?10, 1] 到 自身 内 的 
算 子 , 也 无 特征 函数 . 通过 计算 V 在 三 角 基 : fn = cos(2rmt), gn = sin(2nnt), 下 的 
迹 , 证 明 V 不 是 迹 类 算 子 . 由 计算 , 当 n 40 时 ， 


Vin= 2, Von = 上 二 所， 


^ Onn’ Inn 
而 (Vfo)(s) =s. 再 计算 
(Vfo, fo) = 5, (Vin, fn) = 0, ( Von, gn) = 0, n x 0. 


因此 V 在 该 三 角 基 下 的 迹 为 1/2, 又 由 于 VE L?(0,1] E, 不 存在 特征 函数 , 从 而 
V 不 是 迹 类 算 子 , 否则 与 Lidskii 引 理 矛盾 . 


习题 9 计算 VV 的 奇异 值 并 证 明 DS (V) Ak. RE: VV 的 逆 是 微分 算 子 ). 


我 们 提醒 读者 注意 , 第 22 章 定理 5 证 明了 : HA Holder 连续 且 Holder 指标 
大 于 1/2 的 积分 算 子 满足 迹 公 式 的 积分 形式 . 

我 们 将 通过 问 与 答 的 形式 来 结束 本 节 : 给 定 积分 算 子 K, 我 们 如 何 判 断 它 是 否 
有 非 零 特征 值 ? 如 果 知 道 该 算 子 为 迹 类 算 子 , 那么 计算 该 积分 算 子 的 核 沿 对 角 的 积 
分 值 , 即 可 得 到 该 算 子 的 迹 . 若 迹 trK 非 0, WMAARAA: K 有 非 零 特 征 值 ; 若 
trK = 0, 我 们 将 得 不 到 任何 结论 . 此 时 , SRA KO. AT K? 仍 为 积分 算 子 和 迹 
类 算 子 ; 它 的 核 可 以 通过 K 的 核 计 算得 到 , 迹 也 可 由 核 的 积分 给 出 . 若 trK? + 0, 
则 K 有 非 零 的 特征 值 ; 否则 , 我 们 再 考虑 RO, 等 等 . 如 果 此 过 程 永远 不 结束 , 怎么 
办 ? 
定理 14 设 政 是 一 个 有 连续 核 的 积分 算 子 , BK 为 迹 类 算 子 ， 若 对 所 有 正 整 数 
n, 有 tr K^ = 0, 则 及 无 非 零 特征 值 . 

证 明 用 {k;} 表示 K 的 所 有 特征 值 , 则 K 的 所 有 特征 值 为 {k?}, 由 迹 公式 


trK" =) kr. (35) 
j 
由 不 等 式 (20), D |k;| < ILL]. 构建 解析 函数 
F(z) =) (e7 — 1). (36) 
j 


YER: 当 lwl < 1 时 , Je" — 1| < elw|; 因此 , BA (36) 对 所 有 的 z 都 收敛 . 对 (36) 
逐 项 求 导 , 计算 F(z) 在 z=0 点 的 Taylor 系数 : 
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F(0)=0, F®(0) = M k}. 
j 


由 假设 trK" = 0 以 及 (35), F 的 Taylor 系数 全 为 零 ; 进而 , 函数 F(z) 本 身 恒 为 
F. 我 们 断言 : 所 有 k 为 0. 否则, 不 妨 令 ,kz,…,k; 为 绝对 值 最 大 的 特征 值 . 
取 z 使 得 kiz 为 正 实数 并 令 |z| 一 oo. 显然 , (36) 的 第 一 项 决定 了 其 余 各 项 , 因此 
F(z) ~ me!*!|z|, 这 里 m 为 ki 的 重 数 , 这 与 F(z) =0 TH. 口 


30.6 Poisson 和 公式 


本 节 我 们 将 研究 卷 积 形式 的 积分 算 子 . 令 f 为 圆周 S! 上 的 连续 函数 , Tj = T 
为 由 f 作 卷 积 而 定义 的 算 子 : 


(Tu)(s) = [A f(s —t)u(t)dt/2n. (37) 
正如 第 27 章 所 述 , T 的 特征 函数 为 指数 函数 en (t) = et: 
Ten = [re 一 tentdt/2r = f (à r/2x ee” = aq, el"*. (38) 


因此 , 了 的 特征 值 即 为 f 的 Fourier 系数 an. 
由 于 积分 算 子 T 的 核 在 对 角 上 的 每 个 点 取 值 均 为 f(0), 所 以 若 T 为 迹 类 算 子 ， 
则 迹 公 式 列 含 trT = f(0) = Dan. 这 等 价 于 说 , f 的 Fourier RAE s = 0 收敛 于 
f(0), 该 结论 对 于 充分 光滑 的 函数 f 来 说 是 正确 , 但 对 于 仅仅 连续 的 函数 来 说 , 结 
果 就 不 正确 了 , 见 11.2 节 . 由 此 证 明了 : 核 连续 的 积分 算 子 并 非 都 是 迹 类 算 子 . 
考虑 整个 实 直线 上 的 当 |s| 趋向 无 穷 时 的 光滑 急 减 函数 gls). 定义 L?(S!) 到 
自身 内 的 算 子 T: 
(Tu)(s) = is gs: uti)dt/as; (39) 
将 及 表示 成 长 度 为 2r 的 区 间 [2nm, 2x(m + 1)] 的 并 , 我 们 可 以 用 (37) 来 解释 算 子 
T: 
(Tu)(s) = J >》 9(s — t + 2rm)u(t)dt/2n. (35’) 
si 
T 的 特征 值 也 可 由 (38) 给 出 ; JER, 
an = for X g(r + 2ame'""'dt/2x = ji g(r)e ""dr/2x = G(n)/2n, 
R 
其 中 g 79 g 的 Fourier BR. 积分 算 子 T RERNA RRENAREN D g(2xm). 
因此 , EA A 
》 9(2rm) = 2n 》 g(n). 


这 正 是 经 典 的 Poisson MAR. 
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将 上 述 讨 论 可 进行 推广 , 如 考虑 用 其 他 的 (不 一 定 交 换 的 ) 群 来 代替 实数 加 群 ; 
优美 的 Selberg 迹 公式 就 是 Poisson 和 公式 的 一 个 具有 深远 意义 的 推广 . 


30.7 ”如何 将 算 子 的 指标 表示 成 迹 的 差 


回忆 一 下 , 第 27 章 中 的 Banach 空间 U 到 Banach 空间 V. 内 的 有 界 算 子 FH) 
指标 . 用 N ER F 的 零 空间 , R 表示 的 值 域 . 假设 N 的 维 数 和 R 的 余 维 数 都 
是 有 限 的 , 则 它们 的 差 被 定义 为 F Bt: 
ind F = dim N — codim R. (40) 
由 第 27 章 定理 1, 算 子 F:U 一 V 有 有 限 指标 , SHNA FEU G:V >U, 
使 得 
GF=I-T, FG=I-S, (41) 
iH T:5—-URS:V—V 为 紧 算 子 . 本 节 将 研究 U AV 为 Hilbert 空间 , T 
Tu S 为 迹 类 算 子 的 情形 . 
定理 15 GU fo V 为 两 个 Hilbert Fi], F:U —^V $e G:V —U 为 两 个 在 (41) 
意义 下 互 为 伪 逆 的 有 界线 性 算 子 . 若 (41) 中 的 算 子 T:U 一 U 和 5S:V 一 V AR 
KF, n] 
ind F = tr T - tr S. (42) 
证 明 H FER (41) 中 的 第 一 个 关系 式 , 再 用 FAR (41) 中 的 第 二 个 关系 
式 , 然后 将 所 得 两 式 比 较 , 可 得 
FT = SF. (43) 
直 和 分 解 忆 和 了 
U=N®Z, V=R®W. 
S PAU BZ 上 的 正 交 投影 . 由 于 2 的 正 交 补 为 POSS N, X FP = F. 4 
此 式 代 入 (43), 得 
FPT = SF. (44) 
注意 PT HZ RAR SA, SH 尺 映 入 自身 内 , 并 目下 为 Z 一 尺 上 的 可 道 映射 . 
我 们 断言 
trPT/Z = trS/R, (45) 
这 里 trPT/Z X18 PT 限制 到 不 变 子 空间 Z 上 的 迹 , 等 等 . 
WER 任 取 R 到 2Z 上 的 西 算 子 M. 用 MER (44) 的 两 边 得 
MFPT = MSF = MSM MF. 
HA (MF) ARER 
(MF)(PT)(MF)~' = (MSM )). 
注意 括号 内 的 所 有 算 子 都 是 Z 一 Z 的 映射 . 因此 迹 的 可 换 性 蕴含 
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trPT/Z = trMSM '/Z = trS/R. 口 
为 N 和 2 上 的 标准 正 交 基 , 从 而 它们 可 构成 U 的 标准 正 交 基 . 因此 
iri = 3 (Tn; nj) 十 » (Tz, 2;). 
MAF Pz; = zj 重 写 第 二 个 和 式 为 
y (Tz;, Pz;) = ) (PTzj.2;) = trPT/Z. 
另 一 方面 , FEN MAAR, 从 而 由 (41) 的 第 一 个 关系 , TEN 上 为 恒 等 算 子 
工 因此 
Y (Tn; nj) = 》 (nj nj) = dim N. 
将 最 后 三 个 关系 式 整 理 , 得 
trT = dimN +trPT/Z. {46) 
类 似 地 , 我 们 可 用 SER 上 的 迹 来 计算 S EV 上 的 迹 . 用 W 的 标准 正 交 基 
(wj) 和 R 的 标准 正 交 基 {rj} 来 构造 V 的 标准 正 交 基 , 则 
tr $8 3 (Swi,wi) - 9 (Srj,rj). 
我 们 将 右边 第 二 个 和 式 作 恒 等 变 形 
> (Brj, rs) = tr S/R. 
利用 (41) 中 的 第 二 个 关系 式 , 可 得 了- S 的 值 域 包 含 在 R A, 进而 与 W EX. 特 
别 地 ， (( 工 一 S)w;,w;) 一 0. 因此 
3 (Sw; wj) 一 y (wj, wj) = dim W = codim R. 
将 上 述 最 后 三 个 关系 式 整理 , 得 
tr S = codim R + tr S/R. (46’) 
(46) RE (46); X trPT/Z = tr S/ R, 故 指标 的 迹 公式 (42) 成 立 . 口 
E GJ FRE, (41) 中 的 SM 全 虽 不 是 迹 类 算 子 却 存 在 某 个 正 整 数 m， 
使 得 s" 和 T" 为 迹 类 算 子 时 (这 是 可 能 的 ), 我 们 有 如 下 推论 . 
推论 15! 设 空间 U HV, FF f GARR 15, HF S 和 T^ 为 迹 类 算 子 ， 
HP n 为 某 个 正 整 数 ， 则 
ind F = tr T" — tr S". (47) 
证 明 用 G.-(Y5 TG RE G. 那么 ， 


n—1 n—1 
G,F-— (S r) GF = (> r) (人 (48) 
0 0 
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在 这 里 , 我 们 用 到 了 (41) 中 的 第 一 个 关系 式 . 用 (41) 中 的 两 个 关系 式 , 我 们 可 导出 
TG = GS. 反复 用 此 关系 , 我 们 又 可 以 得 到 


n—1 n—1 n—1 
FG, = "(S r) G=FG (5 s) = (I— S) (Ss) =I- S. (487) 
0 0 0 
再 借助 于 定理 15 即 可 得 (47). = 


车 (47) 对 某 个 正 整 数 n 成立, 则 对 于 充分 大 的 所 有 正 整 数 也 成 立 : 该 结果 是 
下 面 习题 的 一 个 特例 . 


习题 10 FHF SH THR (41), X] 工 的 每 个 不 等 于 1 的 特征 值 都 是 S 的 特征 
值 , 并 且 具 有 相同 的 重 数 . 


定理 15 及 其 推论 在 算 子 指标 的 计算 中 起 着 十 分 重要 的 作用 ; 见 Gilkey. 


30.8 Hilbert-Schmidt 类 


本 章 的 最 后 一 个 习题 总 结 了 Hilbert 空间 上 的 Hilbert-Schmidt(H-S) 算 子 类 的 
主要 性 质 . 


习题 11 Hilbert 空间 H 到 自身 内 的 有 界 算 子 K 称 为 属于 HS 类 , 如 果 对 H 中 
的 某 个 标准 正 交 基 {e;} 使 得 
>》 |lKe;||? < oo. (49) 

(a) 证 明 若 算 子 KK 在 某 一 组 标准 正 交 基 下 满足 (49), 则 它 在 任意 标准 正 交 基 下 
也 满足 (49) 并 且 (49) 中 的 级 数 和 与 标准 正 交 基 的 选择 无 关 . 该 和 的 平方 根 称 为 K 
的 HS 范 数 , WH ||Ki las. 

(b) 证 明 ||KI| < || K]] gs. 

(c) EW K X; HS 算 子 , 则 伴随 KC 也 是 HS HF, HH |E Ilys = ||Kllas- 

(d) ERE HS 范 数 下 , 所 有 HS 算 子 构成 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 . 

(e) 证 明 若 KA HS 算 子 , B 为 任意 有 界 算 子 , 则 KB 和 BK 都 是 HS KF, 
HH HS HR || KBi\ns 和 ||BKlas 都 不 大 于 |B| Kilas. 

(f) 证 明 K X HS KT, 当 且 仅 当 Y5s2(K) < oc. 

(g) 证 明 每 个 HS 算 子 都 是 紧 算 子 . 

(h) 证 明 每 个 迹 类 算 子 都 是 HS XT. 

(i) 证 明 任意 两 个 HS 算 子 及 和 互 的 乘积 KH 是 一 个 迹 类 算 子 , 并且 ||KHIltr < 
IK] usi Hilus. 

(G) 证 明 每 个 迹 类 算 子 都 可 以 分 解 成 两 个 HS 算 子 的 乘积 . 
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30.9 Banach 空间 上 的 算 子 的 迹 和 行列 式 


Banach 空间 上 的 算 子 的 行列 式 理论 最 早 分 别 是 由 Lezanski 在 1953 年 , Grothe- 
dieck 在 1956 年 和 Sikorski 在 1961 年 发 展 起 来 的 . Banach 空间 上 的 一 类 算 子 的 迹 
公式 最 早起 源 于 Kanig 的 工作 ; 而 研究 此 公式 的 系统 方法 则 是 由 Pietsch 在 他 的 专 
著 中 发 展 而 来 的 . 

另 一 种 研究 Banach 空间 上 的 算 子 的 迹 和 行列 式 的 系统 方法 则 出 现在 Gohberg, 
Goldberg 和 Krupnik 的 最 近 的 一 本 专著 中 . 
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本 章 我 们 研究 从 复 Hilbert 空间 H 到 自身 内 的 线性 算 子 M. 假设 M 是 有 界 
的 而 且 是 对 称 的 , BD M — M. 根据 伴随 的 定义 , 这 意味 着 Yz,y € H, 
(Mz, y) = (x, My). (1) 


习题 1 证 明 
(a) 可 逆 对 称 算 子 的 逆 是 对 称 算 子 ; 
(b) 交换 的 对 称 算 子 的 乘积 是 对 称 算 子 ; 
(c) 由 对 称 算 子 构 成 的 集合 在 算 子 的 弱 拓 扑 下 是 闭 集 . 


在 第 28 章 中 我 们 看 到 每 个 紧 对 称 算 子 都 有 一 组 特征 向 量 构成 了 Hilbert 空间 
H 的 一 个 完备 的 标准 正 交 系 . 在 本 章 中 , 我 们 把 此 结果 推广 到 有 界 非 紧 对 称 算 子 的 
情形 . 为 了 说 明 如 何 这 样 做 , 我 们 重新 描述 紧 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . 

设 {en} 是 紧 自 伴 算 子 A 的 一 组 特征 向 量 . Hilbert 空间 中 的 每 个 向 量 rz 和 
Ax 都 可 以 展开 为 Fourier 级 数 的 形式 : 


r= >» Anen, AT 5 Antin@a: (2) 
设 Em 是 H BURGE X. 所 对 应 的 特征 子 空间 上 的 投影 , 则 (2) 可 以 重 写 为 

£ 一 > Enz, Az = »- An En. (2’) 
我 们 引入 下 面 的 投影 值 测度 E(s) 把 (2) 中 的 和 式 重 写 为 积分 : 对 R 的 任意 Borel 
集合 S, 取 

E(S)= M E, 
AnES 
测度 五 的 支撑 集 是 A 的 谱 . 利用 上 面 定 义 的 测度 E, 我 们 把 (2) BSA 
ge f dBO)e, As J ME()z. (3) 


在 本 章 中 , 我 们 的 目标 是 对 任意 的 有 界 对 称 算 子 M, 给 出 形 如 (3) 的 谱 分 解 . 
当然 在 此 分 解 中 出 现 的 投影 值 测度 五 不 再 是 点 测度 . 下 面 的 结果 既 基 本 又 简单 . 
定理 1 对 有 界 对 称 算 子 B, (Bry) 是 一 个 有 界 斜 对 称 形 式 : 对 z 线性 , 对 y 
线性 . 

相反 地 , E bl, y) 是 一 个 斜 对 称 形 式 

b(y, £) = b(z, y), (4) 
对 z 线性 且 有 界 : 存在 常数 c 使 得 对 任意 的 x,y € H, 
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lb(z, y)| < cliellllull. (5) 
则 存在 有 界 对 称 算 子 B, 使 得 
vr,y € H, b(z,y) = (v, By) (6) 
而 且 
IBII< c. (7) 


证 明 ”第 一 部 分 的 证 明 由 B 的 对 称 性 、Schwarz 不 等 式 和 B. 的 有 界 性 可 以 得 
到 .为 证 第 二 部 分 , 我 们 固定 y HM b(m,y) 为 z 的 有 界线 性 泛 函 , 界 为 cllyl|. 根 
据 Riesz 表示 定理 , 存在 we H 使 得 

b(x, y) = (x, w), (8) 
这 里 w B y 唯一 确定 ; 在 (5) PO xz = w 推出 ||wl| < cllyll. 由 于 (8) 的 左 端 和 
右 端 对 y 和 w 分 别 是 协 对 称 的 , Wow 是 y 的 一 个 线性 映射 : 
w= By. 
这 证 明了 (6) 和 (7). B 的 对 称 性 由 的 对 称 性 得 到 ， 
(x, By) = b(z, y) = b(y, x) = (y, Ba) = (Bz, y). 

注意 , 对 所 有 的 m, (x, Be) = (Br, x) 是 实数 . 口 


31.1 “对 称 算 子 的 谱 


定理 2 Hilbert 空间 H 上 的 有 界 对 称 算 子 M 的 谱 是 实 的 . 

证 明 ”我 们 必须 证 明 若 入 = o +18, 8 z 0, WA RF M 的 预 解 集 . 定义 函数 
BAR 

B(x, y) = (x, (M — A)y). 

则 B(z,y) 具有 第 6 章 定理 6 假设 中 列举 的 三 条 性 质 . 

(i) BJ x 线性 , 对 y 斜 线性 . 

(ii) B 是 有 界 的 , 因为 根据 Schwarz PEA, 

|B(x, y)! < el M- Ag < llzllllyll (MI + Al). 
(iii) B(y,y) 是 下 有 界 的 ， 
B(y,y) = (y, (M - A)y) = (y, My) - aly, y) - i&(y, y). 
上 式 右 端 前 两 项 是 实 的 , 第 三 项 是 虚数 . 故 
(By, y))| > [ImB(y. y)| = I8lllyll?. 

根据 第 6 章 定 理 6 的 Lax-Milgram 定理 , H 上 每 个 线性 函数 x) 可 以 表示 
为 B(x,y), y 由 唯一 确定 . HX l(z) = (2,2), 则 存在 唯一 的 y, 使 得 对 所 有 的 o, 
B(z,y) = (z,z). 因为 B(z,y) = (zx,(M 一 和 )y), X (M 一 A)y = z. HF z 是 任意 
AY, 这 证 明了 (M 一 入 ) 是 可 逆 的 . 因此 和 属于 M 的 预 解 集 . 口 


31.1 对 称 算 子 的 谱 29 


注 记 ”由 第 19 章 定理 15 可 以 推出 定理 2. 
定理 3 有 界 对 称 算 子 M 的 谱 半 径 等 于 其 范 数 : 
o(M)| = ||MI|. (9) 
WEAR ”利用 M 的 对 称 性 , Schwarz 不 等 式 和 M 范 数 的 定义 , 对 任意 的 z 有 
IMz||? = (Mz, Mx) = (a, M?) < ||a||||M?ar|| < ja]? 1| MP T]. 
因此 || MI? < ||M?||. 重复 次 我 们 得 到 
MI" < NM" n= 2*. 

由 于 范 数 是 次 可 乘 的 , 相反 的 不 等 式 也 成 立 . 因此 |M = [[M"|, n=2*. 取 n 
次 方 根 , 并 利用 第 17 章 谱 半 径 的 公式 (12 ) 得 到 


(Mi= lim NMI" = ||MI. D 
定理 4 设 M 是 Hilbert FH 上 的 有 界 对 称 算 子 ， 
a= me LZ Mz), b= sup (x, Mz), (10) 


ile lizjl=1 
则 M PEPE T EET [a,b] A, 而且 [a, b] 的 端点 a fob AT M 的 谱 . 


WEAR BXA 和 < a. Ha 的 定义 (10), Yz € H, 
(x, (M — Nx) = (x, Mz) — A(x, x) 2 (a — X)l[al". 

此 (z, (M—2)z) 给 出 了 一 个 与 ||z|| 等 价 的 范 数 . 每 个 线性 函数 (1) = (m, z) 都 可 
以 唯一 的 表示 为 对 应 的 内 积 (e, (M — A)y). 由 于 这 对 所 有 的 z 成 立 , (M-A)y= 
因为 ze H 是 任意 的 , M-\ 是 可 逆 的 , 故 和 不 属于 M 的 谱 . 我 们 可 以 类 似 地 处 
理 >b 的 情形 . 

为 证 明 a I b 属于 谱 , 我 们 注意 到 对 ||z|| = 1, |(z, Me)! € ||ax||||Marl| < ||M]|. 
因此 由 a 和 的 定义 (10), 


lal < ||MIl, lol < || Ml. (11) 
男 一 方面 , 由 于 谱 包 含 在 [a,b] 中， 
|o(M)| < max{lal, |b|}. (11’) 


根据 (9), lc(M)| = [MI]; 比较 (11) 和 (11), 我 们 看 到 这 只 有 当 maxt{lal, |bl} = 
lc (MD| 时 成 立 . 特别 地 , 如 果 b Jal, U b RF M 的 谱 ; MER lal >b, Wa RF M 
的 谱 . 对 任意 常数 c; 当 用 M+ cl BPR M 时 , 我 们 把 c 加 到 M 的 谱 上 , 同时 也 加 
到 a Mb E. 对 M+ cI 应 用 上 面 的 结果 , 并 适当 选择 c, 我 们 断定 a 和 ”都 属于 


M fiis. 口 
定理 5 设 MM 和 NN 是 两 个 对 称 算 子 . 则 
dist(o(M),o(N)) S || M 一 N||, (12) 
iX €, 两 个 闭 集 o(M) $e o(N) 之 间 的 距离 定义 为 下 面 两 个 数 中 最 大 的 一 个 : 
nax min |v — ul, min |v — ul. (13) 


veo(N) u€o( M) ueo(M) veo(N) 
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证 明 Wa- M-NI]. 假设 (13) 中 的 数 有 一 个 , 不 妨 设 是 第 一 个 >d, WF 
ZE ve o( N) 使 得 


min |u—v|>d. (14) 
u€c( M) 


这 样 的 v 属于 M 的 预 解 集 , 故 M — vT 是 可 逆 的 . 根据 谱 映射 定理 ， 
c((M - vI)?) = (o(M) - v). 


由 此 及 (14) M 
le(M—vI)!|«d-!. (15) 
由 于 (M-vD-! 是 对 称 算 子 , 根据 定理 3, 其 谱 半径 等 于 范 数 . 故 由 (15), (M 一 
vn ed. 
下 面 我 们 分 解 


N-vI=M-vI+N- M-(M-vI)(I4 (M-vI) ^ !(N — M)). 
右边 的 第 2 个 因子 可 以 写 为 T+K, 其 中 K = (M-vI) (N- M). 由 对 (M-o 
的 估计 以 及 |N- MI| = d, 
IKII < II(M-—vD ||||N— MI| < d-*d=1. 
因此 I- KREMER (其 道 为 几何 级 数 ). 由 于 (M 一 vD 也 是 可 逆 的 , 故 N- vI Æ 
可 逆 的 . 但 是 这 与 v AF ON 的 谱 矛 盾 . 口 
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在 第 28 章 紧 对 称 算 子 中 , 我 们 首先 构造 了 一 个 谱 分 解 , 即 特征 向 量 的 一 个 完 
备 正 交集 , 然后 利用 这 些 向 量 对 有 界 函 数 f 定义 fM). 对 一 般 的 对 称 算 子 , 我 们 
按照 相反 的 顺序 进行 : 首先 对 所 有 在 M 的 谱 上 连续 的 实数 值 函数 f 定义 函数 演 
算 f (M), 然后 再 由 此 构造 一 个 谱 分 解 . 

设 gq 是 一 个 实 系 数 多 项 式 : 

q(4) = anà” + --- + ao. 
MR M 是 对 称 算 子 , 则 
q( M) = anM” +---+ aol 
也 是 对 称 算 子 . 根据 第 17 章 定理 5 谱 映 射 定理 ， 


o(a(M) = qlo(M)). (16) 
与 定理 3 公式 (9) 结合 , 我 们 推出 
lla(M = ‚max, IgA). (16" 


Be f(A) FETE M 的 谱 o( M) 上 连续 的 任意 实 值 函数 . 由 于 我 们 可 以 把 f 连续 地 延 拓 
到 包含 o(M) 的 区 间 上 , 因此 可 以 用 o(M) 上 的 多 项 式 一 致 地 通 近 f. 根据 Weiers- 
trass BIER, f 在 此 区 间 上 可 以 被 多 项 式 一 致 地 遏 近 . 故 存在 多 项 式 列 {gn}, 使 得 
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lim max LFA) — qn (4)| = 0. 


n= XEa 
因此 (qu) 是 一 个 Cauchy 列 : 
lim max |qn(A) 一 Gm{A)| = 0. 
由 (16^), 
lim ||g4 (M) — gm(M)|| = 0. 
由 于 Hilbert 空间 上 的 有 界线 性 算 子 构成 的 空间 是 完备 的 ， limn_ ,oo qu (M) FE. 我 
们 记 此 极限 为 JM). 它 的 性 质 总 结 在 下 面 的 定理 中 . 
定理 6 f 一 f(M) 是 等 距 同 构 : 
(i) (f + 9)(M) = f(M) + g(M), (f9)(M) = f(M)g(M) 
(ii) [|f(M)|| = Der FA): 
(ii) f(M) 是 对 称 的 且 o(f(M)) = f(o(M)). 
证 阴 ”性 质 (i) 24 f Mg 是 多 项 式 时 成 立 ; 因此 对 多 项 式 的 一 致 极限 也 成 立 . 
(i) 由 于 f(M) 是 e, (M) 的 一 致 极限 , || f(M)|| = lim |lqn(M)||. 由 于 FA) 是 
Qn(A) 的 一 致 极限 ， 
max (f(A)| = lim, max las OU. 
此 两 式 与 16) 结合 给 出 (ii). 
(iii) 一 列 线性 映射 的 极限 的 伴随 是 它们 伴随 的 极限 . 由 于 每 个 pM) 是 对 称 的 ， 
故 f(M) 也 是 对 称 的 . 由 于 f(M) 是 a(M) 的 一 致 极限 , 由 定理 5(12) XX, o(M) 是 
o(gn(M)) 的 极限 . 于 是 由 (16), (iii) 成 立 . 这 完成 了 定理 6 的 证 明 . 口 


在 第 18 章 中 , 一 个 对 称 算 子 M 称 为 是 正 的 , 如 果 
vz €e H, (Mx,r) 20. 
定理 7 有 界 对 称 算 子 MEH, 当 且 仅 当 它 的 谱 只 包含 非 负 数 : 
a(M) 2 0. 
证 明 (i) 假设 o(M) > 0. 函数 f(A) = vt 在 o(M) 上 是 连续 的 . 根据 函数 演 
算 , VM = N 是 满足 N = M 的 一 个 对 称 算 子 . 因此 
(Mz, x) = (N?r, x) = (Nz, Nz) > 0, 


这 说 明 M 是 正 的 . 
(ii) 相反 地 , 假设 M 是 正 的 . 根据 定理 4, M 的 谱 的 下 确 界 是 a = infllzl=i(z， 
Mz). 由 于 M 是 正 的 , a > 0, 这 说 明 o(M) > 0. 口 


推论 ”每 个 正 对 称 算 子 有 一 个 正 的 、 对 称 的 平方 根 . 
习题 2 证 明 一 个 正 对 称 算 子 只 有 一 个 正 的 平方 根 . 它 有 多 少 个 不 是 正 的 平方 根 ? 
在 第 30 章 定理 1 中 , 我 们 证 明了 每 个 紧 算 子 有 一 个 极 分 解 . 
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每 个 紧 算 子 TTADA T= UA, 这 里 A 是 一 个 正 对 称 算 子 ,U 是 A 的 
值 域 上 的 等 距 , U 在 A 的 值 域 的 正 交 补 上 为 零 . 

在 极 分 解 的 构造 过 程 中 唯一 一 处 用 到 紧 性 的 地 方 是 取 T" T 的 平方 根 . 由 于 任 
意 正 算 子 都 有 正 的 平方 根 , 我 们 可 以 去 掉 紧 性 的 假设 并 断定 : 

Hilbert 空间 上 每 个 有 界线 性 算 子 都 有 一 个 极 分 解 . 


31.3 ”对 称 算 子 的 谱 分 解 


根据 Riesz 表示 定理 , 紧 空 间 o(JM) 上 的 连续 函数 f 构成 的 空间 上 的 每 个 有 界 
线性 泛 函 e 都 可 以 表示 成 o(M) 的 Borel FÆ S 上 的 唯一 一 个 全 变 差 有 限 的 测度 
m(S) 的 积分 . 下 面 我 们 用 定理 6 中 描述 的 函数 演算 , 对 H 中 任意 两 个 点 x,y, 构 


Gulf) = (f(M)z, y). (17) 
根据 Riesz 表示 定理 , 存在 唯一 确定 的 复 测度 m, 使 得 
(f(M)z, y) = 7 fO9dm,, y. (18) 


由 于 bry 依赖 于 z 和 y, 故 测 度 m 也 依赖 于 c A y; m 对 z Al y 的 依赖 性 反映 了 
OX z Al y 的 依赖 性 . 我 们 在 下 面 的 定理 中 把 这 些 性 质 列 举 出 来 . 
定理 8 hme, 是 由 (18) 定义 的 o(M) 上 的 测度 . 

(i) ma, KF z 和 ?是 半 双 线性 的 , 即 对 c 线性 , y HARE. 

(ii) mz, 对 x,y PHRMA: my,z = mzy. 

(iii) mz,y MERE S<||ell||yll 

(iv) 测度 Mre 是 非 负 的 实测 度 . 

WR 显然, 由 (17), fry 关于 r 线性 , 关于 y 斜 线性 . 因为 m dH £ 唯一 确定 ， 
故 表示 上 的 测度 m 是 唯一 的 . 因为 mz+>y 和 may + Mey 都 表示 b+ W 

yz+zy = Mzy + my. (19) 

这 证 明了 (i). 

(ii) 由 于 f(M) 是 对 称 的 , (18) ART m, y 是 斜 对 称 的 ; 根据 表示 测度 的 唯一 
HE, m 关于 x,y 是 斜 对 称 的 . 

(iii) 根据 Riesz 表示 定理 , 表示 测度 的 全 变 差 等 于 泛 函 4 的 范 数 . 由 Schwarz 
不 等 式 和 (16'), 有 

EN = GO) y)I < EOM HIT] = Lf lmaxllzllllyll. 

这 证 明了 |£.,| < ||zllllyll, Be (iii) 成 立 . 

(iv) 根据 定理 6(iii), 对 实 函数 f, (M) 的 谱 是 f(o(M)). 故 对 正 函数 f, f(M) 
是 谱 为 正 的 对 称 算 子 ， 由 定理 7, f(M) EAT. 这 说 明了 线性 泛 函 helf) = 
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(f(M)z,z) 是 正 的 ; 因此 测度 m... 也 是 正 的 . 口 
根据 定理 8, 对 o( M) 的 Borel TS S, m.,(S) E r A y 的 有 界 的 、 斜 对 称 的 
半 双 线性 泛 函 . 由 定理 1, 对 每 个 S, 存在 一 个 有 界 对 称 算 子 E(S) 使 得 
Mzy(S) = (E(S)z, y). (20) 
这 族 算 子 {E(S)} 满足 下 列 性 质 . 
定理 9 HK E(S) 是 由 (20) 定义 的 一 族 映射 , 其 中 mz,y 由 (18) LX, 则 
(i) E*(S) = E(S). 
Gi) ]]E(S)|] < 1. 
(ii) E(@) = 0, E(c(M)) = I. 
(iv) € Sn T = Ø, R} E(SUT) = E(S) + E(T). 
(v) #4 E(S) 与 M 交换 . 
(vi) E(S AT) = E(S)E(T). 
(vi) 每 个 E(S) 是 正 交 投影 . $ 5 HT KR, 则 E(S) fo ET) 的 值 域 是 正 交 
的 . 
(vii) 所 有 的 正 交 投 影 E(S) 和 E(T) RR. 
证 明 (i) 是 定理 1 的 一 部 分 . (ii) 由 定理 8(iii) 可 得 . 
(iii) 由 于 m, (2) = 0, 故 由 (18), E(o) = 0. 另 一 方面 ,  fO) =1, f(M)- I, 
由 (18), vz,y € H, 
(ey) =f dmzy = (B(o(My. 9) 
o(M) 
因此 E(c(M)) = I. 
(iv) 由 测度 rz 的 可 加 性 得 到 . 为 证 明 (v), 我 们 注意 到 由 于 MS f(M) X 
换 且 是 对 称 的 ， 
(f(M) Mrz, y) = (Mf(M)z, y) = (f(M)z, My). 
左 端的 泛 函 f 由 测度 maro 表示; 右 端的 泛 函 由 测度 m, m, Fr. 由 于 泛 函 是 
相同 的 , 对 应 的 测度 也 相同 : 
m M, = Th, My: 
代入 (20) 式 再 一 次 应 用 M 的 对 称 性 , 给 出 
(E(S) Mz, y) = (E(S)z, My) = (ME(S)z, y). 
由 于 这 对 所 有 的 z 和 y 都 成 立 , E(S)M = ME(S), 此 即 (v). 
我 们 把 (vi) 的 证 明 推 迟到 31.5 ©. 
(vii) 在 (vi) 中 令 S =T 说 明 E(S) = P(S), Bl E(S) BIS. 这 个 代数 结果 
的 几何 解释 是 E(S) 是 投影 . 因为 由 (i), E 是 对 称 的 , 故 E(S) 是 正 交 投影 . 由 (ii) 
和 (vi), Zi S 和 了 是 不 交 的 , W E(S) A EIT) 的 值 域 是 正 交 的 . 
在 (vi) 中 交换 S A T 得 到 (viii). 口 
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算 子 族 (E(S)) 是 一 个 正 交 投 影 值 测度 . 


习题 3 (a) 证 明 E(S) 在 强 拓扑 下 是 可 数 可 加 的 . (提示 : 利用 当 3 和 了 不 交 时 
E(S) 和 E(T) 的 值 域 是 正 交 的 .) 
(b) 证 明 EIS) 在 范 数 拓扑 下 不 是 可 数 可 加 的 . 


我 们 总 结 如 下 . 
定理 9 RH X Hilbert 空间 ,M: 电 一 日 是 一 个 有 界 的 对 称 线性 算 子 , MAM 
的 谱 上 存在 唯一 的 正 交 投影 值 测 度 E 使 得 E(SNMT) = E(S)E(T), 且 对 o(M) 上 
的 所 有 连续 函数 f, 

f(M) = en f (NdE. (21) 

这 里 的 积分 在 范 数 拓扑 下 存在 . 

WERA (18) 和 (20) 说 明 (21) 在 弱 拓 扑 下 成 立 . 为 证 明 (21) 在 范 数 拓扑 下 成 
XL, 只 需 证 明 右 端的 Riemann-Stieltjes 积分 在 范 数 拓扑 下 收敛 即 可 . 这 可 以 通过 标 
准 的 途径 结合 估计 式 

I| ^a; E(T;)|| < max |a;| 

得 到 , 这 里 Ur; = 0(M) 是 o(M) 的 一 个 有 限 不 交 分 解 L. 估计 式 由 EU) 的 正 交 
性 得 到 . E(S) 的 唯一 性 由 数值 测度 (18) 的 唯一 性 可 得 . 口 


B f=1 Al f(A) =): 


j= J dE, M= / AE: (22) 
c( M) c( M) 


(22) BRA M 的 谱 分 解 . 


31.4 绝对 连续 谱 、 奇 异 谱 和 点 谱 


现在 我 们 给 出 谱 分 解 的 一 个 重要 的 进一步 细 化 . 根据 测度 的 Lebesgue 分 解 定 
XR 上 任意 测度 可 以 表示 为 支撑 在 可 数 集 上 的 一 个 点 测度 、 支 撑 在 Lebesgue 测 
度 为 0 的 集合 上 的 奇异 测度 和 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 的 测度 的 和 . 

我 们 对 测度 mey = (Ex, y) NÄHER: 

Mey = mi?) + mi), + mt. (23) 
由 Lebesgue 分 解 的 唯一 性 , (23) 式 右 端的 三 个 测度 线性 地 依赖 于 m, 斜 线性 地 依赖 
Toy. 对 任意 S, 这 些 半 双 线性 泛 函 可 以 表示 为 
may(S) = (EP(S)z,y), m)(S) = (Ez,y),  m}(S) = (Bz, y). 
这 些 有 界 对 称 算 子 EP, EO, EO 具有 定理 9 中 所 列举 的 性 质 ， 即 每 一 个 族 都 是 
投影 值 测度 , HEMER. 


31.5 对 称 算 子 的 谱 表 示 301 
分 别 记 EP (o(M)), E? (o(M)), BO(o(M)) 的 值 域 为 HO, HO MH; 它 


们 称 为 H XTT M 的 点 子 空间 、 奇 异 子 空间 和 绝对 连续 子 空间 . 显然， 
HP) o H9? o HO = H. 
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谱 表示 是 对 称 矩 阵 对 角形 的 无 限 维 推广 
定理 10 对 Hilbert 空间 H 中 的 任意 向 量 r 和 任意 连续 函数 S, 
IMa? = [ roof ams s. (24) 
这 里 测度 mss 是 公式 (18) 中 出 现 的 表示 测度 : 
(F(M)x,y) = /JJdmaw (18) 


证 明 ”对 实数 值 的 函数 f, 由 FM) 的 对 称 性 ， 
If (M)a}|? = (f(M)z, f(M)z) = (f?(M)x, z) = 三 FA)dmz,c， 
在 最 后 一 步 中 , 我 们 应 用 (18) 并 以 ER S. 
对 复 值 函数 f = 9 +ih, 类 似 的 方法 可 证 (24) 成 立 . = 


Va € H, FA Ja 表示 形 如 z = f(M)z WICK z 构成 的 集合 , 这 里 f PON o(M) 
上 的 复 值 连续 函数 . 显然 , Je 是 M 的 一 个 不 变 子 空间 , 即 Ju 被 M 映 到 自身 中 . 
我 们 说 Je 中 的 向 量 z = (Mr 被 函数 f 表 示 . 当 f RA 人 (mz,z) 范 数 时 , (24) 
说 明 这 个 表示 是 一 个 等 距 . 

d z= f(M)z 由 f(4) Zn, WW Mz 由 AfA) 表示 . 

i Kz 为 Je 在 Hilbert 空间 H 中 的 闭 包 . 因为 表示 是 等 距 , UK, 中 每 个 元 
X z 都 可 以 用 ?2(mz,s) 的 函数 h 等 距 的 表示 出 来 , A Mz 属于 Ke, 由 Ah) K 
示 . 相反 地 , L (mee) 中 的 每 个 函数 h 都 表示 了 Ke 中 的 某 个 元 素 . KZA ME 
用 在 Ke 上 的 谱 表 示 . 

在 7.1 节 中 , 测度 n 称 为 关于 另 一 个 测度 m 是 绝对 连续 的 , 如 果 对 每 个 m Al 
REA 0 的 集合 , H n 测度 也 为 0. 两 个 测度 称 为 是 等 价 的 , 如 果 每 一 个 关于 男 一 个 
都 是 绝对 连续 的 . 根据 Radon-Nikodym 定理 , 每 个 关于 测度 m 绝对 连续 的 测度 n 
都 可 以 表示 为 dn = gdm, 这 里 9 是 一 个 关于 m 可 积 的 非 零 正 函数 ， 

由 此 可 知 , 若 L?(m) 是 对 称 算 子 M 的 一 个 谱 表示 , 则 对 任意 的 与 m 等 价 的 测 
BE n, L?(n) 也 是 M 的 一 个 谱 表示 . 若 z 被 Lm) 中 的 函数 h 表示 , WER L?(n) 
中 的 函数 hg? 表示 . 

一 般 地 ，K 不 是 整个 H 而 只 是 五 的 一 个 闭 子 空间 . 现在 我 们 应 用 包含 在 下 
面 习 题 中 的 一 个 结果 . 
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习题 4 dM 是 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 一 个 对 称 算 子 ,天 是 RM 的 一 个 不 变 
子 空 间 . 证 明 K 的 正 交 补 也 是 M 的 不 变 子 空间 . 


假设 上 面 的 Ks 是 五 的 一 个 真子 空间 . 任意 选择 和 Ko 正 交 的 向 量 y; 根据 
习题 4, My 也 与 Ks EX. 由 此 可 知 , 对 任意 的 多 项 式 g( 和 ), q(M)y 与 Kz EX. 
B Ky BB q(M)y 的 向 量 构 成 的 集合 的 闭 包 . BR, Ky 是 M 的 一 个 财 不 变 子 
空间 且 其 谱 表 示 为 L*(m,,). 应 用 Zorn 引 理 和 上 面 的 构造 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 11 FAH 的 一 族 闭 子 空间 (GG), 使 得 

(i) K; 是 互相 正 交 的 且 它 们 张 成 H: 

H=kK,@K2@::-. (25) 

(ii) 每 个 Kj AM 下 是 不 变 的 且 其 谱 表 示 为 L?(m;). 

这 样 的 集 族 (K;) KA MEH EWART. 

由 MM 的 谱 表 示 容 易 导出 它 的 谱 分 解 . 对 任意 的 可 测 集 S, 在 每 个 K 上 定义 
算 子 E(S) 如 下 : 在 L?(m;) E, E(S) ÆRA cs(A) 的 乘法 算 子 , IE, cs(A) ES 


的 特征 函数 

=f oa 
习题 5 ”验证 上 面 定义 的 E(S) 是 M 的 谱 分 解 , 即 (E(S)} 是 具有 定理 9 和 定理 
9 中 所 列举 的 性 质 的 投影 值 测度 . 


正如 定理 9 中 解释 的 那样 , 尽管 一 个 给 定 的 算 子 可 以 有 许多 谱 表 示 , 由 这 些 谱 
表示 导出 的 谱 分 解 是 一 样 的 . 

现在 我 们 考虑 本 节 最 后 一 个 论题 : 谱 重度 . 为 简化 讨论 , 我 们 假设 Hilbert 空间 
H 是 可 分 的 . 由 此 , 在 任意 的 谱 表 示 (25) 中 , 集 族 {K;} 是 可 数 的 . 

为 了 更 进一步 简化 , 我 们 假设 M 的 谱 测度 关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 . 
根据 Radon-Nikodym 定理 , 这 样 的 测度 在 R 的 一 个 子 集 S 上 等 价 于 Lebesgue 测 
BE. 在 此 假设 下 , 在 定理 11 的 谱 表 示 中 出 现 的 测度 m; 在 其 支撑 集 S 上 可 以 取 为 
Lebesgue 测度 , 这 里 m 的 支撑 是 {和 : m 在 包含 的 任意 开 区 间 上 的 限制 有 正 测度 }. 

下 面 的 结果 容易 验证 : 若 {m;} 是 由 可 数 个 测度 构成 的 集合 , 则 Sm, 的 支撑 
包含 m; 的 支撑 的 并 集 . 

称 两 个 测度 是 互相 奇异 的 , 如 果 它 们 支撑 的 交 的 Lebesgue 测度 为 0. 

引 理 12 ” 取 作 用 在 可 分 Hilbert 空间 H 上 的 具有 绝对 连续 谱 的 有 界 对 称 算 子 M 
的 两 个 谱 表示 (25) 和 (25): 
H =K 8K78, KjeL*(S). (25/) 
则 在 相差 一 个 零 测 集 的 意义 下 ， 
US; = US’. 
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证 明 “” 任 取 指标 k. 设 z 是 Kk PRS, 上 恒 等 于 1 的 函数 表示 的 向 量 . 对 任 
意 连 续 函 数 f, 


(Mza) = | Far (26) 
设 = 在 K! 上 的 投影 为 z), gi(A) 是 L2(S;) 中 表示 s; 的 函数 , 则 z= 5725, 
HR 
(f(Mys, 2) = FME) = E f Ogba = f Agaa — Qe 
这 里 |g|? = 57 Il. 
(26) 和 (26) 表示 了 相同 的 有 界线 性 泛 函 . 因此 表示 测度 必定 相等 ， 
cs, dM = |9|?d 和 . 
左 侧 测度 的 支撑 是 Su, 右 侧 测度 的 支撑 包含 在 US. 因此 S, c US. 交换 (25) 和 
(25°), 我 们 证 明了 引 理 12. 口 


定义 ”在 谱 表 示 (25) 中 , 点 入 的 谱 重 度 是 包含 和 的 集合 S; 的 个 数 Yes, (A): S; 
是 表示 (25) 中 第 5 个 测度 m; 的 支撑 集 . 入 的 谱 重度 可 以 是 0、 任 意 自 然 数 或 oc. 

谱 表 示 不 是 唯一 的 , 因为 它 的 构造 过 程 中 包含 许多 任意 的 选择 . 故 谱 重度 函数 
是 不 是 不 变量 还 没有 和 弄 清楚 ， 对 给 定 有 界 对 称 算 子 的 谱 表 示 也 是 这 样 . 根据 
E. Hellinger 的 一 个 经 典 的 结果 , 我 们 得 到 如 下 定理 . 
定理 13 GM 是 可 分 Hilbert 空间 H 上 一 个 有 界 对 称 算 子 , M 的 谱 是 绝对 连续 
的 . i H—Ki10 Koo. 是 M 的 任意 谱 分 解 , 1844 K, o L"(S;) E. M 的 作用 是 
由 入 所 做 乘法 . 

对 M 的 所 有 谱 表 示 , WERD cs (A) 都 相等 . 

WEBB ”我 们 利用 分 裂 和 组 合 这 两 个 简单 的 运算 对 谱 分解 进 行 重 排 . 

235. 假设 HWP K 的 谱 表示 为 L'(m) m ER EWE. 把 m 分 裂 
为 互相 奇异 的 测度 的 和 m = 六 mi 每 个 Lm) 表示 了 K 的 闭 子 空间 Kj; 它们 
WHA K @ Ko @.… 是 K 的 谱 分 解 . 

组 合 . 这 是 分 裂 的 道 . 假设 {Kj} 是 H 的 一 族 互 相 正 交 的 子 空间 , K 的 谱 表 示 
为 L?(m;). 假设 m; 互相 奇异 , 则 K = Kio Koo--- WERTE 2(m), m = 52 mj. 

我 们 利用 分 裂 和 组 合 把 谱 表示 

H=K,@k29:::, Kje L?(S;) 
重 排 为 如 下 的 标准 形式 : 把 5; 分 解 为 
S; = USF, 
这 里 S* 是 S; 的 只 属于 大 个 si 的 点 构成 的 子 集 . 定义 Mi 为 
Mi = US}. (27) 
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显然 , Mi 是 只 属于 一 个 S; 中 的 点 构成 的 集合 , 即 在 我 们 所 讨论 的 谱 表示 下 谱 重 度 
为 1 的 点 . 类 似 地 , 我 们 定义 Mk 为 


Mpk = US}; (27') 
显然 , My 是 重度 为 k 的 点 的 集合 . Mo 是 重度 为 oo 的 点 的 集合 . 由 构造 可 知 
US; = (UMk) U Moo. (28) 


通过 分 裂 每 个 s, 并 把 它们 重新 组 合 为 上 面 描述 的 集合 Me, 可 以 把 每 个 谱 表 示 
Kj > L?(S;) 分 裂 和 重新 组 合 为 谱 表示 L?(Mp), k = 1,2,---,00. 存在 唯一 的 被 
L?(Mi) 表示 的 子 空间 , WA Ha. 存在 两 个 被 L?(M2) 表示 的 正 交 子 空间 , 它们 的 
直 和 记 为 Ho, SS. 子 空间 H, HAIER; 故 可 得 到 谱 分 解 

H =H, @H2@:--@ Hoo, (29) 
这 里 H, 是 L?(M,) 的 天 重 直 和 的 谱 表 示 . BK (29) 是 谱 表 示 (25) 的 标准 形式 . 

我 们 断定 谱 表 示 (25) 有 相同 的 标准 形式 . 下 面 是 详细 的 证 明 : 把 由 (25) 得 

到 的 标准 谱 表示 记 为 

H = H! $ H} @ ---@ Hh, (29^) 
这 里 H, 被 L?(M,) ©---@ L?(M,) 表示 . 我 们 断言 M, = Mi B. H, = Hi. 为 此 构 
造 H,(k > 1) FMH, 正 交 的 向 量 . 我 们 首先 证 明 大 = 2 的 情形 . 

Wa H 中 在 标准 形式 (29) 下 被 M, 上 恒 等 于 1 的 函数 表示 的 向 量 . 向 量 
f(M)z 张 成 H;. 用 zs 表示 在 标准 谱 表示 (29) 下 x 到 H} 的 投影 . id {91,92} 为 
Ms 中 表示 a 的 函数 . 

定义 M, 中 的 函数 hy 和 hs WF: 

l, gı = 0, 1, g2=0 
cia | Jn Xd “一 | 7, X. 
Ky 是 H, PR {hiho} 表示 的 向 量 . 我 们 断定 y 和 所 有 形 如 fUM)a 的 向 量 正 
Ar. 明显 的 , 由 于 y 属于 H, 它 和 f(M)a 在 分 解 (29) 中 除了 第 二 个 分 量 外 的 所 
有 分 量 正 交 . 故 利用 h 和 ho 的 定义 , 我 们 得 到 
(y. f(M)x) = (y, f(M)z$5) = ({hı, ho}, f(A) {91, 92}) 


一 一 


f (hig, + hag,) FAN = 0. 


向 量 f(M)y 被 {f(A)hi, f(A)ho} 表示 . 因此 , 利用 hi 和 hs 的 定义 , 我 们 得 到 

If (Mull? = Jr IF? (ral? + |hal?)aA. 
hy 和 ho 的 公式 说 明 在 M, 上 |h]? + |h? EER, BAF L' (M3). 由 此 可 知 
{f(M)y} 的 闭 包 有 谱 表示 L*(M;). HF y 和 H EX, 向 量 f(M)y 也 和 H, EX, 
故 它 们 都 属于 Hi 的 正 交 补 Hi. Hilbert 空间 Hi 在 M 下 是 不 变 的 . 子 空间 Ho. 
…, Ho 在 集合 Ma, ,Ms 上 给 出 了 M 在 HE 的 一 个 谱 表 示 . 现在 我 们 应 用 引 
BR 12 TAAR M 属于 M 在 Hi 上 的 谱 表 示 (29) 中 出 现 的 M(k > 1) 的 并 集 
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rh. 因此 M, 包含 在 Mo U Ma u …U Ma, P. 

利用 相同 的 论证 , 我 们 断定 My, ---, M 都 包含 在 MoU M3U.…U Mow P. 由 
于 集合 My, 是 两 两 不 交 的 , 故 集合 Mj (k > 1) 都 与 M TR. 另 一 方面 , 对 作用 在 
整个 H 上 的 M 应 用 引 理 12, 我 们 断定 

UM, = UM; 

由 于 Mi 和 Milk > 1) 是 不 交 的 , Mi 包含 在 Mi 中 . 根据 对 称 性 ，Mi 包含 在 M 
中 ; 因此 M; = Mi. 

与 引 理 12 的 证 明 一 样 , 我 们 可 以 证 明 Hi = Hi. 留 给 勤勉 的 读者 去 证 明 对 所 
AHI k, My, = M; A Hy = H}. = 


习题 6 设 (25) 是 M 的 谱 表示 , K; o L'(m;), S; 是 m; 的 支撑 . 证 明 S; 的 并 集 
的 闭 包 是 M 的 谱 
习题 7 举例 说 明 M 的 谱 可 能 包含 一 个 重度 为 0 的 Lebesgue 测度 为 正 的 集合 中 . 


定义 ” 称 作 用 在 Hilbert 空间 H 上 的 两 个 有 界 对 称 算 子 MANE A SHH, 如 
果 存 在 酉 映射 UMA 五 到 五 上 的 一 对 一 的 保 范 映射 ) 把 M 映 为 N: 
N= UMU. 

定理 14 两 个 谱 是 绝对 连续 的 有 界 对 称 算 子 M RN 是 西 等 价 的 , 当 且 仅 当 它们 
有 相同 的 谱 重 度 . 

WAR # M 和 是 酉 等 价 的 , U 把 M 的 标准 谱 表 示 映 为 N 的 标准 谱 表 示 . 
ERI EPA MOON 的 谱 重 度 集 合 Mk AlN, HE, 则 由 M 和 N 的 标准 谱 
表示 可 以 给 出 西 映射 U. 口 
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设 N 是 从 Hilbert 空间 H $4 H 的 有 界线 性 算 子 . RN A N 的 伴随 交换 : 
NN=NN,, (30) 

则 称 N 是 正规 算 子 . BR, 每 个 有 界 对 称 算 子 是 正规 的 . 31.7 节 将 要 研究 的 西 算 子 
也 是 正规 算 子 . 

正规 算 子 的 谱 分 解 和 对 称 算 子 的 谱 分 解 类 似 , 只 不 过 正规 算 子 的 谱 可 能 包含 复 
数 . 
定理 15 4 H X Hilbert ZU, N: H —^ H 是 一 个 正规 算 子 , 则 在 N 的 谱 的 
Borel 子 集 上 存在 一 个 正 交 投影 值 测度 E, 使 得 


i= / dE, N= AdE. (31) 
o(N) a(N) 


这 里 积分 在 范 数 拓 扑 下 存在 . 
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证 明 “与 定理 9 一 样 , 我 们 依赖 于 正规 算 子 的 函数 演算 . 为 此 要 利用 为 此 而 发 
展 的 Gelfand 交换 B* 代数 理论 (参考 第 18 章 和 第 19 章 ). 
设 qE n) 是 任意 两 个 实 变量 En 的 多 项 式 . 我 们 把 它 重 写 为 复 变 量 5 = € + in 
MEHR C = E- in 的 多 项 式 Q: 
a(€,n) = Q(G. C). (32) 
我 们 通过 令 
Q=QUNN) (32^) 
来 定义 函数 演算 . 由 于 N 和 N 交换 , 它们 与 Q 交换 , HOH Qt 交换 . 我 们 需要 
下 面 的 正规 算 子 的 谱 映射 定理 . 
引 理 16 ”对 正规 算 子 N 和 形 如 (32) 的 Q, Q HHA 
clQ@)={QAA): AE a(N)}. (33) 
WEB] tn (32) MAF Q 构成 了 一 个 有 单位 元 的 交换 的 代数 . 用 F RRE 
在 算 子 范 数 下 的 闭 包 , W 大 是 一 个 有 单位 的 交换 Banach 代数 , 因此 我 们 可 以 利用 
Gelfand 理论 . 特别 地 , 根据 第 18 章 定理 14, F 中 任意 Q 的 谱 形 如 pQ), 这 里 p 是 
下 到 C 的 一 个 同 态 . 对 形 如 (32) 的 Q, 


P(Q) = Q(p( N), p( N")). (34) 
根据 第 19 章 定 理 16, p( N") = p(N). 代入 (34); 由 于 当 p 取 遍 所 有 同 态 时 , 数 pN) 
BOR N 的 谱 , 我 们 得 到 (33). 口 

根据 第 19 HER 17, 正规 算 子 Q 的 范 数 等 于 它 的 谱 半 径 : 
[| QI = |o( Q)|. (35) 
结合 (35) 和 (33), 对 形 如 (32 ) 的 Q, 
WO plies QUAL (36) 


现在 可 以 把 函数 演算 从 多 项 式 推广 到 谱 o(M) 上 的 连续 函数 . oN) 上 的 每 个 
连续 函数 f 可 以 用 多 项 式 序 列 {qa} BUBEN; 关系 式 (36) 保证 了 对 应 的 算 子 序 
列 Q, 范 数 收敛 到 F 中 的 一 个 算 子 . 这 样 得 到 的 函数 演算 具有 和 定理 6 中 对 称 算 
子 的 函数 演算 类 似 的 所 有 性 质 . 

现在 我 们 可 以 继续 正规 算 子 的 谱 分 解 的 构造 ; 参考 定理 8 和 定理 9. 我 们 把 细 
节 留 给 读者 . 口 


31.7 BATNAR 


EX BST U ÆA Hilbert 空间 互 到 囊 上 的 一 对 一 的 满 的 线性 等 距 映 射 : 
Vr € H, ||Uz|| = ||e||. (37) 


习题 8 证 明 西 算 子 保持 内 积 : 
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(Uz, Uy) = (x,y). (37) 
由 (37), 
(x, U" Uy) = (x,y); 
由 于 这 对 H 中 所 有 的 zx y MR, VURELHF, VURAL 根据 UKE 
X, U 是 可 递 的 ( 它 是 一 对 一 的 到 上 的 ), KU RUB: 
U—-U-. (38) 


习题 9 证 明 满足 (38) HHT U E BXT. 
习题 10 证明 西 算 子 的 谱 在 单位 圆周 上 . 
习题 11 证 明 : 若 M 是 对 称 算 子 ,大 是 任意 实数 ， 
U — (M  ikI) (M - ikl) (39) 

是 西 算 子 . Kzit? 
习题 12 ”结合 习题 10 和 习题 11 说 明 有 界 对 称 算 子 的 谱 是 实数 . 

因为 每 个 可 道 算 子 和 其 逆 交 换 , 由 (38), UM U* 交换 . 这 证 明了 每 个 西 算 子 
是 正规 的 ; 于 是 根据 定理 15, U 有 形 如 (31) 的 谱 分 解 , 只 是 此 时 测度 E 的 文 撑 在 
单位 圆周 上 . 由 于 西 算 子 是 至 今 为 止 最 重要 的 正规 算 子 , 我 们 在 这 里 给 出 一 个 直接 
的 证 明 . 

对 A 中 每 个 向 量 x, 构造 下 列 双 无 限 序列 {an}: 


i= (Una) DEZ, (40) 
我 们 断定 此 序列 是 正定 的 , 即 对 任意 有 限 个 复数 On, 
P» An-mPnPm 2 0. (41) 


n,m 


为 此 , 我 们 把 (40) RA (41) 并 利用 U? = U: 
3 (Ute L)PnPm = 3 (U"z, U"z)on?m 
一 (x PnU”, rD mv] = 者 | D pr a > 0. 


根据 第 14 章 定理 T(Carathéodory 定理 ), an 是 单位 圆周 上 一 个 非 负 测度 的 Fourier 
系数 : 
(U" 2, 2) = ] 9m. (42) 


正如 符号 所 显示 的 , 测度 me 依赖 于 z. TE (42) PO n =0 说 明 全 测度 等 于 ||z||>. 


对 任意 的 向 量 m, y, (U" m, y) TARRA (U" (ety), ety) 和 (U(atiy), siy) 
的 一 个 简单 线性 组 合 . 利用 (42), 我 们 可 以 写 为 
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(U?z,y) = / e" dma y, (43) 
这 里 ， 
Amey = Tay — Ma-y T IMatiy d IMe2-iy- (44) 
显然 ， Tg. 
定理 17 


(i) 测度 Mey c 线性 , Ty HR. 

(ii) mz, 是 z,y AMAR BK: Myo = Ts y. 

(iii) mz,y 的 全 质量 < ||zllllyll. 

WEBB (i) 每 个 测度 由 其 Fourier 系数 唯一 确定 . 由 于 (43) 的 左 端 对 z 线性 ， 
对 oy 斜 线性 , 故 右 端 也 是 如 此 . 

(i) 由 测度 m... 的 定义 (44) 直接 得 到 . 

(iii) 在 单位 圆周 上 任 取 和 集合 5; 我 们 断定 mz,y(5) Æ H 上 的 一 个 内 积 . Bi (i), 
EN s 线性 ; H (i), 它 是 z 和 y 的 斜 对 称 函 数 . 因为 Meals) = mz(S), 它 是 非 负 
的 . 因此 可 以 应 用 Schwarz 不 等 式 : 

|mzy(S)| < m.(S)! "m, (S)!?. 
在 前 面 我 们 看 到 m, 的 全 测度 是 ||z||2. 因为 m. 是 非 负 的 , ma (S) < [Izll?, my(S) < 
llyll^. 于 是 mz,y(S) < |lelllivll- L] 


注意 , 定理 17 和 定理 8 非常 相似 . 

WS 是 单位 圆周 上 的 任意 Borel 集 . 由 定理 17, meyls) 是 zx 和 yy 的 斜 对 称 
函数 , 以 ellul AF. 于 是 由 定理 1, 它 可 以 表示 为 

Mz,y(S) = (E(S)z, y), (45) 

这 里 ES) 是 有 界 的 对 称 算 子 . 我 们 断定 (E(S)) 具有 定理 9 中 列举 的 那些 性 质 . 
例如 下 面 是 性 质 (vi) 的 证 明 : 

(vi) E(SNT) = E(S)E(T). 

WEBB 把 (45) FRA (43), 得 到 


(U"2, y) = i e" d Ez, y). (46) 
Un+k RF n: 
(U, y) = [emte™a( pr,y); (47) 
另 一 方面 , 在 (46) 中 以 U*z 代替 z, 我 们 可 以 把 (47) 左 端 表示 为 
ei"? a  EU*z, y). (48) 


在 单位 圆周 上 Fourier 系数 相同 的 两 个 测度 相等 ; 因此 
eiF? d( Ez, y) = d(EU*z, y). 
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在 集合 S 上 对 此 积分 : 
f sse tas v) — (E(S) U*z, y), (49) 
这 里 cs Æ S 的 特征 函数 .由 E(S) 的 对 称 性 ， 我 们 可 以 把 (49) 右 端 重 写 为 
(U*z, E(S)y); 应 用 公式 (46), 以 大 代替 n, 我 们 发 现 这 等 于 
J e"? d( Er, E(S)y). (49’) 
在 (49) 和 (49) 左 端的 测度 Fourier 系数 相同 ; 因此 它们 相等 : 
csd( Ex, y) = d( Ez, E(S)y). 
在 任意 的 Br KT 上 对 两 边 积 分 : 
f crcsd( Bz,y) = (E(T)z, E(S)y). 
由 于 crcs = esnr, 左 端 等 于 (E(SNMT)z,y). 应 用 E(S) 的 对 称 性 , 我 们 发 现 右 端 是 
(E(S)E(T)z,y). 由 于 它们 对 所 有 的 zx y 相等 ， 
E(SNT) = E(S)E(T), 
此 即 (vi). 
我 们 把 定理 9 中 列举 的 其 他 性 质 的 验证 留 给 读者 . 
把 (45) 代入 (43), 我 们 得 到 
(ray) = | etas, y) 
这 是 
Hte fae (50) 
的 一 个 弱 情 形 . 与 定理 9 中 一 样 , 右 端的 积分 在 范 数 拓扑 下 存在 . 这 是 西 算 子 U 的 
谱 分 解 . 
历史 注 记 “有 界 对 称 算 子 的 谱 分 解 属于 Hilbert 的 工作 . 谱 表 示 和 谱 重 度 理论 是 
Hilbert 的 一 个 学 生 Ernest Hellinger (1883—1950) 的 工作 . 在 被 纳粹 免职 以 前 , 他 
一 直 是 法 兰 克 福 大 学 的 数学 教授 . 在 1938 年 臭名 昭著 的 反 犹 太 人 运动 中 , 他 被 称 
为 是 “Krystalinacht”, ERAS A VH] Dachau( 达 豪 ) BPE. 但 他 奇迹 般 地 被 
释放 . 后 来 在 美国 西北 大 学 教授 数学 并 安定 下 来 . 
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在 本 章 中 , 我 们 研究 无 界 自 伴 算 子 的 谱 理论 . 
首先 给 出 由 Hellinger 和 Toeplitz 得 出 的 结果 : Hilbert 空间 H 上 处 处 有 定义 
且 其 伴随 为 自身 的 线性 算 子 M, 
(Mz, y) = (x, My) (1) 
是 有 界 的 . 
首先 证 明 M 是 一 个 闭 算 子 . 假设 {rn} 是 一 个 收敛 序列 , rn 一 x, Min > u. 
在 (1) PR x = sn, 得 到 
(Mzn,y) = (£n, My), 
取 极 限 , 得 
(u, y) = (x, My). 
根据 (1), 右 端 等 于 (Mz,y). Hy 的 任意 性 , u = Me. 因此 M EWART. 于 是 根据 
第 15 章 定理 12 的 闭 图 像 定 理 ，M 是 有 界 的 . 
由 此 可 知 , 伴随 算 子 为 自身 的 无 界 算 子 只 能 定义 在 Hilbert 空间 的 子 空间 上 . 
下 面 是 von Neumann 给 出 的 精确 定义 . 
EX WH RÓ Hilbert 空间 , D 是 H 的 稠密 子 空间 , 4 是 D 上 定义 的 线性 算 
d. A 的 伴随 4* 是 定义 域 为 D* WAT, D* 是 由 H 中 满足 如 下 性 质 的 向 量 wv 构 
成 的 集合 : 存在 H 中 向 量 , WA Av, 使 得 Vu € D, 
(Au, v) = (u, A'v). (2) 
由 于 D 是 稠密 的 , 所 以 对 任意 给 定 的 v, 存在 唯一 的 向 量 A" v 满足 (2). 显然 , D* 
是 H 的 线性 子 空间 且 A 是 D* 上 的 线性 算 子 . 如 果 D* =D H A* = A, MW A 
是 自 伴 算 子 . 


32.1 谱 分 # 


本 章 的 主要 结果 是 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . 
定理 1 jt A X Hilbert ZH] H 上 的 自 伴 算 子 , A 的 定义 域 为 D. 则 A 有 唯一 的 
谱 分 解 , 即 存在 定义 在 R 的 所 有 Borel 可 测 子 集 上 的 满足 下 列 性 质 的 正 交 投影 值 
测度 五 : 
(i) E(2) = 0, E(R) = I. 
(ii) 对 任意 的 可 测 子 集 3 HT, (SOT) = E(S) E(T); 
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(iii) 对 每 个 可 测 子 集 5, E'(S) = ES); 
(iv) E fo A XA, 即 对 任意 的 可 测 子 集 S, E(S) 把 A 的 定义 域 D RS) D A, 
As} Vue D, AE(S)u = E(S) Au; 
(v) A 的 定义 域 D 由 所 有 满足 
Fran, u) < oo (3) 
A 
Au = frou (4) 
的 向 量 u 构成 . 

这 个 重要 结果 (第 31 章 定理 9 的 延 拓 ) 有 多 种 证 明 . 第 一 个 证 明 由 von Neu- 
mann 给 出 , 我 们 将 会 在 32.3 节 中 简要 地 给 出 . 另 一 种 方法 将 会 在 32.3 节 中 给 出 . 
在 第 34 章 半 群 中 将 会 给 出 由 Marshall Stone 得 出 的 一 个 证 明 . 本 节 给 出 的 证 明 由 
Doob 和 Koopman 得 出 . 

根据 第 11 章 定 理 6, Herglotz-Riesz 定理 , 在 单位 圆 盘 {Ce Cl: 56 < 1) AX 
部 是 正 的 每 个 解析 函数 f(C) 都 可 以 唯一 地 表示 为 


ei? 
fo = ie | 55 amo) (5 


这 里 m 是 单位 圆周 上 的 全 测度 有 限 的 非 负 测度 , c 是 实数 . 我 们 可 以 把 单位 圆 盘 换 
成 上 半 平 面 并 得 到 下 面 的 变 式 . 
定理 2 在 上 半 平 面 内 虚 部 是 正 的 每 个 解析 泡 数 g(z) 都 可 以 唯一 地 表示 为 
g(z) =a+mz+ / Halt), (5°) 
这 里 5 是 及 上 全 测度 有 限 的 非 负 测度 , a 是 实数 , m >o. 

证 明 ”变换 


1+¢ 
oe ^ 
把 单位 圆 盘 共 形 的 上 映 到 上 半 平 面 上 , 把 C= 1 点 映 到 co. LR AR SO 和 
g(z) 之 间 的 关系 为 


《一 2 一 1? 


g(z) = if (Q). 
利用 变换 (6) 的 逆 变 换 ， 

(== (6 ) 
以 及 f 的 表示 (5), RNA 


e? (z +i) + (z — i) 


el HE a(o) 
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. [ èz +i) + e?z — i) 

一 一 C 十 if eif /2(z 十 i) _ e-i0/2(z ~ i) 
TM if z cos 0/2 — sin 8/2 
icos0/2 + iz sin 0/2 


—zcotan0/2 + 1 iz 1 
=-c+ | 一 一 一 一 一 一 dm - a- mz 十 Ic 


—cotan0/2 — z SHE 


在 最 后 一 步 中 我 们 引入 新 变量 : a = -c, t = —cotan6/2, ds(t) = dm(0), m = m(0) 

是 m 在 9=0 点 的 测度 . L 
下 面 的 定理 是 定理 2 的 加 强 . 

定理 3(Nevanlinna) 在 上 半 平 面 {z EC :JImz>0} 内 定义 的 虚 部 是 正 的 且 满 

足 增长 条 件 


lim sup ylg(iy)| < oo (7) 
的 每 个 解析 函数 g(z) 都 可 以 唯一 -地 表示 为 
da= | (8) 
这 里 nn AR 上 全 测度 有 限 的 非 负 测 度 . 进一步 地 ， 
n(R) = ‚im yImg(iy). (9) 


证 明 由 于 9 在 上 半 平 面 内 虚 部 为 正 , 它 可 以 表示 为 形式 (9). $ z = iy 并 对 
实 部 和 虚 部 分 别 叙 述 有 界 条 件 (7): 


2 
六 一 】 
a- | Estas 


lim supy? (m+ / z^. ds) < M. (7b) 

4 y — oo IN, (7b) 左 端 积分 趋 于 0; 因此 非 负数 m 必定 为 0. 故 由 (7b) 推出 
im sup | 5 

在 积分 左 端 让 y 一 oo WRR, 
fa + ?)ds(t) < M. 


lim sup y « M, (Ta) 


yy 一 co 


和 


2 
y 2334 
Fer i )ds(t) € M. 


我 们 定义 
dn(t) = (1 + t?)ds(t); (10) 
则 ”是 全 测度 不 大 于 M 的 非 负 测度 . 由 (7a), 


a= Jm [#7 = Č tds(t) = = fiso. 
把 a 的 值 代 入 (5) 并 令 m = 0, 我 们 得 到 
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2 
= f (257 +t) ds(t) = | ds) -[29. 
测度 的 唯一 性 由 (5) 中 测度 的 唯一 性 可 得 . 关系 式 (9) 由 (8) 得 到 . 口 


FAR 上 全 测度 有 限 的 实 或 复 测度 n, 公式 (8) 定义 了 上 半 平 面 和 下 半 平 面 
内 的 两 个 解析 函数 g: g 称 为 测度 n 的 Cauchy 变换 . 
引 理 4 Cauchy 变换 (8) 是 一 对 一 的 , 即 全 测度 有 限 的 复 测度 nn HEH Cauchy 
变换 唯一 确定 . 

uEBB ”我 们 必须 证 明 : 若 由 (8) 定义 的 g(z) 对 所 有 的 非 实 数 z 都 等 于 0, 则 
n=0. 在 (8) 中 以 z 代替 z HRB, 我 们 得 到 


a2) -0= | = 


t-z 
这 说 明 若 n 的 Cauchy 变换 为 0, 则 它 的 实 部 和 虚 部 的 Cauchy 变换 也 等 于 0. n 的 
实 部 可 以 分 解 为 正 部 和 负 部 : 
Ren = n, —n_, 
n4 Fl n. 是 非 负 测度 . 由 此 知 ny Mn- 有 相同 的 Cauchy 变换 . 因此 根据 定理 3 
中 的 唯一 性 , n+ =n_, 故 Ren = 0. 类 似 地 可 以 证 明 Imn = 0. 口 


定义 数 z 属 于 4 的 预 解 集 , 当 且 仅 当 4- zT 把 DD 一 对 一 地 映 到 H 上. 
定理 5 ib H X Hilbert 空间 , A EH 上 的 自 伴 算 子 , 则 任意 的 非 实 复数 z 都 
属于 4 的 预 解 集 . 
证 明 ”我 们 首先 证 明 A - zI RER Y 是 H 的 闭 子 空间 . 值 域 Y 由 所 有 形 如 

Av-zv=u, vcD 

的 向 量 u 构成 . 在 两 边 取 和 v 的 内 积 : 
(Av, v) — z(v, v) = (u,v). 

由 于 A 是 对 称 的 , (Av, v) 是 实数 , 故 左边 的 虚 部 是 —Imz||e||?. 在 右 端 应 用 Schwarz 
NER, 

[Imz|||v||? < ||| |||], 
这 意味 着 

Ill < ziel. (11) 
W {un} 是 4 -- zI 的 值 域 中 一 列 收敛 到 向 量 u 的 向 量 : 

Av, — ZUn = Un: 

由 不 等 式 (11), ||v 一 vml| € 1/IEmz|||us — um||. 因此 v, 有 极限 v. 我 们 断定 极限 
v € D. 为 此 , 我 们 在 上 述 关 系 式 中 令 n 一 oo. 右 端 趋 于 u 左 端 第 二 项 趋 于 —zv. 
因此 第 一 项 Av, 有 极限 , WA r: 


r-zv=u. (12) 
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现在 取 Av, AD 中 任意 向 量 w 的 内 积 并 利用 A 的 自 伴 性 : 
(Avn, w) = (Un, Aw). 
A n — oo 取 极 限 : 
(r,w) = (v, Aw). 
根据 自 伴 性 的 定义 , 这 说 明 v 属于 A 的 定义 域 D H Au=r. 结合 (12) 这 说 明 u 
属于 4 - zI 的 值 域 , 故 值 域 是 闭 的 . 
若 4 - zf 的 值 域 不 是 整个 H, 则 存在 非 零 向 量 keH 5S CIEXE: Vv € D, 
(Av — zv, k) = (Av, k) — (v,zk)=0 
根据 自 伴 性 的 定义 ,大 属于 D B. Ak = Zk. 于 是 (k, Ak) = z(k,k) 不 是 实数 ,与 A 
的 对 称 性 矛盾 . 
这 证 明了 4 - zT 把 D 映 到 整个 H E. 由 上 可 知 它 是 一 对 一 的 ; 若 不 是 这 样 ， 
WFE ke D 使 得 (A 一 zD(k) =0, 这 与 (11) FA. D 
我 们 定义 4 的 预 解 式 为 
R(z) = (A 一 2 有 刀 -!. 
由 (11), 对 非 实 复数 z, 
|| RII < fImez|~?. (13) 
推论 1 在 4 的 预 解 集 上 , R(z) X z 的 解析 函数 . 
证 明 vu € H, id. R(z)u X v(z). 根据 RR 的 定义 ， 


(A — z)v(z) = u. 
类 似 地 ， 
(A-(z+h))v(z+h)=u. 
两 等 式 相 减 并 除 以 h, 
deg e Nt a ey Pe 
这 与 下 式 相同 : 


"etn e) = R(z)v(z +h) = R(z) R(z + h)u. 


利用 估计 式 (13), 我 们 断定 v 关于 z 是 Lipschitz 连续 的 . $ h — 0, 我 们 断定 v(z) 
在 复 平 面 上 是 可 微 的 , 故 R(z) 在 强 拓扑 下 是 全 纯 的 . 口 


我 们 断定 Riz) 的 伴随 是 R(z). 为 此 , Vu,w € H, id R(z)u =v, (A-z)v=u, 
我 们 有 
(u, R(Z)w) = ((A - z)v, R(Z)w) = (v, (A - Z)R(Z)w) = (v,w) = (R(z)u,w). U 
固定 A 中 的 向 量 u, 对 非 实 复数 z, 我 们 定义 复数 值 的 函数 g(z) WF: 
g(z) = (R(z)u, u). (14) 
为 了 显示 g(z) 5 u HR, 当 有 必要 时 我 们 记 g(z) = galz). 
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引 理 6 VucH, 由 (14) 定义 的 g 满足 下 述 性 质 : 
(i) g 在 上 半 平 面 {z €C: Imz > 0} 内 是 z 的 解析 函数 , 且 其 虚 部 在 上 半 平 
面 内 是 非 负 的 ; 
(ii) ylgu(iy)| € llull’; 
(iii) lim ylmgu (iy) = | 
(iv) 9(2) = 9(2). 
证 明 g 的 解析 性 由 R(z) 的 解析 性 得 到 . id R(z)u 为 v; 则 


u = (A — z)v = Av - zv. (15) 
HY (15) Al v 的 内 积 ; 由 (14), g= (v, u), 我 们 得 到 
g(z) = (v, u) = (v, Av — zv) = (v, Av) — z(v,v). (16) 
由 于 A 是 自 伴 的 , (v, Av) = (Av, v) = (v. Av) 是 实数 , 故 由 (16) 我 们 推出 
Img(z) = y(v,v), y = Imz. (17) 


这 证 明了 g(z) 的 虚 部 在 上 半 平 面 内 是 正 的 , HERI (i). 
(ii) 根据 Schwarz PER, 
I9u(2)| = |(R(zyu, u)| < ||R(z)ul!||wl] < || RC)". 
对 Riz) 利用 不 等 式 (13), 我 们 得 到 (ii). 
(iii) 取 (15) I 的 内 积 ; 由 (14), gu = (v, u), 我 们 得 到 
ul]? = (Av, u) — zgu(2). 
在 上 式 中 令 z = i 并 取 实 部 : 
|u|]? = Re( Av, u) + yImgu (iy). (18) 
为 完成 (ui) 的 证 明 , 我 们 只 需 证 明 (18) 右 端 第 一 项 当 y KAT oo 时 趋 于 0. SE, 
我 们 首先 用 Schwarz 不 等 式 估 计 此 项 : 
|[Re(Av, u)| € |( Av, u)| € || Av|!||ul]. 
为 证 ||Av|| ST 0, 我 们 把 Av BA 
Av = AR(z)u = (I+ zR(z))u. 
R z = iy 并 利用 不 等 式 (13) 我 们 得 到 估计 式 
|| AR(iy)|| < 1 + y||R(iy)|| < 2. (19) 
这 证 明了 算 子 ARlıy) 2 BARN. 显然 , 只 需 证 明 对 H 中 的 一 个 稠密 子 集中 的 
u, AR(iy)u 趋 于 0 即 可 . 由 于 D 在 H FAR, 由 (13) An 
|| AR(iy)u|| = || Ry) Auli < || R(iy)||||Aul| € || Aul|/y. 
(iv) 因为 R*(z) 2 R(z), 我 们 有 
g(Z) = (R(z)u, u) = (R*(z)u, u) = (u, R(z)u) = (R(z)u, u) = g(2). D 
引 理 6 说 明 对 H 中 任意 的 u, 由 (14) 定义 的 函数 g(z) 满足 定理 3 的 假设 . 
此 , 当 Imz 是 正 数 时 , g(z) 可 以 表示 为 形式 (8): 
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(ili) ui) = f u 
这 里 , 非 负 测 度 n 依赖 于 向 量 u, WA n = nu. 由 (iv), 表示 (20) 在 下 半 和 平面 内 也 
成 立 . 
我 们 由 关系 式 (9) 和 引 理 (6) (iii) 知 
nu (R) = ||w|| (21) 
对 任意 的 向 量 u 和 v, 我 们 把 (R(z)u,v) 表示 为 (R(z)(u+v),utv) 和 
(R(z)(u + iv), (u x iv)) 的 线性 组 合 . 这 推出 了 (R(z)u. v) 的 积分 表示 为 Cauchy 
变换 ; 


(20) 


(R(z)u,v) = / r t „Inu: (22) 


测度 nuo 可 以 用 nur 和 nuri 简单 地 表示 出 来 ; 参考 31.7 MAR (44). 
nu,» 的 性 质 总 结 在 下 面 的 引 理 中 ， 
引 理 7 
I) Sea = The 
(ii) nu,» 对 u 线性 , xp v HAH. 
(iii) nu,» X u fe v HMPA BR: nyu = Tuv- 
(iv) nu» MERZ < |lullllvl]. 
证 明 与 31.7 节 中 引 理 7 的 证 明 相 同 ; CET nu, 的 简单 的 显 式 表达 式 . O 


现在 我 们 应 用 第 31 章 定理 1. Hilbert 空间 H 上 的 一 个 有 界 的 、 斜 对 称 的 、 斜 
双 线 性 泛 函 blu, v) 可 以 唯一 地 表示 为 
b(u,v) = (Eu,v) 
这 里 EEH 上 有 界 对 称 算 子 . 引 理 7 说 明 对 任意 的 集合 S, ni (S) 是 这 样 的 泛 
ER; 因此 存在 有 界 对 称 算 子 E(S) 使 得 
nu.v(S) = (E(S)u, v). (23) 


代入 (21), 我 们 得 到 
(R(z)u, v) = | Le». (24) 

我 们 断言 由 (23) 定义 的 算 子 BE A 的 谱 分 解 , 即 它们 具有 本 章 开 始 定理 1 
中 所 列举 的 性 质 . 

WEBH (i) 根据 (23), 对 所 有 的 u,v, nuw(S) = 0, 故 (E(2)u,v) = 0; 这 使 得 
E(2) = 0. 另 一 方面 , 结合 (21) 和 (23), 我 们 得 到 对 所 有 的 向 量 u, 

(E(R)u, u) = nu (R) = luli? = (u, u). 

由 此 容易 推出 E(R) 是 恒 等 算 子 . 
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(ii) 首先 证 明 算 子 R(z) 和 E 交换 . 为 证 明 此 , 首先 注意 到 对 任意 不 是 实数 的 
复数 z 和 w, ET Rz) 和 R(w) 交换 . 因此 , vu,v € H, 


(R(w)R(z)u,v) = (R(z) R(w)u, v). (25) 

我 们 利用 Rw) 的 伴随 重 写 (25) 的 左 端 . 再 在 表示 式 (24) 中 以 Row 代替 v 得 到 

(R(z)u, R*(w)v) = [4 mes R0.) = | aR) Ba v) (26) 
ERRA (24) 中 以 R(w)u FR u, RITES (25) 的 右 端 得 到 

/ — 4ER (w)u,o). (267) 


Cauchy 变换 (26) 和 (26 ) 是 z 的 相同 的 函数 . 因此 由 引 理 4， 表示 测度 也 相同 : 对 
任意 的 可 测 集 S, 
(R(w)E(S)u, v) = (E(S) R(w)u, v). 
由 于 这 对 任意 的 u 和 o 都 成 立 , 故 对 任意 的 集合 S 和 任意 的 非 实 复数 w 都 有 
R(w)E(S) = E(S)R(w). 
为 了 证 明 E(SNT) = E(S)E(T), 利用 预 解 恒等式 


BS (25) 式 ; 对 z 和 w 两 次 应 用 (24) 得 到 对 (25) AA W, 


— f GA Iam [ (4) (=) d(Eu,v), (27) 


现在 比较 (26) 和 (27). 再 一 次 应 用 引 理 4, 我 们 断定 在 这 两 个 公式 中 出 现 的 测度 相 
Fl. 因此 对 任意 的 可 测 集 S, 


(R(w)E(S)u, v) = / £50) q(g, e (28) 


此 处 cs(t) 是 集合 S 的 特征 函数 . 现在 应 用 公式 (24), 以 w 代替 z, 以 E(S)u ER 
u, 把 (28) 式 左 端 重 写 为 


f — La BE(S)u, v). (28^) 
比较 (28 ) 和 (28) 式 的 右 端 . 我 们 再 一 次 应 用 引 理 4 断定 在 这 些 公 式 中 出 现 的 测 
度 相 同 : 对 任意 的 可 测 集 T, 
(E(T)E(S)u, v) = 人 cs(t)d(E(u), v) = (E(SNT)u, v). 


由 于 这 对 任意 的 向 量 u 和 wv 都 成 立 , 故 E(T)E(S) = E(S OT), 这 证 明了 (ii). 
(iii) E 的 对 称 性 由 nu VS) 的 斜 对 称 性 可 知 . 
(iv) 我 们 已 经 看 到 EM R= R(z) 交换 . 为 证 它 与 A 交换 , 设 v 是 A 定义 域 
中 任意 的 向 量 , 则 o 可 以 写 为 形式 v= Ru, u c H. 应 用 等 式 AR=I+zR, 得 到 
EAv = EARu = Eu + zERu. 


类 似 地 , HF EA R 交换 ， 
AEv = AERu = AR(Eu) = Eu + zREu = Eu + zERu. 
因此 , EAv = AEv, H E S£ D RE DA. 
(v) 假设 v 属于 A 的 定义 域 D. 因为 R(z) 把 H RE D E, 我 们 可 以 把 v 写 
X v= Rz)u. 选择 z =i. 设 工 表示 任意 可 测 集 . 利用 EM R 的 性 质 以 及 预 解 恒 
等 式 , 我 们 有 
(E(T)v, v) - (E(T) Ru, Ru) = (R' RE(T)u, u) = (R(-i)R(i)E(T)u, u) 


" 5; (RG) ~ R(-i)) E(T)u, u) 


1 1 
= 2i EN i4 eal d( EE(T)u, u) 
1 

=| 8 Il8 d( EE(T)u, u) — f ine d( Eu, u). 

这 证 明了 
d( Ev, v) = rz ad Bu, u), v= R(z)u, 
因此 
(1 + t?)d(Ev,v) = d( Eu, u). 

由 此 可 知 , Yu € D, 


apo « oo. (3) 
下 面 我 们 证 明 对 ve D, 关于 向 量 值 测度 Ev 的 Riemann 积分 
[tab (4) 
收敛 . 为 此 , 考虑 R 的 有 限 区 间 S 和 S 的 任意 不 交 子 区 间 分 解 S = US, 每 一 个 
区 间 长 度 都 小 于 1. 与 此 分 解 对 应 的 Riemann 和 是 
>》 ,t; E(S;)v == 3 tjvj, tj € $j, (4’) 
此 处 v; 是 E(S;)v 的 缩写 . HER (ii), I] E v; 是 互相 正 交 的 , 故 Riemann 和 (4’) 
的 范 数 的 平方 是 
>> 6lle;l?. 


由 于 这 是 积分 (3) 的 Riemann Al, 它 对 所 有 的 分 解 是 一 致 有 界 的 . 积分 (4) 的 收敛 
性 由 此 可 知 . 
为 确定 此 积分 的 值 , 我 们 取 H 中 任意 向 量 w. RT 是 任意 可 测 集 . 利用 前 面 
建立 的 EM RR 的 关系 , 我 们 导出 下 列 等 式 : 
(E(T)v, w) = (F(T) Ru, w) = (RE(T)u, w) 


à J — 4(BE(T)u, w) - E d (Eu, u). 
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这 证 明了 d( Ev, w) = —4(Bu,w), 
从 而 m 
(t — z)d(Ev. w) = d( Eu, w). 

在 上 式 右 端 取 u = (A — z)v 得 到 

td( Ev, w) = d(EAv, w). 
此 式 在 及 上 积分 , 我 们 推出 

f ta( 0,0 = (Av, w). 
左 端 是 积分 (4) 与 w 的 内 积 ; 由 于 w 是 任意 的 , 故 

[tape = Av. 

定理 1 得 证 . o 


推论 #r AF A HZUA, 则 Vo c H, 
(A^r,v) = f 5a.) k & n. (29) 


习题 1 证 明 关 系 式 (29). 
我 们 现在 简要 给 出 另外 两 种 构造 自 伴 算 子 谱 分 解 的 途径 . 


32.2 ”利用 Cayley 变换 构造 谱 分 解 


下 面 我 们 给 出 von Neumann 利用 自 伴 算 子 A 的 Cayley 变换 
U-(A-i)(A-ci)? (30) 
给 出 的 构造 谱 分 解 的 原始 方法 . 
定理 8 HF 可 是 西 算 子 , 即 U ZAH) H LYRIC. 
证 明 ”由 于 算 子 4 土 i 把 D(A) 一 对 一 的 映 到 H E, 过 把 RB H E. 我 
们 断定 U 是 保持 范 数 的 . 为 此 , Vu € H, V v 和 w 为 向 量 
v=(A+i) lu, w= Uu. 
则 
(A+iv=u, (A-i)v=w. 
取 内 积 并 应 用 4 的 对 称 性 , 我 们 得 到 
ilu]? = (CA +i)v, (A +i)v) = ||Av||? + lv]? +i[(v, Av) — (Av, v)] = || Avl]? + llvll?, 
类 似 地 
lwll? = ((A - i)v, (A - i)v) = ||Avll? + |[oll?. 
这 证 明了 也 是 保 范 的 . 口 
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然后 von Neumann 利用 单位 圆周 上 的 投影 值 测度 给 出 酉 算 子 U 的 谱 分 解 ; 通 
过 (t-i/( +i) =e 拉 回 到 实 轴 上 , 这 给 出 了 A 的 谱 分 解 . 


32.3 ” 自 伴 算 子 的 函数 演算 


A 的 预 解 集 是 由 使 得 A - zT 把 DD 一 对 一 地 映 到 Hg 上 的 复数 z 构成 的 集合 . 
A 的 谱 是 预 解 集 的 补 集 . 根据 定理 o, 自 伴 算 子 A 的 谱 在 实数 轴 上 . 


习题 2 证 明 无 界 自 伴 算 子 的 谱 是 实数 轴 上 的 无 界 闭 集 . 


无 界 算 子 的 广义 谱 是 它 的 谱 加 入 x 后 的 紫 化 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 要 对 在 自 伴 算 子 A 的 广义 谱 上 定义 的 实数 值 连续 函数 SE 
A FiA). 

首先 给 出 有 关 自 伴 算 子 守 的 一 些 事实 ， 对 任意 自然 数 上 A* 的 定义 域 , 记 为 
D(A"), 由 所 有 满足 m, Ar. ‚AN 都 属于 A 的 定义 域 D 的 向 量 z 构成 . 


习题 3 证 明 A BERET. 


引 理 9 ”对 必用 在 Hilbert 空间 H 上 的 任意 自 伴 算 子 A, 
(i) A? - IRR ROE: 
(ii) (A°+ D" de H ea] A” 的 定义 城内. 
证 明 (0 根据 定理 5 ATU A A-UT MAAR. ACRE 
A? - I— (A - iD(A iJ) 
也 有 有 界 的 逆 . 
(ii) 首先 证 明 (A --1D-7! 0 (A—iD-! 8838 DLAT mgl D(A") A. 为 此 , d 
y 是 DAT 内 任意 的 向 量 ; 根据 定理 5, (A Fi) !y — m AF D. 对 天 = 1, 这 
正 是 我 们 要 证 明 的 . 对 上 > 1, RIE y SA y = (Ac iD)z FHZESA 
Az = y — iz, (31) 
这 说 明 m 属于 D(AT) 对 大 = 2, 这 是 我 们 要 证 明 的 ; 对 大 > 2, 让 A 作用 到 (31) 
上 并 在 右 端 应 用 (31): 
A’x = Ay —iAg = Ay - iy — T. 
这 证 明 z 属于 DIA’): 依次 类 推 , 直到 我 们 推出 e 在 D(A") 内 . 对 (Ain! 3€ 
似 可 证 . 
我 们 有 
(A? + D = [(A -i (A - iD)7!]". (32) 
由 于 第 上 个 因子 (A xin? 把 D(A’) RA DLA?) (32) 右 端的 2n. 个 因子 把 H 
映 到 DIA"). 口 
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习题 4 证 明 (A? + Do" EHRE AT 的 定义 域 上 . 


Wt g(A) 是 任意 次 数 不 大 于 2n 的 多 项 式 . 由 引 理 9 知 , q(A) CA? +07 是 处 处 
有 定义 的 有 界 算 子 . 


习题 5 证 明 若 多 项 式 q 的 系数 是 实数 , 则 (AMA +N 是 对 称 的 . (提示 : 首 
先 证 明 AT" BY NRE H 中 稠密 .) 


谱 映 射 定理 的 如 下 形式 成 立 . 
引 理 10 ik q 是 次 数 不 大 于 2n 的 实 系数 多 项 式 , r( 入 ) = 40)07 +1)", A r(A) 
的 谱 由 所 有 的 形 如 r(A) 的 实数 o 构成 , 这 里 入 取 遍 A MIT IH. 
WR — id 
r(A) - e = (q(4) - e(? + 1)^](? +1)". 
q(4) — e (A? + 1)" T SCHRURU ONE] 3C AR. 把 上 式 分 解 为 


k 2(n—k) 


ra) -e- [[(0 - 55? +43) I 06-2300? +7". (33) 
1 1 
于 是 
大 2(n—k) 
r(4) -e1- [[((A-»;n? +H [[ (A- ni^» N". 
1 1 
部 分 积 


k 
[[(4 -»n? + D(A? + 7)7* 


1 
E H 2) H ERR. 余下 的 因子 是 H F H 上 的 一 对 一 的 映射 , C4 HM 
当 所 有 的 X 属于 A 的 预 解 集 且 分 子 的 所 有 0 点 个 数 为 2n 个 . 由 (33), r(A) = e, 
上 面 使 得 r(A) 一 of 可逆 的 两 个 条 件 可 以 叙述 为 : 对 A 的 谱 中 任意 的 A, (A) #0 
H r(oo) £ a. 口 


根据 引 理 9 和 习题 4, 对 上 面 的 有 理 函 数 r(A), r(4) 是 有 界 对 称 算 子 . 现在 应 
用 第 31 章 定 理 3: ||r(4)|| 等 于 r(A) 的 谱 半 径 . 根据 引 理 10, r(A) 的 谱 是 r(A) 在 
A 的 广义 谱 e(A) 上 的 值 域 . 因此 

||r(A)|| = eat Ir(A)]. (34) 

上 面 描 述 的 有 理 函 数 构成 了 实数 域 上 的 一 个 代数 ， 我 们 断言 它们 分 离 广 义 实 
数 轴 的 点 . 显然 , 若 Xi 和 AS 有 相同 的 符号 , (和 ?十 1)-! 在 和 和 A。 处 值 不 相等 ; 当 
Ai 和 d\n 中 有 一 个 为 ce 时 也 是 这 样 . 若 X 和 An 有 相反 的 符号 , MAR? +1) 
离 它们 . 而 且 常 数 函 数 也 在 此 代数 中 . 我 们 现在 应 用 如 下 定理 . 
Stone-Weierstrass 定理 ”如果 紧 Hausdorff 空间 Q 上 的 实数 值 连 续 函 数 构 成 的 
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一 个 代数 分 离 Q 中 的 点 且 包 含 常数 函数 , MEA Q 上 的 连续 函数 空间 C(Q)( 赋 以 
最 大 值 范 数 ) 内 是 稠密 的 . 

证 明 参 考 13.3 H. 

由 此 知 上 面 定 义 的 有 理 函 数 rA) 在 A 的 广义 谱 (4 的 谱 加 入 点 oo 的 紧 化 ) 
上 的 连续 函数 空间 中 是 稠密 的 . 即 每 个 这 样 的 连续 函数 f 都 可 以 用 一 列 有 理 函 数 
— BOR: 

limry = f. 

由 此 {ra} 是 一 个 Cauchy JJ: 


入 ) 一 A) — 0. 
mex |rk (A) — re(A)| 


由 (34), 34 k, F oo 时 , |[r (A) — re(A)|| RAF 0. SET. n. (A) 的 范 数 极限 定义 
为 f(A). | 

容易 验证 我 们 刚刚 定义 的 函数 演算 具有 第 31 章 定理 5 中 列举 的 所 有 性 质 . 这 
个 函数 演算 , 与 在 31.3 节 中 所 做 的 一 样 , 可 以 用 来 构造 算 子 A 的 谱 分 解 . 沿 着 31.5 
节 的 思路 可 以 构造 出 谱 表示 . 
注 记 微分 算 子 (包括 常 微 算 子 和 偏 微 算 子 ) 是 第 一 类 被 建立 起 谱 理论 的 无 界 算 子 ， 
我 们 将 在 在 第 33 章 中 讨论 它们 . 无 界 积分 算 子 的 第 一 个 一 般 的 谱 理论 是 Carleman 
在 奇异 积分 算 子 的 框架 下 发 展 起 来 的 . 

在 参考 文献 中 , 我 们 列举 了 一 些 自 伴 算 子 谱 理论 的 早期 著作 . 
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$338 自 伴 算 子 的 例子 


自 伴 算 子 的 定义 要 求人 们 将 算 子 的 定义 域 十 分 精确 地 描述 出 来 ， 在 许多 情况 
下 , 这 是 可 能 的 , 但 是 对 于 大 多 数 定义 在 域 上 的 满足 各 种 边界 条 件 的 变 系数 偏 微分 
ATUR, 准确 刻画 它们 的 定义 域 几 乎 是 不 可 能 的 , 也 是 毫 无 意义 的 , 因为 这 类 算 
子 基本 上 都 是 通过 某 种 合适 的 延 拓 过 程 而 定义 的 . 在 本 章 的 第 一 部 分 , RITR Am 


31 “无 界 对 称 算 子 的 延 拓 


EX AT C 称 为 算 子 B 的 延 拓 , WR C 的 定义 域 包含 了 B 的 定义 域 , 并 且 在 
它们 的 公共 定义 域内 , 有 Cu = Bu. 
设 H X Hilbert ZA], D(B) AH 的 稠密 子 空间 , 令 BA D(B) El H 内 的 对 
称 算 子 : 
(Bu, v) = (u, Bv) (1) 
其 中 u,v 为 D(B) 中 任意 向 量 . 我 们 提出 如 下 问题 : 
(i) 能 否 将 B 延 拓 为 一 个 自 伴 算 子 ? 
(ii) 有 多 少 种 延 拓 方 式 ? 
(iii) 通过 何 种 过 程 ? 
首先 回忆 一 下 闭 算 子 的 定义 . 团 算 子 是 一 个 图 像 为 H x H 中 的 团子 集 的 线性 
TET. 用 收敛 的 语言 叙述 如 下 . 
定义 设 C 是 从 五 的 笛子 空间 D(C) 到 H AHAT, 如 果 由 D(C) 内 的 问 量 列 
{an} KAF uc H, A {Cu} Æ H PRAF w, 可 以 推出 u 属于 C 的 定义 域 
D(C) H Cu = w, WH C 是 一 个 闭 算 子 . 
我 们 现在 刻画 如 何 将 一 个 稠 定 的 对 称 算 子 B 延 拓 为 团 的 对 称 算 子 , 并 且 这 种 
延 拓 为 最 小 延 拓 ; 与 此 同时 , 我 们 称 B 的 这 种 最 小 延 拓 为 B 的 闭 包 , 用 B 表示 . 
任 取 D(B) 内 的 向 量 列 {un}, V {un} KAF u, {Bun} KAF w. 在 (1) 中 . 令 
u = un, N] 
(Bun, v) = (un, Bv). 
4 n oo, 得 
(w,v) = (u, Bv) (1’) 
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Et v 为 D(B) 中 的 任意 向 量 . 由 于 D(B) E H 内 稠密 , 所 以 (1) 中 的 向 量 ww 由 
u 唯一 决定 . i 
定义 ”由 Bu = w 定义 的 算 子 称 为 B 的 闭 包 , 其 中 u,w 满足 (1). B 的 闭 包 用 B 
RI. 

习题 1 证 明 : 若 闭 算 子 C 是 称 定 对 称 算 子 B 的 延 拓 , N C 也 是 B 的 延 拓 . 


定理 1 RBAMAHHET B 为 B 的 闲 包 , N 

(i) BARAK; 

(ii) B 是 对 称 的 ; 

(iii) 对 任意 非 实 的 复数 z, B-z% D(B) 一 一 地 映 为 H 中 的 一 个 闭 子 空间 . 

WERA (i) 由 B 的 构造 可 得 BEART. 

(i) 为 证 B 是 对 称 的 , ER D(B) 中 的 向 量 v, 设 {vn} A DB) 中 的 向 量 列 ， 
H v, > v, Bv, — Bv; 在 (V) F, > v= un; & n> oo, f8 

(Bu, v) — (u, Bv), 

即 B 是 对 称 的 . 

(iii) 设 z 为 任意 非 实 的 复数 , u A DB) 中 的 向 量 . 用 f 表示 向 量 (B 一 z)u. 
将 f u 作 内 积 : 

(Bu, u) — z(u,u) = (f,u). 
因为 BRIAN, 左边 第 一 项 是 实 的 ; 由 等 式 两 边 的 虚 部 相等 , 所 以 
IImz] - llull? = IIm(f,w)| < ML - Hell. 

由 此 不 等 式 , 得 


1 
llul] < Ima) ^ (2) 


此 不 等 式 隐 含 了 算 子 B-z 是 一 对 一 的 . 
B {fn} 为 B-z 值 域内 的 收敛 于 fe HH 的 一 列 向 量 : 


(B Z)Un -— Fa (2^) 
由 (2), {un} Æ H 中 收敛 于 向 量 u. 由 (2) , (Bus) 收敛 . 由 于 BRAS, 所 以 
u 属于 BHT MIRA Bu = f + zu, Bl f RF B-z HAM. 口 


下 面 是 两 个 有 用 的 推论 . 
推论 1 自 伴 算 子 4 是 闭 的 . 
WEBB ”由 定理 1 的 (ii), A 是 对 称 的 且 A 的 定义 域 包 含 在 4* 的 定义 域内 . 由 
于 4* 和 4 有 相同 的 定义 域 , 从 而 推论 得 证 . D 
结合 推论 1 与 习题 1, 我 们 导出 如 下 推论 . 
推论 1 ZART A 是 稠 定 对 称 算 子 B 的 延 拓 , 则 A 也 是 BB 的 延 拓 . 
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下 面 的 定理 给 出 了 对 称 算 子 为 自 伴 算 子 的 一 个 充 要 条 件 . 
定理 2 ”对称 算 子 4 是 自 伴 的 , 当 且 仅 当 每 个 非 实 的 复数 z 都 属于 A 的 预 解 集 . 
证 明 ”由 第 32 章 定理 5, 每 个 非 实 的 复数 都 属于 自 伴 算 子 的 预 解 集 . 因此 , 我 
们 只 要 证 明 此 结论 的 道成 立 . 设 z 为 某 一 非 实 的 复数 且 z 和 三 都 属于 A 的 预 解 
集 , 我 们 先 证 (A — 2)? 是 (A — z)-? 的 伴随 , 即 证 : 对 五 中 的 任意 向 量 fA g, 


((A — z)!f.g) = (f.(A- 2) !g). (3) 
为 此 , 我 们 简 记 
(A-2)!f=z, (A-2)'!g- y. (4) 
Hid (3) 为 
(z, (A - Z)y) = ((A — z)z. y). (4) 


因为 A 是 对 称 的 , 所 以 对 A 的 定义 域内 的 所 有 m 和 y, (4) 都 成 立 . 又 因为 A-z 
和 A-z Mim H, 所 以 (3) 对 所 有 f, ge H 都 成 立 . 
现在 证 明 A 是 自 伴 的 . 由 于 4 是 对 称 的 , 只 需 证 明 : # v 属于 4* 的 定义 域 ， 
Wo 属于 A 的 定义 域 且 Atv = Av. XX Aw = w, WX D(A) 内 所 有 zx, 
(Az, v) = (x, w); (5) 
此 式 两 边 减 去 z(x,v), 有 
((A — z)z, v) = (x, w — zv). 
4 g =w — zv; 由 (3) 和 (4), 得 到 
(fov) = ((A—2) ! f, w - zv) = (f. (A - zZ) ! (w - zv)). (5’) 
由 于 对 D(A) 内 的 所 有 x, (5) 成 立 , 所 以 (5) 对 A 内 的 所 有 f 成 立 ， 因 此 ， 
v = (A-z) (w - zv). MAW (A-z) WERA D(A), ik v 属于 D(A). 用 
(A — z) #H, 可 得 Av = w; 从 而 A*v = Av. 口 


注 记 ”在 上 述 证 明 中 , 我 们 仅 用 到 了 假设 : 存在 某 个 非 实 的 复数 z, 使 得 z Rz JR 
于 4 的 预 解 集 . 
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本 节 将 给 出 一 些 对 称 算 子 延 拓 的 例子 , 刻画 自 伴 算 子 延 拓 的 可 能 性 . 
Bi 1 
EX RH X) Hilbert 空间 L?(R), C) 为 R 上 的 有 紧 支 集 的 一 阶 可 微 函 数组 成 的 
全 体 , 设 B 为 作用 在 D(B) = C) 上 的 算 子 i(d/dz). 
命题 B 是 对 称 的 , HAG B 是 自 伴 的 . 

证 阴 ”利用 分 部 积分 法 , 可 以 证 明 B 是 对 称 的 . 令 z 为 任 一 复数 , B-z HE 
域 由 形 如 


328 第 33 章 自 伴 得 子 的 例子 


i zu = f ue ©, (6) 
的 所 有 函数 f 组 成 . 两 边 用 eizz AR: 
ix (eeu) = eizTf. (6^) 
YR 上 积分 ; 由 于 u 的 支 集 为 紧 集 , 故 B-z 值 域内 的 每 个 函数 S 需 满足 
0= 7 i ei** f(z)d x. (7) 


反之 RIS: R 上 的 每 个 满足 (7) 的 Cy 函数 f 都 属于 B- z 的 值 域 . 这 是 因 
为 定义 


uz) = -i f * S22) Fy ay. (8) 


BR, u 有 连续 的 导 函 数 并 且 若 f ERKE S 外 为 0, 则 (7) 和 (8) MAT 在 区 
a] S 外 也 是 0. 

由 于 函数 eizz ER 上 非 平方 可 积 , 所 以 及 上 的 满足 条 件 (7) 的 所 有 紧 支 集 的 
连续 函数 组 成 的 集合 在 LR) 中 稠密 . 根据 定理 (1) 的 (iii), 对 于 每 个 非 实 的 复数 
z, B-z 的 值 域 是 闭 的 , 从 而 为 整个 空间 H. 又 因为 B-z 是 一 对 一 的 , 所 以 z A 
于 BRE. 根据 定理 2, B 是 自 伴 的 . 

闭 包 为 自 伴 的 对 称 算 子 称 为 本 性 自 伴 算 子 . o 


例 2 


EX $ H X Hilbert 空间 L?(R,), Cl 表示 Re 上 有 紧 支 集 的 一 阶 连续 可 微 函 

数 的 全 体 . 设 B 为 定义 在 D(B) = €, 上 的 算 子 i(d/dz). 

命题 BB 是 对 称 的 , 但 是 其 闭 包 BRAHA; 此 外 , B 不 存在 任何 自 伴 延 拓 . 
证 明 ”由 于 B 的 定义 域内 的 所 有 函数 了 在 0 和 oo 的 附近 为 0, 所 以 可 以 借助 

于 分 部 积分 法 证 明 B 的 对 称 性 . 如 例 1 的 讨论 , 对 于 非 实 的 复数 z, 同样 可 证 明 : 

LRA R 内 的 紧 子 集 的 连续 函数 f 属于 B-z 的 值 域 , SARS 


0 = [ ei*T f(z)d z. (9) 


0 

“4 Imz < 0 时 , 函数 eiZ? ER, 上 非 平方 可 积 , 因此 满足 (9) 的 所 有 Co 函数 f 2H 
成 的 集合 在 LR) = H 内 是 稠密 的 . 由 定理 2, B-z 的 值 域 为 整个 Hilbert 空间 
H. 

当 Imz > 0 时 , 函数 eizZ ER, 上 平方 可 积 , 因此 B — z 的 值 域 由 H 内 的 所 
有 满足 正 交 条 件 (9) 的 函数 f 组 成 . 故 B 不 是 自 伴 的 . 

我 们 再 证 B 不 存在 任何 自 伴 延 拓 . 若 不 是 这 样 , 假设 4 是 B 的 一 个 自 伴 延 
拓 ; VER, 由 推论 1, 这 样 的 延 拓 A 也 是 BHR. 由 于 B 不 是 自 伴 的 , 从 而 存 
EHE v 属于 4 的 定义 域 , 但 不 属于 B 的 定义 域 . > z 为 任 一 复数 且 Imz < 0, 
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则 由 上 述 证 明 , B— z 将 DB) 映 为 整个 空间 H. 因此 DB) 内 存在 函数 u 使 得 
(B-z)Ju=(A-z)w. HT A Æ BKM, FÜ (A-z)(v—u) =0, 但 这 是 不 可 
能 的 , 除非 vu = 0; 因为 A 是 对 称 算 子 , 由 定理 1, 对 于 复数 (Imz < 0), A-z 
无 非 0 的 零 向 量 . 因此 , v 一 w= 0, 但 这 又 与 向 量 v 的 选择 矛盾 . a 
例 3 
定义 2 H=12(0,1), C) 为 定义 在 [0,1] 上 的 且 在 端点 z= 0,z=1 取 值 为 0 的 
所 有 连续 可 微 函 数 u 的 全 体 . 设 B= ild/de) 为 定义 在 D(B) = Cy 上 的 算 子 . 
命题 B 是 对 称 的 , AE BRAH. B 有 自 伴 延 拓 . 

证 明 B 的 对 称 性 可 由 分 部 积分 得 到 . 如 上 述 例子 , 我 们 同样 可 以 证 明 : B-z 
的 值 域 , 其 中 Imz 40, d L? 内 所 有 满足 正 交 条 件 

e? f(x)dx = 0 
0 

的 函数 f 组 成 . 根据 定理 2, B 不 是 自 伴 的 . 

我 们 现在 构造 B 的 一 个 自 伴 延 拓 . 
EM Da 为 绝对 值 为 1 HBR lol = 1, 但 a 关 1. 定义 A, AAT ild/de), FF 
用 在 满足 边界 条 件 : 

u(1) = au(0) 

的 所 有 C! 函数 u 组 成 的 空间 上 . BA, Aa 是 B 的 一 个 延 拓 . 


习题 2 证 明 A, 是 对 称 的 . 
现在 要 证 明 A. 的 闭 包 是 自 伴 的 . MAR z, Imz 40, 我 们 断言 : 每 个 连续 函 

数 属于 A, 一 z 的 值 域 . 要 证 明 此 断言 , (6) 从 0 到 z 积分 . 若 用 c RAN u FEO 
点 的 值 , 则 

u(x) =c— if e*(v DI f(sy)d y. 

0 
1 Pi 
ul)=c- if el2(Y—) f (Md y. 


4 u(1) = ac 为 关于 c 的 方程 . 由 于 a 41, 此 方程 有 唯一 解 . 
由 于 连续 函数 在 L? ARAB, 从 而 A. 一 z 的 值 域 在 L? AR; 因此 A, - z 
的 值 域 为 整个 空间 H. 由 定理 2, Aa 是 自 伴 的 . 口 


上 述 这 些 例 子 很 好 地 揭示 了 对 称 算 子 的 延 拓 问题 . 更 一 般 的 结果 归功 于 von 


Neumann. 


定理 3 令 C 为 作用 在 Hilbert 空间 HAMMAMET. 根据 定理 1, C-z, 
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Imz #0, 的 值 域 为 H 的 闭 子 空间 . 
(i) 对 于 虚 部 大 于 0 的 所 有 复数 z: Imz > 0, C-z 的 值 域 的 余 维 数 都 是 一 样 
的 .类似 地 , 对 于 虚 部 小 于 0 的 所 有 复数 z: Imz < 0, C — z 的 值 域 的 余 
维 数 也 都 是 一 样 的 . 我 们 分 别 用 ny Fon. 表示 这 两 个 余 维 数 ， 它们 称 为 
HF C 的 亏 指 数 . 
(i) C 有 自 伴 延 拓 , 当 且 仅 当 ny =n. 
证 明 ”我 们 简要 给 出 (ii) 的 证 明 . JE C 的 Cayley 变换 : 
V=(C-i)(C+i). (10) 
V 将 C+i 的 值 域 映 为 C-i 的 值 域 . 采用 第 32 章 定理 8 的 证 明 方法 可 证 , V 是 
等 距 算 子 . 显然 , SEAT V 可 以 被 延 拓 为 一 个 西 算 子 , SENA V. 的 定义 域 和 
值 域 有 相同 的 余 维 数 . 假设 n =n, 则 VV 可 以 被 延 拓 为 西 算 子 ; 用 URR VÝ 
一 个 西 延 拓 . 
我 们 断言 : U wt Cayler 变换 
A =i(I+ UI- U)! (10’) 
为 C 的 自 伴 延 拓 . 首先 要 证 明 : U 存在 Cayler 3, Bl I- U 无 非 平 凡 的 零点 . 假 
x (I- U)n = 0. 由 伴随 的 定义 , 对 任意 向 量 y, 
0 = ((T- U)n,y) = (n, (I— U*)y). 
Mn I- U 的 值 域 正 交 .又 U RESET, I- U 的 值 域 等 于 (I— U*)U = 
U-U'U-U- I VB. 
由 公式 (10), V- I= -2i(C-iD- !. 定理 1 蕴含 了 (C+iD-! WERB V-I 
的 值 域 为 C 的 定义 域 , 从 而 为 五 的 稠密 子 空间 . X U 为 V 的 延 拓 , 从 而 了 - U 
HARES I- V 的 值 域 , 进而 也 是 A 的 稠密 子 空 间 . 这 样 我 们 证 明了 n = 0. 故 
I- Uv). 由 (10), A 的 定义 域 正 是 T- U 的 值 域 , 从 而 A 是 稠 定 算 子 . 
我 们 再 来 证 明 A 是 对 称 的 . 令 wu 为 A 的 定义 域 中 的 两 个 向 量 . 由 (107), 
(Au,v) = i((I+ U)(I— U)~*u, v). 
由 伴随 的 定义 上 式 右 边 等 于 
i(u, (I — U*)^! (I-- U*)v). 
HEXS)UJÉPE,U'—-U Wi EAXXmuU Sm 
itu, (I— U 3) (I4 U !)v)—-i(u, (U— D)-! U(I+ U v) 
—i(u, (U — I)-! (U + Dv) = (u, Av). 
最 后 一 步 , 我 们 用 到 了 (10) 中 的 两 个 乘积 因子 可 换 这 一 事实 . 故 A 是 对 称 的 . 
要 证 明 4 不 仅 是 对 称 的 而 且 还 是 自 伴 的 , 只 需 证 明 : 每 个 非 实 的 复数 z 都 属 
于 4 的 预 解 集 . 由 (10), 有 
A-zI=i(l+ U+iz(I— U))(I- U)^! =i((1 +iz)I+ (1—iz) U(I— U)-!. 
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由 31.7 35, 每 个 西 算 子 的 谱 位 于 单位 圆周 上 . 因为 对 每 个 非 实 的 复数 z, itiz 不 可 

在 单位 圆周 上 , 所 以 上 式 右边 的 第 一 个 因子 将 H RA H; 第 二 个 因子 将 A 的 定 
义 域 映 为 H. 这 证 明了 A - zI 将 A 的 定义 域 一 对 一 地 映 为 H, BD z 属于 A 的 预 
解 集 . 口 


习题 3 证 明定 理 3 B (i). 
习题 4 计算 例 1、 例 2 和 例 3 的 亏 指数 . 


定理 3 有 如 下 重要 推论 . 
推论 i4 K AK Hilbert 空间 , BAK 上 的 稠 定 对 称 算 子 , 则 BAAD K HZ 
化 空间 上 的 自 伴 延 拓 . 

证 明 K 的 复 化 空间 为 肪 = K +iK, 所 以 BEH EAA AREH. 注 
X5) H 上 有 一 个 自然 的 复 共 轿 : utiv = u -— iv, u,v AK 中 的 向 量 . 此 共 轿 运算 
与 B 的 作用 可 换 . 

用 C 表示 B 的 闭 包 , W C 也 与 H LHRH. 因此 C — zz 的 值 域 为 
C- ZI (JB 5:855 35588, 从 而 C- zT 值 域 的 余 维 数 等 于 C- zf 值 域 的 余 维 数 . 这 
证 明了 C 的 亏 指 数 相等 ; 由 定理 3, C HBf ER. o 
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本 节 我 们 将 刻画 Friedrichs 建 立 的 一 种 重要 的 延 拓 方 法 . 用 此 方法 可 以 将 一 大 
类 对 称 算 子 , 如 Schréedinger AF, 延 拓 为 自 伴 算 子 . 
EX KL AA Hilbert 空间 H 内 的 稠 定 对 称 算 子 , D 为 工 的 定义 域 . 我 们 
称 工 是 下 半 有 界 的 , 如 果 存 在 常数 c, 使 得 对 于 DD 内 的 任意 向 量 u, 成 立 不 等 式 
cllull? € (u, Zu). (11) 
本 节余 下 的 部 分 , 我 们 假设 (11) 中 的 常数 c 为 1; 否则 , 考虑 L+, 其 中 和 
为 充分 大 的 正 数 . 在 DE, 定义 新 内 积 (v,w)L: 
(v, u)r = (v, Lu). (12) 
L 的 对 称 性 保证 (vu) 为 斜 对 称 的 , L AFFARE (uu) JER, 而且 
(u, u), 2024 HfX24 u 2 0. 在 D E, SEX. L UR: 
llullz = (u, u)?. 
由 (11), D 中 每 个 向 量 u 的 工 范 数 不 小 于 它 的 初始 范 数 : 
Iul] € julis. (11^) 
一 般 地 , 线性 空间 D dE L 范 数 下 不 是 完备 的 , 我 们 用 Hi 表示 DD 在 此 范 数 下 
的 完备 化 ; 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 回忆 一 下 , Hz 中 的 每 个 元 都 是 DH L 范 数 下 
的 Cauchy 列 的 等 价 类 . H (11), D 中 工 范 数 下 的 Cauchy 列 也 是 H 中 范 数 下 的 
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Cauchy 列 , 从 而 在 H 中 也 收敛 . 因此 , 我 们 自然 地 定义 了 一 个 HL 到 H 内 的 线性 
映射 . 为 方便 起 见 , 我 们 用 Cauchy 列 的 等 价 类 中 的 代表 元 来 表示 该 等 价 类 . 
引 理 ”上述 定义 的 映 : HL 一 日 是 一 对 一 的 . 
WR 设 {un} 79 D'PH L AFHI Cauchy Fi, M {un} 在 Hr 和 五 内 依 

各 自 的 范 数 收敛 , 我 们 分 别 用 wr Alu 表示 相应 的 极限 . HL 内 积 的 定义 , 对 DD 中 
的 每 个 向 量 v, 有 

(tn, v)r = (Un, Lv). 
& n 一 o, 则 

(ut, v), = (u, Lv). 
因此 u^ 与 任意 向 量 v 的 工 内 积 完 全 由 u 唯一 确定 . 由 于 DZ Hi ABA, 所 以 
u^ 完全 由 u ME. 口 


由 上 述 引 理 , 我 们 将 上 述 映射 Hy > HEEE Hr 8) H 内 的 嵌入 . 因此, 我 
们 可 以 将 A, BEE H 的 子 空间 . 注意 DD 包含 在 Hi A. 
FK, 我 们 定义 LHI Friedrichs &EdR L^. 固定 g 为 互 中 的 向 量 , 定义 


£(v) = (v,g), | (13) 
其 中 wv。 为 H PHAR, 则 ev) HH 上 的 有 界线 性 泛 函 : 
I£(v)l < ||») [lgll. (14) 
由 (11), 对 于 Hz 内 的 所 有 向 量 v, 有 
le(v)| < Ilvllz lgl]. (14^) 


因此 £(v) 为 A, 上 的 有 界线 性 泛 函 . 由 Riesz-Frechét 表示 定理 , 在 Hi 内 存在 唯 
一 的 向 量 w, 使 得 
&(v) = (v, w)r, (13/) 
KB v Hy 中 的 任意 向 量 . 我 们 用 DF 表示 所 有 这 种 向 量 w 组 成 的 集合 , 即 
or - (wen. 存在 g c H, 使 得 对 任意 v € Hz, | 
有 (v,w)r = (v,g) 

因此 , 对 于 D” 中 的 每 个 向 量 w, 存在 向 量 ge H 使 得 (13) 和 (13) 成 立 , 此 

BY, g 由 w 唯一 确定 ; 从 而 我 们 有 映射 : 


L'w-g, weDr. (15) 
易 见 , LE 是 DE 到 H 内 的 线性 映射 , 并 且 对 每 个 we D^ 和 we Hi, 有 
(v, w)r = (v, LE w). (16) 


我 们 要 证 明 LY 是 工 的 一 个 自 伴 延 拓 . Rut DD 中 的 向 量 , 2 g= Lu, 由 五 的 对 
称 性 , 对 于 DD 中 的 每 个 向 量 vo, 有 


£(v) = (v,g) = (v, Lu) = (v, u)L. 
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由 于 D 在 Hr PRR L 范 数 稠密 , 所 以 上 式 对 A, 中 的 每 个 向 量 v 成 立 ， 因 此 
u € DF, FFru = Lu, I D 是 DF 的 子 空间 , L 为 工 的 一 个 延 拓 . 
定理 4 LF 是 工 的 自 伴 延 拓 . 

证 明 ”首先 证 明 LF 是 对 称 的 . 将 (16) 中 的 向 量 o 限制 到 Dr 中 , 并 交换 w 

Ay Br, Du 

(w,v)r = (w, LFv). 
由 于 两 个 内 积 都 是 斜 对 称 的 , 所 以 

(v, w); = (L' v, w); 
与 (16) 对 比 , M) 五 ”是 对 称 的 . 

由 DF 的 构造 过 程 , H 中 的 每 个 向 量 g 都 可 以 唯一 确定 D7 中 的 向 量 w, 从 
而 (15) 中 的 向 量 w 由 9 唯一 确定 . 因此 , L^ DE 到 H Eus tT. 

若 用 M 表示 LF 的 道 , 则 LF 的 对 称 性 蕴含 了 M 的 对 称 性 . 由 第 32 章 一 开 
始 的 Hellinger-Teeplity 的 证 明 , 对 称 算 子 M 是 有 界 的 , 进而 每 个 非 实 的 复数 z 都 
属于 M 的 预 解 集 (NE 31 章 定理 2). 因此 , 由 公式 

z!I-M!-M'(M-zlI)z^ (17) 
得 , z-! 属于 M? 的 预 解 集 . 根据 定理 2, 此 蕴含 了 M! = LP J^ BIER TO 


习题 5 证明 对 称 算 子 的 逆 是 对 称 的 . 

我 们 现在 给 出 几 个 下 半 有 界 算 子 及 其 Friedrichs 延 拓 的 例子 . 
例 4 Ù H = 120,1), L= —(d?/da?)+q 为 定义 在 0,1), LAMET, 其 中 
q 为 [0,1] 上 的 实 连续 函数 . 由 于 D(L) 中 的 每 个 函数 u 在 端点 的 值 为 0, 由 分 部 积 
分 得 到 : 

lull? = (u, Zu) = | (u? + ound 

若 取 q 使 得 c= ming > 0, 则 不 等 式 (11) 成 立 , EL PEAR. 余下 的 部 分 , 我 们 
仍旧 假设 c = ming = 1. 
命题 “Hi AMSA BRAM (0,1) LER, 在 端点 上 取 值 为 0. 

WER 设 weciabeloli a «b, MH Schwarz PEA, 得 


b b 2 
f u,dz| < vb—a (/ wae) < vb — a|lullz. (18) 


A OL 范 数 下 的 每 个 Cauchy 列 都 是 一 致 收敛 的 , 其 在 Hz 内 的 极限 u 在 端点 取 值 
为 0 F# AYR (18). 口 


由 上 述 命题 及 DL") 包含 在 Hy 内 的 事实 , Friedrichs 延 拓 算 子 LE 的 定义 域 
内 的 每 个 函数 须 满 足 霍 阶 Dirichlet 边界 条 件 . 


Iu(b) — u(a)| = 


334 第 33 章 自 伴 算 子 的 例子 


习题 6 证 明 例 4 中 的 算 子 工 的 闭 包 不 是 自 伴 的 . 


习题 7 % H=1201,4 L XX X C?(0,1) 上 的 算 子 -(d/de)p(d/dz) + q, 
这 里 了 为 C! 内 的 正 函 数 , q 为 连续 函数 , 证 明 L 定义 域内 的 每 个 函数 u Æ (0, 1) 
上 连续 、 在 两 端点 上 取 值 为 0. 


例 5 BG ay 平面 内 的 有 界 域 , HAG 上 的 平方 可 积 函 数 空间 L(G), $ L 

为 定义 在 C2(G) 上 的 算 子 -A = -(02 +95). 

命题 若 G 有 光滑 边界 , 则 了 ”定义 域内 的 每 个 函数 , 依 下 列 意义 , 在 G 的 边界 上 

30 当 曲 线 C, 趋 近 G 的 边界 曲线 C, 以 及 Cn 的 切线 趋 近 C 的 切线 时 , 积分 
u?ds 

趋 于 0. 

习题 8 证 明 此 命题 . (提示 : 证 明 lull} = f(u} + u2)d xd y.) 

习题 9 证明 例 5 中 的 算 子 LAFA oc. 
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本 节 将 给 出 Rellich 扰动 定理 . 粗略 地 讲 , 此 定理 是 说 , 自 伴 算 子 A 县 加 上 一 
个 与 A 相 比 较 而 并 “不 太 大 ”的 对 称 算 子 T, 所 得 的 和 A+ 工 仍 是 自 伴 的 . 
定理 5 ik A 为 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 自 伴 算 子 ,全 为 作用 在 H 内 的 对 称 
RF, 其 定义 域 包含 了 4 的 定义 域 DA), 并 且 在 下 列 意义 下 , THA): 存在 非 
RF 3 a e b, b <1, 44 D/A) 内 的 每 个 向 量 u 满足 不 等 式 
|| Pu||? < a?||u|[? + 67||Ar||?, (19) 
则 A+ TA D(A) 上 是 自 伴 的 . 
证 了 明 ”首先 证 明 算 子 A-- TJEBIBS. 在 不 等 式 (19) 两 边 取 平方 根 , 有 
ITu|| < allull + b|| Aul. (19") 
设 we D(A), lil 
Au = (A+ T)u — Tu. 
因此 ， 
|| Aul| < ICA + T)ul] + || Ful] € ||(A + T)ul| + al|u]| + b|| Aul]. 
X b«1, 所 以 
|| Az} < (1— 6)“ *||(A + Thu] + (1 — 5)" a|]ul]. 
故 和 A 十 工 的 闭 包 的 定义 域 包 含 在 4 的 闭 包 的 定义 域内 . 又 4 是 自 伴 的 , 故 4 是 
闭 的 , 进而 A+ T EEA. 
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我 们 再 证 , 当 c > a 时 , ic 和 -ic 都 属于 A+ TARR. 因为 A+ TEAR 
对 称 算 子 , 由 定理 1, A+ T+ic D(A) 一 一 地 映 为 H 中 的 某 个 闭 子 空间 . 我 们 
断言 , 此 闭 子 空间 为 整个 Hilbert 空间 H; AM, H 内 存在 非 零 向 量 v 与 4+ T+ic 
的 值 域 正 交 : 

((A+ T+ ic)u, v) =0, (20) 
这 里 的 u X D(A) 内 的 任意 向 量 . 由 4 的 自 伴 性 及 定理 1, A + ic 的 值 域 为 整个 
空间 H; 因此 , A +ic 将 D(A) 内 的 某 个 癌 量 w RA v: 
(A +ic)w = v. 
将 上 式 代 入 (20), 并 令 u = w, W 
(Aw +icao, Aw + icw) + (Tw, Aw + icw) = 0. 
用 Schwarz 不 等 式 估计 第 二 项 , 得 
|| Aw + icw||? < || Tawll?. 
因为 A 是 对 称 的 , 左边 等 于 || Aw]? + elw; 由 (19), 右边 有 界 ; 因此 , 上 述 不 等 
式 整 理 为 
|| Aw||? + ellwll? < a?||eo||? + &?|| Aw|P. 

Mb<l,a<c, Ful w =0, HM v — 0; HS v 的 选取 矛盾 . 此 矛盾 表明 4+T+ic 
的 值 域 为 整个 空间 H. 我 们 用 同样 的 方法 可 以 证 明 A + T — ic 的 值 域 也 是 整个 空 
a) H. 因此 , 由 定理 2, A+ TEBEH. 口 


推论 2 3 B 为 本 性 自 伴 算 子 , T 为 对 称 算 子 并 且 THERMAAT B 的 定义 
域 D(B). 车 D(B) 中 的 每 个 向 量 都 满足 不 等 式 (19), U 三 的 定义 域 包含 了 BI 
定义 域 , B+ TE DB) 上 是 自 伴 算 子 . 


习题 10 ”证明 推 论 5. 


e BH = L?(R), B= —d?/dx?, 其 定义 域 是 及 上 的 两 阶 连 续 可 微 的 且 有 紧 支 
集 的 函数 组 成 的 空间 D(B) = CR) & TA Oo(R) 上 的 L SRM MEN 
REAT. 


命题 

(i) BABA. 

(ii) 在 不 等 式 (19) 的 意义 下 , BA T HF. 

证 明 (i) 由 33.2 节 例 1 中 的 分 析 , 我 们 可 以 证 明 , 当 z 为 非 实 的 复数 时 ， 
B- zI 的 值 域 在 H PR. 因此 , B 为 自 伴 算 子 . 

要 证 明 (ii), 我 们 借助 于 例 4 中 的 不 等 式 (18): 

|u(b) - u(a)| < vb — a||u;|]. (18) 

设 a 为 任意 实数 , WHE de [a — 1, a 十 1], 使 得 
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1 
2 


lu(b)| < ( I i was) < llull: 


1 

u(a)| < llull + alle 
1 

juls» < llull + v lite 


lul < 2llull? + lul". (21) 


因此 , (18) 蕴含 
对 a 取 上 确 界 , 我 们 得 到 


此 不 等 式 两 边 平方 , 有 


利用 分 部 积分 , 计算 
(Bu,u) = - | Werde = i lwz|2dz = ||u.||?; 


左边 先 用 Schwarz DER, 再 借助 于 算数 -几何 平均 值 不 等 式 , 得 


uzl]? < llull? || Beall? < z-IIull? 十 名 Bu (22) 
这 里 的 e 为 任意 正 数 . 复合 (21) 和 (22), 有 
uit. < (2+ 5-) lel? + Sl Bu (23) 


再 考虑 算 子 T: 

Tu? = f was < /dz = Quit. 
其 中 Q = fear. 用 (23) 估计 右边 , 得 

Tul? < Q (2+ 3.) llul? + Q5IBul (24) 
4 = 充分 小 , 使 得 (24) 中 || Bu? 的 系数 QS 小 于 1. 此 时 , 我 们 已 经 证 明了 , D(B) 
中 的 每 个 向 量 都 满足 (19). 因此 , B+ 工 的 自 伴 性 由 推论 5 的 结论 直接 得 到 . O 
习题 11 TH B 是 本 性 自 伴 的 . 


例 7 WU H= LR), 9 B--d?^/da? 作用 在 民 上 的 在 原点 取 值 为 0 且 有 紧 支 集 
的 二 阶 连 续 可 微 函 数组 成 的 空间 上 , 设 T 为 满足 下 列 条 件 的 实 值 函数 g MERR 
法 算 子 : 

(i) la(z)| < ap; Izl < 1, p < 1; 

(ii) q Æ [-1,1] 外 为 ?一 函数. 
命题 

(i) B 为 本 性 自 伴 的 . 
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(i) 在 不 等 式 (19) 意义 下 , BA THR. 
证 明 (i) 见 前 面 例子 中 的 注 记 . 对 于 (ii), 我 们 除了 需要 (23) 外 , 还 需要 男 一 
个 不 等 式 , 它 同样 建立 在 (18) 的 基础 上 . 在 (18) 中 , RIS a = 0 并 运用 u(0) = 0, 
然后 两 边 再 平方 , 得 
}u(b)|? < Jb] - ||we]]?- (25) 
我 们 将 计算 || Tul|? 的 积分 拆 成 两 部 分 : 


tui? = /euzdr= fe. (26) 


其 中 了 工 为 区 间 [-1,1]. 在 区 间 I E, 我 们 对 g 应 用 条 件 (i), 对 u 应 用 估计 (25), 得 
到 


2 
x c 
nx < 2 | |z| dz ||u; |]? = Iu ll^. 
I I =p 


irpo - 
再 用 (22) 估计 不 等 式 右边 的 因子 [rus 
c? 
[vss < Z (clit  Sumutr). (27) 
我 们 再 来 估计 (26) 的 右 端 . 对 第 一 项 用 (27), 第 二 项 用 (24), 有 
2 
Tu}? < 2Qltu? + (75 +Q) (zt? Z112ulP). (28) 


由 e 的 任意 性 , 我 们 可 取 e 任意 小 使 得 (28) 中 的 || Bul? 的 系数 小 于 1. 因此 , 不 
EX (19) 对 D(B) 中 的 所 有 向 量 u 都 成 立 . 因此 由 推论 5, B+ TAX BER. CO 


习题 12 ”完成 马 为 本 性 自 伴 算 子 的 证 明细 节 . 


33.5 72 问 sz 


在 14.7 节 , 我 们 描述 了 如 下 问题 . 
Hamburger ER 满足 何 条 件 的 实数 列 ao, qi,a2,… 可 以 表示 成 及 上 的 
某 一 分 布 的 矩 
s = nam. n=O, 12. (29) 
R 
这 里 的 m AR 上 的 支 集 为 无 限 点 集 的 非 负 测 度 ， 
在 第 14 章 , 我 们 已 经 证 明 , 由 (29) 得 到 的 实数 列 aoai,- 为 Hanker 正 的 , BA 
IRIE 
Q = an+kEnEk， (30) 


Yapnénés = J S rtk e E dm = / (> én) dm (30’) 
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的 右边 是 非 负 的 ; 此 外 , EWE m 的 支 集 是 无 限 的 , 则 (30) 的 右边 是 严格 正 的 . 特 
别 地 , ao > 0. 
Hans Hamburger WAT: 实数 列 {an} 可 以 表示 成 (29) 的 上 述 必要 条 件 也 是 
充分 的 . 
定理 6(Hamburger) % {an} 为 一 列 实数 ， 若 二 次 型 (30) 是 正定 的 ， 则 ay, 
n 二 0,1,… 为 实数 轴 R 上 的 非 负 测度 m 8948, 即 它们 可 以 表示 成 (29) HHH. 
证 明 令 表示 所 有 有 限 实数 列 : 
x = (é0,é€1,..:,é€N,;0,...) 
组 成 的 线性 空间 . 利用 (30) 中 的 二 次 形 Q, 我 们 定义 D 上 的 内 积 (am, y): 
(x,y) = Q(z, y) = Y anteénne- (31) 
用 K 表示 DER ||e|| = Qx, x)? 下 的 完备 化 空间 ; 用 H 表示 K 的 复 化 空间 
H =K iK. 
我 们 定义 D 上 的 右 移 位 算 子 R: 
Rz = (0,69,&1,-- -). (32) 
A e 表示 D 内 的 单位 向 量 : 


e = (1,0,0,---) 
则 
R"e = (0,---,0,1,0,---; 
由 内 积 (31), 有 
(e, Re) = an. (33) 
我 们 断言 RR 是 对 称 的 ; 这 是 因为 , Hid £ = n — 1, W 
(Rz, y) = > Gn+kên-1Mhk = X G4 k STIR; (34) 


显然 , 右边 的 和 关于 z 和 y 对 称 . 因此 R 是 对 称 的 . 

注意 到 RR 作用 在 实 Hilbert 空间 K 内 的 稠密 子 空间 上 , 由 定理 3 的 推论 , 存 
在 RR 到 K 的 复 化 空间 H 内 的 自 伴 延 拓 . S EOS R 的 自 伴 延 拓 的 投影 值 测度 , E 
诱导 出 了 该 延 拓 的 谱 分 解 . 根据 第 32 章 定理 1, 

(e, R" e) = ] "(5e o 

再 由 (33), 我 们 可 以 找到 所 求 的 表示 (29), 其 中 m = (Ee, e). 口 
itid  HamburgerHi f 150 页 纸 证 明 他 的 定理 , 可 是 用 自 伴 算 子 理论 , 才 用 了 不 到 
1 页 . 

Stieljes 4& |s] 3 JÉ —^ ^ Ej Hamburger 矩 问题 相关 的 问题 , 它 研究 了 是 否 可 以 将 
一 列 实数 表示 成 正 实 轴 R, 上 的 测度 分 布 的 矩 


| t" dm. (35) 
R4 
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显然 , (30) 中 的 二 次 形 Q 的 正定 性 是 (35) 成 立 的 一 个 必要 条 件 . 由 公式 
2 
SCC = 人 intitle gdm == L t PE A dm. 


因此 , 二 次 型 

>, An+k+1&n&k (36) 
的 正定 性 同样 也 是 (35) 成 立 的 一 个 必要 条 件 . ER (36) 的 正定 性 可 通过 在 (34) 中 
& y — c, i 

(Rz,x) 20 

来 表达 . 此 不 等 式 蕴 含 了 , ROS D 上 的 正 算 子 . 因此 ,R 在 D 的 复 化 空间 上 为 正 算 
子 . 由 Friedrichs 延 拓 过 程 , 可 以 将 R ERA H 内 的 正 的 自 伴 算 子 . 如 前 所 述 , 我 
们 仍 用 E XS. R 的 Friedrich 延 拓 的 谱 测 度 , 有 


an = (e, R”e) = f nae. 9. 


注意 , 谱 测 度 BRE R 的 延 拓 的 谱 上 . 因为 该 延 拓 为 正 算 子 , 所 以 它 的 谱 包 含 
在 R, A; 见 第 31 章 定理 7. 因此 , 测度 m = (Be,e) 为 支撑 在 及 + 上 的 正 测 度 . 此 
时 , 我 们 完成 了 下 述 命题 的 证 明 . 

定理 7(Stieltjes) iH {an} 为 使 得 二 次 型 (30) 和 (36) 正定 的 实数 列 ， 则 an, 
n= 0,1,2,…, 为 正 实 轴 R} Eg X — 3E RM 8358, AA (35). 

我 们 再 来 讨论 矩 问题 中 的 表示 测度 的 唯一 性 . 下 面 用 一 个 简单 的 例子 说 明 , 满 
足 条 件 的 实数 列 可 以 表示 成 两 个 不 同 测度 的 矩 . 

设 f 为 及 ENTER C 函数 , f 在 0 点 的 各 阶 导 数 均 为 0, 设 g 为 f 的 
Fourier 变换 . 由 于 f 是 偶 函 数 , 所 以 g 为 实 函 数 ; 又 f 为 CF? wR, 故 glt), 在 
t 一 oo 的 过 程 下 , BF 0 的 速度 要 比 上 的 任意 负 次 守 趋 于 0 的 速度 要 快 . 由 Fourier 
x RNA . 


f adesar = f(a). 
两 边 对 变量 s Kn GFR, 并 令 s = 0: 
in Jj grat» S | =0, 


ds" | o 
从 而 g 的 所 有 和 矩 都 是 0. 将 g 表示 成 正 部 和 负 部 的 差 ,g —g, 一 g_; Gg, 和 9- 
有 相同 的 矩 . 又 g MEA 0, 所 以 g, 和 g_ 不 相等 . 这 样 , 我 们 给 出 了 Hamburger 
和 矩 问 题 有 非 唯一 解 的 例子 . 
当然 , 我 们 也 可 以 给 出 矩 问题 有 唯一 解 的 例子 ; 例如 , 我 们 考虑 实数 列 {an} 有 
界 的 情形 : 


lan] < L, 
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其 中 工 为 常数 ， 这 样 的 实数 列 是 R 上 的 在 闭 区 间 [0,1] 上 为 Leasure 测度 、 而 在 
[0, 1] 的 余 集 上 为 0 的 测度 m HOKE. 如 令 an = Liu. W 


i 1 
/ t"^dt = ——. 
0 n+l 


令 为 任意 正 实数 ,用 ER (29), REK n 由 0 到 N 求 和 : 

Nm H (rt)" 

Lr 一 {>= =p dm 
因为 an AR, 所 以 左边 < Le. 又 右边 的 被 积 函数 为 正 的 , 并 且 当 N 一 oo 时 , 在 
任意 闭 子 空 间 上 一 致 收敛 于 et, 所 以 er 在 测度 m FRR, B. 

feam = > 
由 此 , 我 们 可 以 得 到 , 上 述 关 系 对 任意 复数 + 也 成 立 ; 特别 地 , 对 n = is 成 立 , 即 有 
EL = >》 an en 

这 样 , 我 们 证 明了 m 的 Fourier 变换 由 它 的 矩 an 唯一 决定 . 又 因为 每 个 有 限 测度 
由 它 的 Fourier 变换 唯一 确定 , 所 以 矩 {an} 唯一 决定 了 测度 m. 

对 于 Stieltjes 矩 问题 的 唯一 性 , 我 们 有 类 似 的 例子 和 讨论 . Stieltjes 本 人 给 出 
了 两 个 实数 列 , 其 中 一 个 列 (a4) 可 表示 成 及 + 上 的 两 个 不 同 测 度 的 矩 , 另 一 个 列 
{bn} 仅 可 以 表示 为 Ry 上 的 唯一 一 个 测度 的 拢 . 

刻画 存在 唯一 解 的 矩 问题 无 论 如 何 都 是 一 个 经 典 而 又 有 趣 的 问题 . 
定理 8 

(i) 4& «3A (29) 有 唯一 解 ， 当 且 仅 当 , 算 子 R 是 本 性 自 伴 的 , PR 有 唯一 的 
自 伴 延 拓 . 

(ii) 矩 问题 (34) 有 唯一 解 ， 当 且 仅 当 算 子 RR AH BME. 

定理 中 的 任何 一 部 分 都 不 是 显然 的 . 即使 RR 有 两 个 不 同 的 自 伴 延 拓 R 和 Ro, 
测度 (Ele,e) 和 (Eze, e) 是 否 相 同 也 不 是 明显 的 . 另 一 方面 , 当 R 不 是 本 性 自 伴 
算 子 时 , 矩 问题 存在 不 同 于 (Ee,e) 形式 的 解 m, 其 中 EA R 的 某 个 自 伴 延 拓 的 
谱 分 解 . 

对 于 定理 8 的 证 明和 有 关 和 矩 问 题 文献 的 评述 , 我 们 参阅 Barry Simon 撰写 的 
文章 ; 也 可 参阅 Henry Landau 在 AMS Symposium 内 的 论文 , 或 者 参见 Akhiezer, 
Shohat 和 Tamarkin 的 书 . 
历史 注 记 Stieltjes 引入 了 一 种 与 他 的 矩 问 题 有 关 的 同名 积分 . 

为 形成 量子 力学 的 框架 , von Neumann 创立 了 自 伴 算 子 理论 . Schrödinger 理论 
中 的 与 原子 有 关 的 算 子 是 带 有 奇异 值 系数 的 偏 微分 算 子 , 系数 的 奇异 性 与 彼此 接近 
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NE OÖ" 


的 两 电子 之 间作 用 力 的 无 界 增 长 性 有 关 . 要 将 这 些 偏 微分 算 子 定义 为 自 伴 算 子 并 
非 是 一 件 平凡 的 事 . 虽然 出 现在 33.4 节 例 5 和 例 6 中 的 势能 函数 g 允许 有 某 些 奇 
点 , 但 是 出 现在 量子 力学 中 的 势能 函数 有 更 多 的 奇异 值 . 我 想起 了 1951 年 的 夏天 ， 
当 von Neumann 了 解 到 Kato 已 经 证 明了 与 氨 原 子 有 关 的 Schrodinger 算 子 的 目 
伴 性 时 , 他 那 激动 而 又 兴高采烈 的 样子 . 

那么 物理 学 家 如 何 看 待 这些 事 件 呢 ? 20 世纪 60 年 代 , Friedrichs 遇 到 Heisen- 
berg, 非常 正式 地 向 他 表达 了 数学 界 的 深 深 谢意 , 因为 量子 力学 的 创立 促使 了 Hill 
bert 空间 上 算 子 理论 的 诞生 ，Heisenberg 默许 了 这 些 . 然后 , Friedrichs 补充 说 , 数 
学 家 在 某 种 程度 上 也 作 了 回报 . 看 起 来 Heisenberg 没有 发 表 任 何 看 法 ，Friedrichs 
又 指出 , 正 是 数学 家 von Neumann HWH T 自 伴 算 子 和 仅仅 对 称 的 算 子 之 间 的 差 
异 .“ 指 出 了 差异 是 什么 ”, Heisenberg 说 道 . 


参考 文献 


Akhiezer, N. I., The classical Moment Problem. Hafner, New York, 1965. 

Friedrichs, K. O., Spektraltheorie halbbschränhter Operatoren, Math. An., 109(1934): 
465-487, 685-713. 

Hamburger, H., Über eine Erweiterung des stieltjesschen Moment Problems, Math. An., 
81(1920): 235-319, 82(1921): 120-164, 168-187. 

Kato, T., Fundamental properties of Hamiltonian operators of Schródinger type. Trans. 
AMS, 70(1951): 195-211. 

Kato, T., On the existence of solutions of the helium wave equation. Trans. AMS,70(1951): 
212-218. 

Kato, T., Perturbation Theory for Linear Operators. Die Grundlehren der Math. Wiss. in 
Einzeldarstellung. 132. Springer, Berlin,1966. 

Landau, H. J., ed., Moments in Mathematics. Proc. Symp. Appl. Math.,37. American 
Mathematical Society, Providence, RI, 1987. 

Reed, M. and Simon, B., Methods of Modern Mathematical Physics: Vol.1, Functional 
Analysis. Academic Press, New York, 1972. 

Rellich, F., Stórungstheorie der Spektralzerlegung. Math. An., 116(1939): 555-570. 

Shohat, J. A. and Tamarkin, J. D., The Problem of Moments. AMS Surveys 1. American 
Mathematical Society, New York, 1943. 

Simon, B., The classical moment problem as a self-adjoint finite difference operator. Adv. 
Math., 137(1998): 82-203. 

Stieltjes, T., Recherches sur les fractions continue. Ann. Fac. Sc. Univ. Toulouse, 8(1894- 
95): J1-J22; 9 A5-A47. 


Stone, M. H., Linear Transformations in Hilbert Space and Their Applications to Analysis. 


342 第 33 章 自 伴 算 子 的 例子 


AMS Coll. Publ., 15. American Mathematical Society, New York, 1932. 

von Neumann, J., Allgemeine eigenwertheorie Hermitescher Funktionaloperatoren. Math. 
An., 102(1929): 49-131. 

von Neumann, J., Mathematische Grundlagen der Quantenmechanic. Die Grundlehren der 
Math. Wiss. in Einzeldarstellung, 37. Springer, Berlin, 1932. 


第 34 章 算 子 半 和 群 


算 子 半 群 源 于 刻画 时 间 变 化 的 偏 微分 方程 和 由 动力 系统 所 产生 的 流 . 本 章 我 
们 将 借助 源 于 Hille 的 观点 , 给 出 这 些 具 体 情 形 的 一 个 抽象 概念 . 在 接 下 来 的 两 章 
中 , 我 们 将 提供 一 些 实例 和 应 用 . 关于 算 子 半 群 的 详细 内 容 , 我 们 建议 参看 由 Hille- 
Phillips, Yosida 和 Goldstein 撰写 的 专著 . 
EX # Banach 空间 X 上 的 单 参 数 算 子 半 群 是 指 , X 到 自身 内 的 一 族 满足 下 列 
条 件 的 有 界线 性 算 子 Z(t), t > 0: 
对 任意 实数 1520, Z(t-s)— Z(t)Zis; Z(0) =1. (1) 
方程 (1) 是 指数 型 函数 的 乘法 性 质 . 下 面 的 定理 将 证 明 , 在 附加 连续 性 条 件 的 
假设 下 , 它 刻画 了 半 群 的 指数 函数 性 质 . 
定理 1 
(i) 4 G:X 一 XX 为 有 界线 性 映射 , 定义 Z(t): 
Z(t) = etG, t>0, (2) 
这 里 的 算 子 指数 由 需 级 数 : 


0 n: 
ZL, N) Z(t), t 2 0 为 范 数 拓扑 下 连续 的 单 参数 算 子 半 群 . 
(ii) AZ, BPR Zt): X 一 和 为 单 参数 算 子 半 群 ， 且 在 上 = 0 点 范 数 连 续 : 
lim | Z(t) — I] = 0, (4) 
则 Zt) 有 形式 (2), 其 中 G 为 六 到 自身 内 的 某 一 有 界线 性 算 子 . 
ie 当 t<0 时 ,公式 (2) 也 可 以 用 于 定义 算 子 Z(t); 此 时 算 子 族 Z(t), te R, 构 
成 了 算 子 群 . 
WER (i) 是 算 子 函数 演算 的 特 列 ; 见 第 17 章 中 的 定理 ai). 对 于 Gi), 我 们 同 
样 要 借助 于 算 子 函数 演算 . 由 于 对 数 函 数 
p 


h(1-Q-6-L 


在 以 < = 0 为 圆心 的 单位 圆 盘 内 解析 . 所 以 , 对 于 X 上 的 任意 有 界线 性 算 子 Z, 
|Z- 1 «1, 我 们 可 以 定义 算 子 


nZ- (14 Z- I) - Z- ,... (5) 
习题 1 AZA WAX 到 自身 内 的 两 个 交换 的 有 界线 性 算 子 , # Z-Il| «3, 


(3) 
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IW- |< 4, U ||ZW- I| <1, #4 
InZW = InZ+1nW, 
这 里 的 对 数 由 公式 (5) EX. 

设 Zt) At = 0 点 范 数 连 续 的 单 参数 算 子 半 群 , 由 (4), 存在 a > 0, 使 当 
0<t<a 时, |Z(t)— 1 « 1. 我 们 用 (5) EX L(t) = InZ(t), 0<t<a. 注意 半 群 的 
乘法 性 质 (1) BET Z(t) Z(s) 的 交换 性 . 由 (1), (5) 及 习题 1, 有 

L(t+s)= L(t)+ L(s, t+s<a. 
因此 , 对 所 有 有 理 数 t < a, AT COL) 与 t ER, RNA G 表示 该 算 子 : 
L(t)=tG, t 为 有 理 数 ,t < a. (6) 
由 乘法 性 质 (1), B Z+ h) — Z(t) = Z((Z(h) - 2. Auk, Zt) 在 t=0 的 连续 性 
蕴含 了 Z(t) 在 任意 上 > 0 点 的 连续 性 ; 进而 蕴含 了 L(t) 在 任意 € < a ER. 故 对 所 
有 的 实数 t <a, (6) 成 立 . 对 (6), 我 们 作 指 数 运算 , M t< a 时 , (2) 成 立 . di 
乘法 性 质 (1), 公式 (2) 对 所 有 的 上 都 成 立 . 
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人 们 最 感 兴趣 的 半 群 并 非 是 具有 形式 (2) 的 算 子 半 群 , 而 是 与 微分 方程 , 如 典 
型 的 热 导 方程 
~ 02u = 0, 
有 关 的 算 子 半 群 , 其 中 为 z 的 周期 函数 . 热 导 方程 的 解 是 通过 指定 初 值 即 在 上 =0 
的 值 来 唯一 确定 的 . 初 值 可 以 被 指定 为 任 一 连续 函数 , 但 是 相应 解 在 任意 时 刻 取 值 
的 绝对 值 不 会 超过 预先 指定 初 值 的 最 大 绝对 值 . 我 们 用 Z(t) 表示 初 值 u(z,0) 与 解 
u(x,t) 关联 的 算 子 ， BAR, Z(t) 构成 了 (1) 意义 下 的 单 参数 半 群 . 但 是 , KR Z(t) 
不 具有 形式 (2); 否则 , 通过 (2) 延 拓 t 的 所 有 负 值 , 从 而 Zt) 构成 了 一 个 算 子 群 ; 
但 是 , 该 延 拓 是 不 可 能 实现 的 , 因为 众所周知 , 热 导 方程 的 解 在 相反 时 间 上 的 延 拓 
一 般 是 不 可 能 的 . 
热 导 方程 所 定义 的 算 子 半 群 Z(t) 在 上 = 0 点 不 是 范 数 连续 的 , 但 它 却 仍 保持 
了 一 种 并 不 太 苟 刻 的 连续 性 , 表现 在 每 个 解 w 都 是 t 的 连续 函数 . 
EX È Z(t), t > 0 为 作用 在 Banach 空间 X 上 的 单 参 数 算 子 半 群 , 我 们 称 Z(t) 
在 t=0 点 强 连续 , 如 果 对 于 X 中 的 每 个 向 量 m, 有 
lim; ,o Z(t)z = x. (7) 
定理 2 车 算 子 半 群 Z(t) At=0 点 强 连续 , 则 
(i) 存在 常数 5 Fo k, 使 得 Z(t) 范 数 有 界 , 即 
|Z(t)| < be", t2 0; (8) 
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(ii) 对 于 X 中 的 每 个 向 量 m, Athe 为 上 的 强 连续 函数 . 

证 明 (Gi) RIERS, IZOLE t= 0 的 某 个 右 邻 域内 一 致 有 界 . 若 不 然 , 则 
存在 正 数列 t; 一 0, 使 得 |2Z(t;) 一 oo. 由 一 致 有 界 性 原理 ( 见 第 14 章 定理 7), F 
在 某 个 向 量 ze X, 使 得 Z(t;)zw 不 收敛 于 v; 此 与 Z(t) 在 t=0 点 强 连 续 巴 盾 . 
此 , 存在 常数 a > 0 和 b > 1, 使 当 t<a WN, |2Z(t)| < b. 

X t 为 任意 非 负 实数 , 则 t 可 以 分 解 为 +1= nar, 0€ r <a. 由 半 群 性 质 (1), 
Z(t) = Z"(a)Z(r). 故 

| Z(t)| < |Z(a)|"|Z(r)| < 加 + < be", 
SEP k = +Inb; 这 证 明了 (8). 
(ii) HERREN (1), 对 任意 正 数 s Alt, s <t, 有 
Zt)x — Z(s)z = Z(s)|Z(t — s)z — x]. 
因此 , Z(t)z 的 强 连 续 性 可 由 (7) 和 (8) 得 到 . D 


接 下 来 , 我 们 将 给 出 强 连 续 算 子 半 群 的 表示 . 粗略 地 讲 , 我 们 将 证 明 每 个 强 连 
续 的 算 子 半 群 可 以 表示 为 一 个 无 界 算 子 的 指数 函数 形式 .首先 我 们 给 出 一 些 有 关 
无 界 算 子 的 概念 和 性 质 . 
EX «WD X Banach 空间 X HAFTEN, G 为 D BX 内 的 线性 映射 , 如 果 由 
D 内 的 任意 点 列 {rn} KAE] ze X, UR {Grn} 收敛 到 y, 可 以 推出 z 属于 D, 
H. Gz = y, 那么 我 们 称 算 子 G AA. 此 时 , KDA G 的 定义 域 , WA D(G). 

由 闭 图 像 定 理 , 定义 在 整个 Banach 空间 X 上 的 闭 线性 算 子 是 有 界 的 . 本 章 我 
们 遇 到 的 算 子 仅 定 义 在 X 的 稠 子 空 间 上 (简称 这 样 的 算 子 为 稠 定 算 子 ), 因而 是 无 
界 的 . 
EX WU G 为 定义 在 D(C) 上 的 闭 算 子 . 称 复数 5 属于 G 的 预 解 集 , 如 果 I-G 
将 D(G) 一 一 地 映 到 X E. 用 p(G) 表示 G 的 预 解 集 . 称 o(G) 在 复数 域 C 内 的 
TAMEN G 的 谱 , 用 o( G) m. 

假设 5 属于 G 的 预 解 集 , 则 CT- G Wit, 其 逆 称 为 G 的 预 解 式 , 用 

R(¢) = (GT 一 G)! 
dem. 预 解 式 RC) HX 映 到 D(G) E. AA G 是 闭 的 , 所 以 RO 也 是 闭 的 ; 从 
而 由 闭 图 像 定 理 , 预 解 式 RO 为 有 界 算 子 . 
习题 2 假设 G 的 预 解 集 p(G) dE, C 属于 p(G), 则 复数 Y 属于 G 的 谱 , SH 
仅 当 (C-y) | 属于 RCO 的 谱 . 该 充 要 条 件 用 符号 表达 为 
a(R(¢)) = (Ç —o(G))-. (9) 

(9) 可 以 被 看 作 是 无 界 算 子 谱 映射 定理 的 一 种 实例 . 
习题 3 用 (9) 证 明 o(G) 为 复 平面 中 的 闭 集 . 
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下 面 我 们 定义 无 界 算 子 的 转 置 . 
定义 ” 设 G 为 定义 在 Banach 空间 X 内 的 稠 定 闭 线性 算 子 . 由 关系 
(Gr, t) = (2,G'0 (10) 


所 确定 的 映射 G 称 为 G 的 转 置 . 关系 (10) 的 意义 为 : 所 有 使 得 左边 (Ga, £) 成 为 
D(G) 上 的 有 界线 性 泛 函 的 X 上 的 有 界线 性 泛 函 的 全 体 构成 了 C 的 定义 域 . 
为 D(G) 在 X FAR, 所 以 (10) 左边 定义 的 有 界线 性 泛 函 可 以 唯一 地 延 拓 到 整个 
空间 X b, 用 CU 表示 此 延 拓 . 我 们 用 DG) 表示 G' 的 定义 域 . 


习题 4 ”证 明 稠 定 线性 算 子 的 转 置 是 闭 的 . 


在 前 面 的 定义 中 , 我 们 遇 到 的 主要 困难 是 G 的 定义 域 难 以 捉摸 . 下 面 的 结果 
在 揭示 C 的 定义 域 方面 十 分 有 用 . 
定理 3 iR X AHR Banach Fi, G 为 D(G) 到 X 内 的 稠 定 闭 线性 算 子 , IR 
ik G 的 预 解 集 非 空 , 则 G 的 转 置 G € DG’) 到 X 内 的 稠 定 闭 线性 算 子 , FA 
p(G") = p(G). 

证 明  W CONT G 的 预 解 集 , 用 (10) 的 两 边 同 时 减 去 (2, 0), 得 

((G — Cz, £) = (x, (G' - CD), (10^) 
这 里 ze D(G), Le D(C). 用 RO = (G 一 CD-! RA G 的 预 解 式 , WM R(C) AX 
上 的 有 界线 性 算 子 . 用 R'(C) 表示 RO 的 转 置 : 
(y, R'(C)m) = (R(C)y, m), (10) 
其 中 ye X, me X'. 我 们 断言 : RO A G' 的 预 解 式 . 我 们 首先 证 明 R(C) ER 
的 . FIR, 存在 非 零 向 量 m 使 得 R'(C)m = 0. 将 此 方程 代入 (107) 得 , m 零 化 
了 R(¢) WER; X. RC) HERA D(G), 它 是 稠 的 , 所 以 m = 0, 此 为 矛盾 . 可 得 
RC) 为 -G' +1, Ft R(Qy =x 和 R'(C)m = £ FRA (10^), 可 得 (10’). 

ER G' 的 定义 域 为 R'(c) KWER. 我 们 需要 证 明 C 不 能 再 延 拓 . 要 得 到 此 
证 明 , 我 们 注意 到 C — cr 的 值 域 为 整个 空间 X. 因此 , 若 G" 可 以 延 拓 , 则 存在 
非 零 向 量 4 使 得 (G' 一 CI')t = 0; 将 此 代入 10) 8, 2 EAT G — CI 的 值 域 , 此 与 
¢ 属于 G 的 预 解 集 矛盾 . 

余下 的 部 分 就 是 要 证 明 G' 为 稠 定 算 子 , 即 证 C 的 定义 域 即 R(C) 的 值 域 笛 
ToX GARR, 由 于 X ABR Banach 空间 , 所 以 存在 X 内 的 非 零 向 量 y SILT 
R(C) 的 值 域 ; 因此 , 对 于 X" 内 的 任意 向 量 m, (10”) 的 左边 为 0, 进而 右边 也 是 0. 


Q 因此 ， 


A (Gz, £) = (x, w). 
此 时 的 w 由 l 唯一 确定 , H G': LEDIG)  w = Gt E# G 的 转 置 , 其 中 N o» x 的 
(Banach) BF]. 一 一 译 者 注 


D(G') = fec xr, FE we X, 使 得 对 任意 z € D(G), | 
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由 此 , 我 们 得 到 R(Oy = 0, 这 与 5 属于 G 的 预 解 集 矛盾 . 口 
习题 5 证 明 : 在 Hilbert 空间 的 情形 下 , 定理 3 的 结论 可 被 修改 为 : o(G") = ol). 


ENX H Z(t) : X 一 X 为 强 连 续 的 单 参数 算 子 半 群 , 即 (1)、(2) 和 (9) 成 立 , hik 
限 : 


Gz =s— lim A022 (11) 


所 定义 的 算 子 G 称 为 半 群 Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 ; 使 得 强 极限 (11) 成 立 的 所 有 x 
构成 了 G 的 定义 域 D(G). 
定理 4 设 Z(t) 为 强 连续 的 单 参 数 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 , 则 

(i) G 与 Zt) TH, Hc 属于 D(G), I) Zt) 也 属于 D(G), E. 


GZ(t)z = Z(t) Gr; (12) 
(ii) G 是 稠 定 算 子 ; 
(ii) 任 给 自然 数 n, G^. 是 稠 定 算 子 ; 
(iv) GAAF; 


(v) 车 上 为 不 等 式 (8) 中 的 常数 , 则 实 部 大 于 大 的 每 个 复数 5 都 属于 G 的 预 
解 集 . soa, G 的 预 解 式 为 Z 的 Laplace TR. 
证 明 (i) 用 半 群 性 质 (1), me 
Z(t + h) = Z(t) _ zu Z0 - 1 ame T ar I rays. a3) 


Xi rJ D(G), W h 0 时， 中 间 的 项 收敛 于 "mom 因此 , 左右 两 边 的 项 也 
ABUL. 故 对 D(G) 内 的 每 个 r, 我 们 有 


$ Zaz = Z(t) Gr = GZ(t)z; (14) 
这 证 明了 (i). 
(ii) 由 (14), 我 们 得 到 如 下 积分 形式 
t 
Z(t)yr -ı = cf Z(s)zds, (15) 


这 里 z 属于 D(G) 我 们 先 断 言 , 对 x 中 的 每 个 x, (15) EX. 要 证 了 明 此 断言 , 由 
Z(t) 的 强 连续 性 得 , (15) 右边 的 被 积 函数 为 s 的 连续 函数 . 因此 , 该 积分 可 以 定义 
为 Riemann 和 的 极限 . 考虑 G 在 此 积分 上 的 作用 . 对 X 中 的 每 个 z, 利用 半 群 性 
质 , 我 们 有 


Ji Z(s)zds = — jae +h)x — Z(s)x]ds 


af Z(s)rds — tf x s)rds. 


由 于 Z(s) 强 连续 , 所 以 右边 的 项 收敛 于 (15) 的 左边 ; 这 表明 , 对 于 X 中 的 每 个 向 
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fi x, f, Zis)eds 属于 D(G), 且 等 式 (15) 成 立 . 
又 由 Z 的 强 连续 性 , 对 x 中 的 每 个 向 量 zx, 有 


lim : f. Z(s)eds = c; 
这 就 证 明了 D(G) 在 X 中 的 稠密 性 . 

(iii) 类 似 地 , 我 们 讨论 G^ 的 定义 域 . 设 $ 为 定义 在 R 上 的 且 紧 支撑 在 (0, 1] 
内 的 无 限 可 微 函 数 , Oa AX 中 的 向 量 , 定义 

To 一 sztajzds 
用 与 (ii) 中 相同 方法 证 明 , zs 属于 D(G), B. 
Gz = — [ 9222s. 

显然 , zs 属于 每 个 G^ 的 定义 域 . 选取 与 o 具有 相同 性 质 的 非 负 函数 列 {9;}, 使 
得 | $jds = 1 并 且 o, 的 支 集 趋 于 单 点 集 {0}. 由 强 连 续 性 , cy, EST a. At, G” 
的 定义 域 D(G") EX FAR. 

(iv) 我 们 断言 , 对 D(G) 中 的 所 有 x, 等 式 (14) 的 积分 形式 : 


Zit)e — z = 7 Z(s)Gads (15^) 
0 
RAL, 其 中 右边 的 积分 为 Riemann 积分 . 要 证 明 此 断言 , 我 们 需要 微 积分 中 的 一 个 


基本 定理 : AR 上 的 两 个 赋值 在 Banach 空间 内 的 强 连续 可 导 的 向 量 值 函数 有 相 
同 的 强 连 续 导数 并 且 在 t = 0 点 相等 , 则 它们 在 所 有 t 点 的 值 都 相等 . 口 


习题 6 对 向 量 值 函数 , 证 明 此 基本 定理 . 


我 们 对 (15) 两 边 应 用 此 基本 定理 . 易 见 , 两 边 的 函数 在 上 = 0 点 的 值 都 为 0. 
由 (14), 左边 函数 的 导数 为 Z(t) Ge; 右边 为 可 变 上 限 积分 , 其 导数 也 是 Z(t) Ga. 
此 , 由 基本 定理 , (15^) 成 立 . 

设 {sn} 为 D(G) 内 的 向 量 列 , m, — x, Gz, > y, 我 们 需要 证 明 x 属于 D(G) 
H Gz =y. 在 (15') 中 , 令 z=zn, 则 


t 
2(t)zn 一 Zn = / Z(s) Gxnds. 
0 
4 n 一 oo, 两 边 都 收敛 且 极 限 相 等 : 
2Ztjz 一 2 一 f Z(s)yds. 
0 


两 边 除 以 t, BS t 0, 则 右边 趋 于 y, 进而 左边 的 极限 存在 ; 这 证 明了 zx 属于 
D(G) B Cn = 
(v) Z 的 Laplace 变换 为 
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L(¢)z = e S*Z(s)ads, (16) 


这 里 右边 的 积分 定义 为 0 到 了 的 Riemann RIE T —^ oo 下 的 极限 . 由 (8), Z 至 
多 呈 指 数 增长 , |Z(s)| < bets, 所 以 当 Rec > k Ef, (16) 左边 的 广义 积分 收敛 , 并 且 


zzls | jetk-Rec)slzlds = zl. 
0 
因此 , LO 为 X 上 的 有 界 算 子 且 
b 
|Z(¢)| € ReC—k (17) 
RKE, LO = RC) B CI 一 G hit. 要 证 明 此 断言 , 我 们 考虑 修改 后 的 半 
Be zt). 容易 验证 , 它 也 是 一 个 强 连 续 的 算 子 半 群 , 其 无 穷 小 生成 元 为 G-I 
对 于 修改 后 的 半 群 , 我 们 应 用 (15^) 
eStZA(the — x = (G - ÇI) [ © zd 
0 
假设 Ret > k. 34 t 一 oo 时 , 左边 趋 于 r, 而 右边 的 积分 项 趋 于 Lx. HF G 
是 闭 算 子 , 所 以 


| 
Rec — k 


z = (ÇI- G)L(G)a. 
这 证 明了 LO 为 CI- G) HAW. 用 15) 代替 (15), 重复 上 述 过 程 , 我 们 可 以 证 
8j L(C) 为 (CI 一 G) HAW, EHEN EM. 口 


我 们 将 在 第 35 章 和 第 36 章 看 到 , 有 许多 非 一 致 连续 的 强 连续 算 子 半 群 .但 
是 , 阁 将 强 连 续 性 变 成 弱 连 续 性 , 算 子 半 群 的 性 质 不 会 增加 . 
定理 5 jt X X Banach Zi, Z(t): 和 一 和 为 有 界 算 子 的 单 参数 族 , X: Z(t) 在 
t — 0 BER: 

lim (Zt), £) = (z,8) 

其 中 人工 EX,LEX', 则 At) 在 t=0 强 连续 . 

证 明 ”这 是 一 个 有 点 令 人 吃惊 的 结果 , AA, 一 般 来 讲 ， 弱 连续 性 的 要 求 要 
比 强 连续 性 的 要 求 弱 一 些 . 该 定理 的 证 明 有 相当 的 技巧 ， 请 参见 Hille-Phillips 或 
Goldstein 的 书 . 口 


34.2 FERNE 


定理 6 强 连续 算 子 半 群 由 其 无 穷 小 生成 元 唯一 确定 . 
证 明 ”假设 强 连 续 的 算 子 半 群 Z(t) 和 Wit) 有 相同 的 无 穷 小 生成 元 G, 设 
x € D(G), 由 交换 率 (14) 和 (12), 我 们 有 


5 W(OZ(s —t)e = W(t) GZ(s — te - Wit) GZ(s - tx =0. (18) 
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由 微分 中 值 定理 ，W(s)z = Z(s)e. 由 Wis) 和 Z(s) 的 有 界 性 以 及 D(G) dE X 
ARE, W's) = 2(s). 
我 们 现在 刻画 , 如 何 由 无 界 算 子 G 构造 可 缩 算 子 半 群 Z(t): 
\Z(t)| < 1, t>0. (19) 
定理 7 设 G 为 作用 在 Banach 空间 X 内 的 稠 定 财 线性 算 子 . 
(i) $ G 是 强 连续 可 缩 算 子 半 群 Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 每 个 正 实数 入 都 属 
于 G 的 预 解 集 且 
RUOAI=IOAI- G)-!| < 5. (20) 
(i) AZ, 若 每 个 正 实数 都 属于 G 的 预 解 集 , 且 相 应 的 预 解 式 满足 (20), R) G 
为 上 的 某 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 、 
该 著名 结果 被 后 人 称 为 Hille-Yosida 定理 . 
WR (i) 即 为 不 等 式 (17) Hb =1,k =0 FHER. 
对 于 (ii)， 我 们 采用 Yosida 的 证 明 . 此 证 明 的 关键 在 于 人们 可 以 用 Gr = 
nGR(n) 来 逼近 G. 由 恒等式 
Gn = n? R(n) — nI, (21) 
G, 为 有 界线 性 算 子 . 定义 
Z,(t) = et Gn 
XPM THM HRA. 我 们 要 证 明 Z, (t) RR, 其 强 极 限 构成 了 我 们 所 
要 求 的 半 群 . 为 此 , 我 们 首先 证 明 : 对 于 X 内 的 所 有 z, 
„lim nR(n)z = c, (22) 
BI (nR(n)) FRM I. 事实 上 ， 由 等 式 
nR(n)— I= R(n)G 
和 不 等 式 (20), 当 r 属于 D(G) 时 , 有 
In R(n)z — x| = |R(n)Ga| < (Ga; 
从 而 , (22) 对 D(G) 内 的 每 个 a 成 立 . 由 (20), nR(n) 为 可 缩 算 子 ; 再 利用 D(G) 
在 X 中 的 稠密 性 , 我 们 得 到 , 对 于 X 中 的 每 个 x, (22) 都 成 立 . 
接 下 来 , 我 们 再 证 明 (G,) 在 D(G) 上 点 点 收敛 于 G: 
„im G,z = Ga, (23) 
其 中 ze D(G). BG, 的 定义 ， 当 rc D(G) N, Grr = nGR(n)z = nR(n)Ga, 
所 以 (23) 可 以 由 (22) SH. 
由 定义 , 我 们 有 


oo 24\m 
OMM. eee ee a ae 
Zn(t) =e = enter init „ort 2 —— (n). 
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因此 , 不 等 式 (20) BAT Zt) AAT: 
= (n?i)" 1 T —nt nt 
|Z, (t)| se E y a (=) =e e" =], (24) 
要 估计 Z. 与 Z ME, RINER Gy 和 G 与 Zn 和 Z, 交换 这 一 事实 : 
Š Za(s — t)Zk(t)r = Zn(s — t) Z(t Gk - G.]a. 
由 (24), 右边 的 范 数 < |]Gnz 一 He). 上 述 等 式 两 边 对 变量 上 由 0 到 s 积分 , 得 


\Zu(s)z — Z(s)z| < s|G,x — Ger. (25) 
因此 , 结合 (23) 和 (25), 4 x € D(G) 时 , {Z,(s)x} Æ s 的 有 界 集 上 一 致 收敛 , 记 
„lim Zu(s)z = Z(s)z. (26) 


再 由 D(G) 的 稠密 性 和 Zt) 为 可 缩 算 子 的 事实 , 极限 (26) 对 X 中 的 每 个 xz 也 都 
成 立 . 因为 ZG) 为 可 缩 半 群 , 所 以 其 极限 Z(s) 也 为 可 缩 半 群 ; Z(s) 的 强 连续 性 则 
可 由 Z, 的 强 连续 性 和 (26) 关于 s (< S) 上 的 一 致 收敛 性 直接 得 到 . KE, Zt) 为 
强 连 续 的 单 参数 算 子 半 群 . 

我 们 只 需要 再 证 GA Zt) 的 无 穷 小 生成 元 . X HA Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 
D(A) 为 其 定义 域 . 在 (15) 中 , $ Z= Zn: 


Zult)ze- z = f Zn(s) Gnxds. 
0 
设 ze D(G) 4 n — oo, fk (23) 我 们 得 到 
Z(t)r -z— f Zs) Gxds. 
0 


两 边 用 t ER, 并 令 t 0, 则 右边 趋 于 Gr, 从 而 左边 的 极限 存在 ; 故 c € D(H) A 
Hz = Gz. 因此 , HA G 的 延 拓 ， 由 定理 4, 和 > 0 同时 属于 G H 的 预 解 集 : A 
此 五 不 可 能 是 G 的 真 延 拓 . 故 H= G. 口 


下 面 我 们 再 简单 介绍 一 下 , Hile 所 给 出 的 定理 7 的 另 一 个 证 明 ; 该 证 明 的 关键 
是 用 向 后 差分 方程 


W(t)r — Wit — h)z - GW(t)z 


h 
代替 微分 方程 (14). 求解 此 差分 方程 , 有 
W(t) = (I- hG) W(t — h). 

先 令 t =h,2h,---, 最 后 再 令 h = t/n; 利用 递归 , 我 们 有 
Wit) = (1- ta) | (27) 


如 果 我 们 用 Zt) 表示 这 些 算 子 , 则 可 断言 : 
(i) 每 个 Z(t) 为 可 缩 算 子 ; 
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(ii) Z, 强 收 敛 于 生成 元 为 G 的 半 群 . 
注意 , (i) 是 (20) 的 直接 结果 . 我 们 省 略 (i) 的 证 明 ; 可 参见 34.3 节 中 的 例 1. 


34.3 “ 半 群 的 逼近 


在 偏 微分 方程 解 的 离散 逼近 的 收敛 性 理论 中 , 本 节 的 结果 起 着 十 分 重要 的 作 
H. 我 们 将 用 半 群 的 语言 来 叙述 这 些 结果 . E] 34.2 节 一 样 , 假设 Z(t) 为 强 连 续 的 单 
参数 算 子 半 群 ，G 为 Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 , D(G) 为 G 的 定义 域 . 我 们 将 时 间 变 量 
t 离散 化 为 小 单位 h 的 整数 倍 形式 , 这 里 的 h 假设 最 终 要 趋 于 0. 采用 递归 的 方法 ， 
定义 Z(nh)z ARBOR um): 


u+!) = Chul, yO =a, (28) 
其 中 C 是 依赖 于 h 的 有 界线 性 算 子 . > u(t) = Z(t)r, W u(t) 满足 微分 方程 
u = Gr. (29) 


因此 , (u(*9 — ul) /h 是 Gu 的 一 个 逼近 . 用 (28) 计算 此 差 商 , 则 Ch 及 u(t) = 
Z(t)z 满足 如 下 条 件 , 即 极限 


lim 


(S i c) u(t) -0 (30) 
在 0<t<1 及 D(C) 的 一 个 稠密 子 集 上 一 致 成 立 . RIE (30) KA Cr 的 一 致 性 条 
件 . 
我 们 可 以 用 归纳 的 方法 得 到 递归 条 件 (28), 从 而 
ur) = Cha (31) 
成 为 Z(nh)z RBC. 我 们 再 附加 离散 通 近 的 第 二 个 条 件 即 所 谓 的 稳定 性 条 件 . 该 
条 件 要 求 此 逼近 有 界 地 依赖 于 初始 向 量 z: FES n A TRY c, 使 得 
|C;| &c, nh<l. (32) 
下 述 结 果 称 为 Lax 的 等 价 性 定理 . | 
定理 8 设 Z(t) 为 作用 在 Banach 空间 X 上 的 强 连 续 单 参数 算 子 半 群 , 设 (28) 为 
Z(t) 的 满足 一 致 性 条 件 (30) HERE, 则 当 nh 趋 于 t 时 , u™ = Corp X v 
的 每 个 工 都 趋 于 Zt) 的 充 要 条 件 是 , ARH (32) 的 意义 下 , 离散 通 近 是 稳定 的 . 
WR 条件 (32) 的 必要 性 是 一 致 有 界 原 理 的 直接 结果 , 见 第 15 章 定理 7. 要 
证 明定 理 中 的 充分 性 , 我 们 要 用 到 代数 恒等式 : 
A” — B^ = A^(A— B) + A” 7(A- BB+...+(4— BB, 
其 中 4 和 B 为 两 个 ( 非 交换 的 ) SET. $ A = Oh, B= Zh), 方程 两 边 都 作用 在 
[a] ft x 上 : 
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n=l 
Cia - Zinh)e=) Ch (Ch — Z(h))Z(jh)æ 
=) c 


0 


3 


0 
这 里 我 们 用 到 了 半 群 性 质 及 u(t) = Zit)e. 
Ra 属于 G 的 定义 域 DG), 由 无 穷 小 生成 元 的 定义 得 
Z(h)z = c 4- hGz + Sh, 
其 中 ss 是 一 个 范 数 |sn| 为 olh) 的 向 量 . 因此 , 对 任意 的 t, 
Z(h)u(t) = Zh) Z(t)e = Z(t)Z(h)z 
= Z(t)[z +hGx + s] = u(t) + hGu(t) + Z(t)sn. 


(33) 


3 


j-!(€, — Z(h))u(jh); 


故 
(C, — Z(h))u = (Ch — I- hG)u — At)sn. 

将 此 等 式 代 入 (33), 得 

cfz- Zinh)e =) CH {Ch - I- hGju(jh) - 3, Ch 7^ Züh)sy. (33) 

借助 于 一 致 性 条 件 (30)、 范 数 估计 |sn| = o(h) . 稳定 性 条 件 (32) WR IZE) 
的 有 界 性 可 知 , 24 t < 1 时 , (33^) 的 右边 依 范 数 有 上 界 Yos olh) = noth). ER, 
在 nh <1 的 条 件 下 , 当 h TF OH, nolh) ÉF 0. 此 时 , 我们 已 证 明了 : 当 nh xS 
于 t 和 hh iF ON, 对 于 满足 一 致 性 条 件 (30) 的 所 有 = 及 所 有 t <1, Che 趋向 
于 Z(t)me. 由 于 满足 一 致 性 条 件 (30) 的 所 有 问 量 z 构成 了 X 的 一 个 稠密 子 集 , 并 
注意 到 算 子 COM Z(t) 的 一 臻 有 界 性 ,， 上述 所 得 的 结论 对 X 中 的 每 个 向 量 xz 也 
是 成 立 . 同样 , 利用 延 拓 以 及 群 性 质 (1), 上 述 结论 对 t > 1 也 成 立 . = 


^5 fr E XE BE RECS DB. 25 7) 80 455 NAHER C2 71 FR PE E] AN A BOE — A 
结构 性 定理 ; 参见 文献 中 的 Lax 和 Richtmyer. 定理 中 的 C 为 空间 变量 的 差分 算 
T, G 为 偏 微 分 算 子 . 在 光滑 函数 类 内 , 我 们 可 以 用 Taylor 定理 验证 一 致 性 . 

等 价 性 定理 的 有 效 性 已 超出 了 算 子 半 群 的 情形 . 对 于 偏 微分 方程 w = Gu 解 
的 逼近 (28), 等 价 性 定理 同样 也 是 正确 的 , 这 里 G 为 依赖 于 t 的 线性 算 子 . 

有 关 等 价 性 定理 的 参考 文献 十 分 丰富 ; 可 参见 Richtmyer 和 Morton. 

我 们 现在 给 出 定理 8 在 抽象 框架 下 的 几 个 应 用 . 


例 1 X Zt) 为 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 . 对 于 算 子 C, X 
取 定 理 7 的 Hille 证 明 中 的 向 后 差分 算 子 (27): 

C, = (I— hG)^!. (34) 
我 们 断言 ， Ch 的 这 种 选择 导致 了 一 致 的 和 稳定 的 逼近 . 事实 上 , 一 致 性 可 由 下 列 一 
串 代 数 恒 等 式 : 
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- G=(I- nay EN —-G-(I-hG)!G-G 
= (I- hG)"![G- (I- hG)G] = h(I- hG)! G? 
-(h-i!r-G)!gG 
得 到 . Hao 属于 G? 的 定义 域 , 则 一 致 性 条 件 (30) 是 估计 (20) 的 直接 结果 . LA 
为 , 在 定理 4 中 我 们 已 经 证 明了 G? 为 稠 定 算 子 , 所 以 此 逼近 具有 一 致 性 . 


习题 7 用 (20), 证 明 (30) 是 稳定 的 . 


定理 8 仅 是 诸多 半 群 逼近 定理 中 的 其 中 一 个 , 其 他 定理 归功 于 Trotter, Kato 
和 Chernoff (Jl, Goldstein 和 Strang 的 书 ), 其 中 Trotter 的 乘积 公式 是 Trotter 定理 
中 的 一 个 十 分 有 用 的 结果 . 

x T(t) 和 S(t) 为 两 个 强 连续 的 可 缩 算 子 半 群 ，G 和 再 分 别 是 它们 的 无 穷 
小 生成 元 ; X G+ 十 理 的 闭 包 是 强 连续 可 缩 算 子 半 群 Z(t) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 当 
nh — t,h —0 时 , 对 于 XX 中 的 每 个 向 量 工 , 有 

lim| T()S(h)|^z = Z(t)z. (35) 

该 定理 的 意义 在 于 , 它 揭示 了 物理 过 程 中 的 许多 无 穷 小 生成 性 都 有 一 种 自然 的 
分 解 性 .同时 , 在 许多 问题 中 , 这 也 有 利于 采用 完全 不 同 的 通 近 方法 计算 T(A) 和 
S(h). Strang 指出 , 用 


[r(*) sur(5)| = =T (5) [S(h) T(h)|^? S(h) T (3) x 


WUE Z(nh)e 要 比 用 (T(h)S(h)]n z BEE. 
习题 8 Strang 的 结论 为 什么 是 正确 的 ? 


人 们 自然 地 要 问 : 在 定理 8 中 , 是 否 可 以 去 掉 “G 为 强 连续 算 子 半 群 生成 元 ” 
的 假设 , 而 通过 稳定 的 且 与 G 一 致 的 差分 格式 (28) 的 存在 性 直接 推导 出 此 假设 来 
We? 在 偏 微分 方程 理论 中 , 这 有 利于 证 明 用 其 他 方程 的 解 逼 近 偏 微分 方程 解 的 存在 
TE. 我 们 仅 提供 一 个 弱 一 点 的 抽象 结果 ; 为 简单 起 见 , 我 们 取 X 为 Hilbert 空间 . 

设 G 为 定义 在 X 内 的 稠 定 闭 算 子 , 假设 G 的 伴随 算 子 G^ 也 是 稠 定 算 子 . = 
义 微分 方程 


Ch 一 了 
h 


ð Dp 
Ut Gu=0, u(0)=r (36) 
的 弱 解 . 

& w(t) A [0, oc) 到 G* 的 定义 域内 的 连续 可 微 的 向 量 值 函 数 , 且 满 足 : G* w(t) 


为 t 的 连续 函数 . 用 w(t) 和 (36) 作 内 积 , 然后 再 对 上 从 0 到 1 积分 , 得 


to) 
/ (v u- Gu) at=0 


A4t2 1 时 , 我 们 令 w(t) = 0; 用 分 部 积分 法 , 并 借助 于 G 和 G 的 伴随 性 质 , 得 
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Ot 
满足 上 述 所 有 条 件 的 函数 w(t) 称 为 可 允许 实验 函数 . 
定义 ”可 积 向 量 值 函数 u(t) 称 为 方程 (36) ff) 88 ft, 如 果 对 任意 可 允许 实验 函数 
w(t), 方程 (37) 成 立 . 
我 们 现在 简单 刻画 一 下 , 如 何 利用 逼近 (28) 构造 方程 (36) 的 弱 解 . 首先 将 (28) 
重 写 为 


f (hr+ew u) dt + (w(0), xj (37) 


ulr+)) = ur) 


a =G,u™, u =z, (38) 


其 中 


Gh = 
h 
我 们 用 它 的 对 偶 来 代替 一 致 性 条 件 (30), 即 假设 Gh YE G^ 的 定义 域 上 点 点 收敛 于 
G": 

Giw > Gru. (39) 
注意 , 方程 (38) 的 解 可 由 公式 (31): ul = Cha AH. 我 们 仍 保留 稳定 性 条 件 (32). 
下 面 引入 新 的 Hilber 空间 H. 在 [0,1 到 X 内 的 连续 向 量 值 函数 w(t) 空间 

E, 定义 H 范 数 : 


[Hw] I2 - f lw (t)|]?d t. 


S HAZZE H 范 数 下 的 完备 化 空间 , 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 
给 定 差分 方程 (38) 的 一 组 解 wm n =0,1,---, > 
u,(t)=u'™, nh<t<(n+1)h, 
我 们 可 以 将 这 组 解 延 拓 为 t 的 函数 un. 此 时 , un 的 H 范 数 为 


N 
[lunll = A5 lu NA=1. 
0 


由 稳定 性 条 件 (32): 对 所 有 的 n Al nh < 1, (ul 一 致 有 界 ; 从 而 llunlly XF h 
一 致 有 界 . 再 由 Hilbert 空间 中 的 有 界 集 的 弱 序 列 紧 性 , 在 h 一 0 的 过 程 中 , RII 
可 以 选取 一 个 子 列 使 得 {ws} 弱 收敛 于 H 中 的 某 个 函数 u. 我 们 将 断言 , 函数 IF 
是 (36) 的 一 个 弱 解 . 
定理 9 HAR 为 方程 (36) 的 一 个 弱 解 . 

WER — WE w(t) 为 任 一 可 允许 实验 函数 , > wir) = wnh). 用 w™ 与 (38) FEW 
积 , FRU h, 并 沿 n RA, N 


(n+1) _ 4,() 
Du (n) 一 一 一 一 )- (w™, Gru™)] — 0. 
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将 上 述 和 式 分 开 , 并 注意 到 G^ 和 G 的 伴随 性 质 以 及 当 t > 1 时 , w(t) = 0 的 事实 ， 
我 们 有 


DS (= wir) 
在 (40) 中 , 用 vi — s) 代替 函数 w(t), 并 沿 区 间 0 € s <h 积分 , 将 所 得 的 结果 整 
理 为 


+ wu) + (w(0), z) — 0. (40) 


/ (a + Gruft), u) Bee T 


S h 沿 前 面 所 选取 的 子 列 趋 于 零 , 由 于 每 个 可 允许 实验 函数 都 是 可 微 的 , 并 且 对 所 
有 的 t < 1, Gwt) 一 致 趋 于 G'w(t), 所 以 (40) BF 


f (Re+ ew u) at + (w(0 eis (hk 
因此 , u 为 方程 (36) 的 弱 解 . 口 


iki 由 前 面 的 讨论 , 弱 极 限 u 属于 H BU u 是 平方 可 积 的 ， 事 实 上 ， 容 易 证 
BH u 是 有 界 的 . 令 [a,b] 为 [0,1] 的 子 区 间 ， 由 稳定 性 条 件 , 存在 正常 数 M 使 得 
{|e ||? € M, n=0,1,---. 因此 ， 


b 
J liunoitae = Y^ |u|? < (b — a)M. 


a<nh<b 


X L? 范 数 在 弱 收 敛 下 是 下 半 连 续 的 , 故 
b 
ji \|u(t)||?dt € lim inf [ |lunll2dt < (b — a)M. 


因此 , 对 几乎 所 有 的 t, ||u(t)|| < vM. 

注 2 一 致 性 条 件 (39) 可 以 被 减弱 为 : G* 仅 在 G^ 的 定义 域内 的 一 个 稠密 子 空 间 
W 上 点 点 收敛 于 G*. 与 此 同时 , 要 求 在 可 允许 实验 函数 的 条 件 上 应 作 相 应 的 变化 . 
注 3 A Friedrichs 的 一 个 著名 定理 , 对 于 一 阶 偏 微分 算 子 来 说 , 弱 解 u 也 是 强 解 
即 经 典 解 的 L? 极限 . 我 们 还 不 知道 此 结论 是 否 有 对 应 的 抽象 结果 . 
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Rellich 证 明了 , 自 伴 算 子 A 加 上 一 个 (与 A 比较 ) 并 不 太 大 的 对 称 算 子 所 得 
的 和 仍 是 自 伴 的 ; 参见 第 33 章 定 理 5. 本 节 将 证 明 , 可 缩 算 子 半 群 的 生成 元 也 有 类 
似 的 性 质 . 在 叙述 该 结果 之 前 , 我 们 先 解释 一 下 可 缩 算 子 半 群 生成 元 的 Hille-Yosida 
条 件 的 Lumer-Phillips 形式 . 为 简单 起 见 , 我 们 仅 考虑 Hilbert 空间 上 的 算 子 半 和 群 . 
引 理 10(Lumer-Phillips) ik G 为 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 稠 定 算 子 , ÆG 
的 预 解 集 包含 了 Ri, MR G 生成 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 充 要 条 件 中 的 不 等 式 
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(20)， 等 价 于 不 等 式 
Re(z, Gr) < 0 (20^) 
在 G 的 定义 域 上 对 所 有 成 立 
满足 不 等 式 (20) RCE RO AEF. 
证 明 ”假设 不 等 式 (20) RX, 则 对 万 中 的 任意 向 量 u 和 任意 正 实数 ^, 有 
IAT- G) ul? < Flle. 
用 = 表示 向 量 (MT- G)-1u, 则 整理 上 述 不 等 式 为 
(2,2) 0e — Gz, Az — Ga). 
展开 右边 , 两 边 消去 (n, o), 再 用 和 去 乘 两 端 , 移 项 后 , 得 


(x, Gx) + (Gx, <x) < xlGzll2 
令 入 趋 于 无 穷 , 得 不 等 式 (20). 
若 将 上 述 证 明 过 程 逆 过 去 , 则 可 以 证 明 , (20) 蕴含 了 不 等 式 (20). 口 
下 列 结果 归功 于 Trotter. 
定理 11 $ G X Hilbert 空间 H 上 的 强 连 续 可 缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ，D(G) 
为 其 定义 域 . 假设 定义 在 H 内 的 稠 定 算 子 五 满足 下 述 条 件 : 
(i) 互 的 定义 域 包含 G 的 定义 域 ; 


(ii) 五 为 耗 散 算 子 ; 
(iii) 存在 非 负 实数 a Fob, a< 1, 使 得 不 等 式 
|| Hx|| < al| Gzl| + bjjæ|] (41) 
在 D(G) 上 成 立 ， 


WHF G+ H € X4& D(G) 上 , 是 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

WA ”因为 G 为 强 连续 可 缩 算 子 半 群 的 生成 元 ,所 以 它 是 闭 算 子 ， 我 们 断 
A,G+ HEXED(G) 上 也 是 闭 的 . 事实 上 , 设 {zn} 为 D(G) 内 的 向 量 列 , H 
En > x, (G + Ma, > z; È y, = (G + H)z,, lli 

G(En — Em) = Yn — Ym ~ H(En — Em). 
右 端 应 用 不 等 式 (41), M 
(1 — a)||G(an — z«)|| € lys — Vall + Olen — £all. 
因此 , {Gan} 收敛 , 进而 (Hen) 也 收敛 由 于 G AMAT, 所 以 z c D(G) A 
Grn 一 Ga. 再 由 (41), {Hen} 收敛 于 He. 因此 , z = (G+ Me. 故 G+H AA 
算 子 . 

我 们 再 断言 , 每 个 充分 大 的 正 实数 和 属于 G+ H 的 预 解 集 . 首先 证 明 , (和 I 一 

G- H) Æ D(G) 上 是 一 一 的 . 由 Lumer-Phillips 31, G 为 耗 散 算 子 ， 又 由 条 件 
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Gi), 五 为 耗 散 算 子 , 从 而 它们 的 和 G+ 五 也 是 耗 散 算 子 . 故 由 Lumer-Phillips 引 理 
中 的 逆 , 不 等 式 
lzlls sl G- Mall (42) 
在 G 的 定义 域 上 成 立 . 因此 , AT- G- H) 为 一 一 映射 ， 
由 (42), G+ H — AI 的 值 域 是 闭 的 ; 我 们 需要 证 明 , 该 值 域 为 整个 Hilbert 空 
ax. AMA, 存在 非 零 向 量 v 与 该 值 域 正 交 , 即 对 D(G) 中 的 任意 向 量 m, 有 
((G+ H — AD)z,v) — 0. (43) 
由 于 G 生成 了 强 连续 的 可 缩 算 子 半 群 , 所 以 G — AI IH. 故 , 在 定义 域 D(G) 内 
存在 向 量 非 零 xz 使 得 
(G-ADz = v. (44) 
将 (44) 代入 (43), 得 
vo]? + (Ha, v) = 0. 
FA Schwarz 不 等 式 估计 第 二 项 , 得 
vl < || All. (45) 
用 (41) 估计 (45) 的 右 端 ; 对 于 左 端 , 用 wv 的 表达 式 (44), 则 
|| Gaz — Az|| < al| Gz|| + bl|zll. 
两 边 同 时 平方 , 并 注意 事实 : G 为 耗 散 算 子 , 则 
|| Ga||? + A? | |x| |? < a?||Ga||? + 2ab|| Ga||||a|| + b?||2||?. (46) 
AA a <1, 所 以 当 入 充分 大 时 , ||z|| = 0, HM z = 0 UR v= (G -ADe = 0; KH 
Ej v 为 非 零 向 量 矛 盾 ! 故 G+ 五- AT 的 值 域 为 整个 Hilbert 空间 X. REIA, 我 
们 的 断言 成 立 . 
由 上 述 断 言及 Lumer-Phillip 引 理 , G+ 五 生成 了 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 . 口 


Banach 空间 情形 下 的 Trotter 扰动 定理 的 叙述 和 证 明 是 由 Goldstein 给 出 的 . 


34.5 BRB 


在 本 章 一 开始 我 们 就 证 明了 , HER Z(t) 的 生成 元 G 为 有 界线 性 算 子 , 则 
Z(t) 为 G 的 指数 形式 : 
Zt) = eG (47) 
由 第 18 章 中 的 谱 了 映射 定理 , 则 
c(Z(t)) = et (€. (48) 
当 G 为 无 界 算 子 时 , (47) 仅 在 符号 意义 下 成 立 . 我 们 的 问题 是 : 当 G 无 界 时 , (48) 
成 立 吗 ? 
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容易 证 明 , 当 y 为 G 的 特征 值 时 , e^ 为 Z(t) 的 特征 值 . 要 证 明 此 结论 , S u 
为 4 的 特征 向 量 : Gu = yu, 则 
Ze -7t Z(thu = e?! Z(t)(G — yDu = 0. 
Bb, e Zitu 与 t EX; X e^'Z(t)u TE t = 0 WHA u 所 以 对 所 有 的 t, 
et! Z(t)u = u, Bl et 为 Z(t) 的 特征 值 . 
当 > 为 G 的 任意 谱 点 时 , Ralph Phillips 证 明了 相同 的 结论 成 立 . 
定理 12 X Zt) 为 作用 在 Banach 空间 上 的 强 连续 单 参 数 算 子 半 群 ，G 为 其 
生成 元 , 则 
o(Zit)) 5 e, (48^) 
WR 用 .4 表示 由 半 群 Z(t), t > 01 G 的 所 有 预 解 式 RO 所 生成 代数 的 范 
数 闭 包 . 由 于 Z(t) 和 预 解 式 RCO 可 换 , 所 以 A 是 一 个 含有 单位 元 的 交换 Banach 
代数 . 因此 , Z(t) 和 RCO 作为 X 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 与 作为 Banach 代数 A 中 
元 素 的 谱 是 一 样 的 . 
& kA” (8) 中 的 常数 ,5 >k, WERF G 的 预 解 集 . 定义 单 参数 算 子 族 Vit): 
V(t) = R(C)Z(t), t>0. (49) 
我 们 断言 , FEV RGF F, Vit) 关于 t 连续 . 要 证 明 此 断言 , 将 RO 的 表达 式 (16) 
代入 (49): 


Vit)z =f Z(s)e 55 Z(t)zd s 


= ^ E Z(s + t)re ds = e! / E Z(r)re *"dr; 
0 t 
Wb, V(t) 在 一 致 拓扑 下 连续 依赖 于 t. 又 ZG RR 交换 , 所 以 (49) HA: 


R(C) V(t + s) = Vit) Vis). (50) 
由 习题 2 中 的 (9), 4 属于 G 的 谱 , SAWS (C-l 属于 RC) 的 谱 : 
o(R(¢)) = (¢ -0o(G))™. (51) 


根据 Gelfand 变换 理论 , o(R(C)) = ((R(Q): pA ABC 内 的 非 零 同 态 }. 因此 ， 
4a GNA, 则 存在 非 零 同 态 p: A C, 使 得 


p(R(¢)) = (6-9) !. (51’) 
QEA p 作用 在 (50) 两 边 , 则 
Pp(R(C))p( VG + s)) = p( V(t))p( V(s)). (52) 
由 (51^, p(R(C)) #0. 因此 , 我 们 可 定义 
m(t) = p( V(t))/p( R(O)). (53) 


此 时 , (52) 可 以 重 写 为 
m(t + s) = m(t)m(s). (54) 
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由 于 V(t) MAR p 都 在 一 致 拓扑 下 连续 , 所 以 p( V(t)) 和 m(t) 都 是 R 上 的 
复 值 连续 函数 . 众所周知 , 方程 (54) 的 连续 解 为 指数 函数 : 


m(t) = et. (55) 
4 p 作用 在 (49) 两 边 , 得 p(V(t)) = p(R(C))p(Z(t)). 结合 (53) 和 (55), W 
p(Z(t))  e**.? (55/) 


用 (EAE (16) 两 边 ; 
尽 (C)27 = a e^** R(C) Z(s)zd s. 
由 于 RZ(s) 在 一 致 拓扑 下 连续 , 所 以 上 述 右边 的 积分 在 一 致 拓扑 下 存在 : 
RUG)? = [ eeR(O2(a)ds 
用 p 作用 在 上 式 两 端 并 用 (557). 
PRC) = HR) =p(R(O) | era FE. 


HF p(R(C)) #0, W p(R(Q)) = (C — k")-!. 对 比 (51%), RATA k' = y. 代入 (59), 
有 


p(Z(t)) =e". (56) 
由 Gelfand 理论 , p(Z(t)) 属于 Z(t) 的 谱 , 从 而 et 属于 Zt) 的 谱 . 由 y 的 任意 性 ， 
我 们 得 到 (48). 口 


在 某 些 情形 下 , (48) 中 的 包含 为 真 包含 . 虽然 如 此 , 但 Phillips 证 明 如 下 定理 . 
定理 12' ik Z(t) 为 强 连 续 的 单 参数 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 , 若 存 在 某 个 
T > 0, 使 得 Z(t) At>T 上 一 致 连续 , 则 Zt) 的 每 个 非 零 谱 点 都 属于 er. 

WER 由 于 Z(t) 的 每 个 非 零 谱 点 都 形 如 p(Z(t)) 的 形式 , 其 中 p 为 4 到 C 内 
的 非 零 同 态 , 因此 , 对 于 固定 的 p, 令 n(t) = p(Zt)). 将 p 作用 在 方程 Z(s +t) = 
Z(s)Z(t) 的 两 端 ， 则 

n(s+t) = n(s)n(t). 
由 假设 , Z(t) Et>T 上 一 致 连续 , 所 以 n(t) Ht > T LEE. 满足 此 函数 方程 的 
非 零 连续 解 为 指数 函数 : nlt) = et. 我 们 略 去 证 明 的 余下 部 分 ; 可 参见 定理 12 的 
证 明 . 口 


定理 13 ik Z(t) 为 强 连续 的 单 参数 算 子 半 群 ，G 为 其 无 穷 小 生成 元 . 若 存在 人 > 0 
使 得 ZT) 为 紧 算 子 , 则 下 列 性 质 成 立 : 
(i) Z(t) 的 非 零 谱 属于 et), 


(D 注意 , 对 任意 t > O, p(Z()) = e*t < || Z(t)|| < bett, 所 以 k' <k « C. 译 者 注 
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(ii) G 的 谱 由 离散 点 集 {7} 组 成 ,其 中 Rey, 2 Rey >, FA Rey; 一 
(ii) Ha 为 任意 向 量 , 则 对 充分 大 的 了 Zt) 有 渐进 展开 式 : 
Z(t) ~ $ e™'p;(t), (57) 
这 里 的 p; 3 t 80 $5 X, 其 系数 为 G 的 广义 特征 向 量 . 


习题 9 证 明定 理 13. 


我 们 现在 转向 讨论 半 群 及 其 生成 元 的 转 置 问题 . 
定理 14 设 义 为 自 反 Banach 空间 , € Zt): X X 为 强 连 续 的 单 参数 算 子 半 
群 , 则 它 的 转 置 Z(t): X' OX 也 是 强 连续 的 单 参 数 算 子 半 群 ， 其 生成 元 为 Zt) 
的 生成 元 的 转 置 . 

证 明 ”由 转 置 的 定义 , 车 z BX, eR OX’, 则 

(Z(t)z,£) = (x, Z (te). (58) 

因此 , 由 自 反 性 , Z(t) 是 弱 序 列 连续 的 ; 定理 AAT Z(t) 的 强 连 续 性 . 

我 们 用 HER Z(t) 的 生成 元 ,用 G 表示 Z(t) 的 生成 元 . Rae 为 D(G) 内 的 
向 量 , 《 为 DA) 内 的 向 量 , 若 对 (58) 两 端 在 t= 0 求 微分 , 则 

(Gz, £) = (x, Ht). 

因此 , G' 为 H 的 延 拓 .由 定理 4, 每 个 大 于 上 的 实数 入 都 属于 H 的 预 解 集 ; 又 由 
定理 3, G' 的 预 解 集 和 G 的 预 解 集 一 致 , 因此 G^ 的 预 解 集 中 也 包含 这 些 大 于 大 


的 实数 A. 故 G' 不 可 能 是 H 的 真 延 拓 , 即 转 置 G' 为 Z(t) 的 生成 元 . 口 
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数学 的 各 个 分 支 中 到 处 都 可 以 找到 酉 算 子 群 的 影子 。 本 章 我 们 将 考虑 强 连 续 
的 单 参数 西 算 子 群 Ult),—co < t < oc. 这 类 群 一 般 来 源 于 三 个 方面 : 一 是 能 量 守 
恒 过 程 , 如 由 各 种 波动 方程 控制 的 过 程 ; 二 是 保 概率 过 程 , 如 由 Schrödinger 方程 控 
制 的 过 程 ; 三 是 Hamilton 流 和 其 他 保 测度 的 流 的 过 程 . 


35.1 Stone 定理 


定理 1 设 A AKAMA Hilbert 空间 H 内 的 自 伴 算 子 , 则 

(i) 存在 强 连续 的 西 算 子 群 Ult), 使 得 i4 为 其 无 穷 小 生成 元 ; 

(ii) 反之 , 每 个 强 连续 的 西 算 子 群 都 是 由 i4 生成 的 , 其 中 委 为 某 个 自 伴 算 子 . 

WER (i) 由 第 32 章 定 理 5, 每 个 非 实 复数 z 都 属于 自 伴 算 子 A 的 预 解 集 , B. 
预 解 式 有 界 : 

|| R(z)|| € |Imz|"'. 
因此 , iA 和 -i4 均 满 足 Hille-Yosida 定理 的 条 件 ( 见 第 34 章 中 的 定理 7), 它们 都 
可 以 生成 强 连 续 的 可 缩 算 子 半 群 , 我 们 分 别 用 U(t) 和 V(t), t 2 0 表示 . 我 们 断言 ， 
Ult) 和 Vit) 是 互 逆 的 . 为 此 , x 属于 A 的 定义 域 , 定义 上 的 函数 : 
U(t) V(t)z. 

该 函数 关于 上 可 微 且 导数 为 0: 


(UI) Vit)z) = (UlAV(t)x — U(t V(tz)i = 0. 


因此 , 函数 Ut) Vit)z At METER. WM U(t) Vtt)z = U(0) V(0)m =x. Hz 的 
任意 性 ，U(t) V(t) 在 A 的 定义 域 上 为 恒 等 算 子 . 再 由 A 定义 域 的 稠密 性 和 算 子 
U(t) V(t) 的 连续 性 ，U(t) Vit) 在 整个 Hilbert 空间 H 上 为 恒 等 算 子 . WR UM V 
的 位 置 得 , U) M Vit) 为 一 对 互 逆 算 子 . 

根据 Hille-Yosida 定理 , U(t) 和 V(t) 为 可 缩 算 子 . 另 一 方面 , 它们 的 乘积 为 天 
因此 , U) 和 Vit) 保 范 , 进而 它们 为 西 算 子 . 

当 + 为 负 实数 时 , EX U) = V-t). BR, 对 所 有 实数 s Mt, Us+t) = 
U(s) U(t), 并 且 当 z 属于 A 的 定义 域 时 , dU(t)z/dt = AUlt)z. 因此 , iA ABR 
U(t) 的 生成 元 . 

(ii) 我 们 反 过 来 证 明 (i) NER. 设 U(t), -oo < 上 < oo, 为 强 连续 的 西 算 子 
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BÉ, 则 U(t) 和 V(t) = Ut) 为 两 个 强 连续 的 可 缩 算 子 半 群 ; 它们 的 生成 元 相差 一 
个 负 号 , 分 别 用 G 和 - G 表示 . 对 生成 元 G 和 - G 应 用 第 34 章 定理 7 可 知 , 每 
个 非 零 实 数 都 属于 G 的 预 解 集 . 因为 Ut) WEHT, 所 以 

|| U(£)z||? = (Ult)z, U(t)z) = I|zll*. 
A x H G 的 定义 域内 的 向 量 , 对 上 式微 分 , 并 令 上 = 0, 则 

(Gz,2) + (x, Ga) = 0. 
在 上 式 中 , SA m 十 y RF a, 则 
(Gz,y) + (x, Gy) 
的 实 部 为 0. 再 用 iy 代替 y, 则 当 = Ay 均 属于 G 的 定义 域 时 , 有 
(Ga, y) + (a, Gy) = 0. (1) 

此 等 价 于 ，G 为 反对 称 算 子 ; Milt, GA -G 的 延 拓 . 由 第 34 章 定理 3, G^ 的 预 
解 集 为 G RUSE RS TH. 因此 , 每 个 非 零 实数 都 属于 G^ 的 预 解 集 . 又 因为 每 
个 非 零 实数 属于 -G 的 预 解 集 , 所 以 G* 和 —G 中 的 任 一 个 算 子 不 可 能 是 另 一 个 
算 子 的 真 延 拓 . 故 G* = —G. 一 


用 自 伴 算 子 A 的 谱 分 解 , 可 以 定义 函数 c*(4), 其 中 cs 为 Borel 集 S. 上 的 特 
(EAM. 首先 回忆 一 下 , 第 33 章 中 的 A 的 谱 分 解 的 三 种 构造 都 是 先 以 限制 性 的 函 
数 演算 开始 的 . 33.1 节 中 的 构造 建立 在 预 解 式 (A - 2)! 的 基础 上 , 其 中 z 为 非 实 
的 复数 ; 33.2 节 中 的 构造 应 用 了 Cayley 变换 (A - iD)(A + il)'; 33.3 节 中 的 构造 
建立 在 连续 函数 演算 f(4) 的 基础 上 , 其 中 f 为 RU {oo} 上 的 连续 函数 . 用 Stone 
定理 , 我 们 可 以 定义 指数 函数 eit4, 因此 接 下 来 , 我 们 将 刻画 如 何 利用 该 函数 演算 
构建 A 的 谱 分 解 . 

引 理 2 设 U(t) X Hilbert 空间 H 上 的 强 连续 的 单 参 数 西 算 子 群 , Eu AHP 
的 向 量 , 则 函数 
a(t) = (U(t)u, u) (2) 
A Bochner 意义 下 的 正定 函数 (参见 144 35), Bp alt) AH R69. Ei, 且 对 
4E EA IRAE HK titza tn 及 复数 GN. ON 成 立 不 等 式 : 
X a(t; — te)djd 2 0. 
证 了 明 由 U(t) 的 群 性 质 和 事实 Ult) = U(t) ! = U(t)*, 得 


D alt; — 1)6;8, = Y (Ut; — te), u)ó;6, 
=) (Ut) ! Ult;)u, u)ojd 
=) (Ult;)u, U(te)u) ojo 


= (> 6; Ult;)u, V de U(tx)u) 
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= |) 6; U(tj)ulP > 0. = 


由 Bochner 定理 即 第 14 章 定理 8, R 上 的 每 个 正定 函数 都 是 R 上 的 某 一 非 负 
测度 的 Fourier 变换 . 因此 , 存在 R 上 的 非 负 测度 m, 使 得 


(U(t)u,u) = f omo». (3) 


A t — 0, W jul? = m(R). 因此 , 测度 m 与 向 量 u 有关, Æ (U(t)u, u) 的 Fourier 
变换 并 由 u 唯一 决定 . 故我 们 可 以 用 mu) 表示 由 u 确定 的 测度 m. 
由 于 (2) 的 右 端 为 u 的 二 次 函数 , 所 以 我 们 有 与 之 相伴 的 斜 双 线性 函数 : 


(U(t)u,v) = [eb amosu,r), (4) 


这 里 的 mlu, v) 是 通过 极 化 测度 mu) 所 得 到 的 测度 . 
引 理 3 WMA m(u,v) 有 下 列 性 质 : 
(i) m(u, u) = m(u); 
(ii) m(v, u) = m(u, v); 
(ii) m(u,v) 关于 u 是 线性 的 , XT v RALIS; 
(iv) [m(S,u,v)| € ljul|-Ilo]], 其 中 S 为 任 一 Borel 集 . 
WEBB ASA 31 章 定理 17 的 证 明 . 口 


由 有 界 半 双 线 性 型 的 性 质 , 即 第 31 章 定理 1, 对 任意 Borel R S, 存在 有 界 对 
WAT E(S), EIS) < 1, 使 得 
m(S, u,v) 一 (五 (9) v). 
因此 , (4) 又 可 重 写 为 
(U(t)u, v) = f e'^d (Eu, v). (5) 
用 类 似 于 31.7 节 讨 论 单个 酉 算 子 谱 分 解 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 , E 是 算 子 4 的 单 
位 分 解 . BU 五 具有 第 32 章 定理 1 所 叙述 的 性 质 . 我 们 将 该 细节 留 给 读者 . 


35.2 遍历 理论 


强 连续 的 本 算 子 群 理论 可 以 应 用 于 平均 遍历 定理 . 本 节 我 们 将 给 出 一 个 与 35.3 
节 的 遍历 性 有 密切 关系 的 抽象 结果 . 
定理 4 (von Neumann) % U(t) 为 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 强 连续 单 参 数 西 
算 子 群 , 则 下 列 性 质 成 立 : 
(i) S F AAR Ut) 下 不 变 的 所 有 向 量 f 组 成 的 集合 {f E H : Ut)f= 
f.teR} MFAH PHATE; 
(ii) 4- M(t) 表示 平均 算 子 
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w 


M(t)g = | U(s)gds, (6 
Rj 35 t — oo Bj, M(t) BkAFP 即 对 H 中 的 每 个 向 量 9, 有 
S — lim M(t)g = Pg, 
HPRMRPAH SF EHERRY. 
WEBB von Neumann 的 原始 证 明 依 赖 于 无 界 自 伴 算 子 的 谱 分 解 . DE, 我 们 给 
出 一 个 简单 证 明 , 这 归功 于 Eberhardt Hopf. 
集合 FON H 中 的 闭 子 空间 是 一 个 显然 的 结论 , 因为 它 是 一 组 有 界线 性 算 子 
U(t) I, te R, 的 零 空 间 的 交集 . 对 于 (ii), 我 们 需要 如 下 引 理 . 
引 理 5 HUART, E RIAA U-IHZS HM HEAR MEARHE 
交 补 . 
证 明 设 g 和 hh 为 五 中 的 向 量 , 则 
((U - Dg, h) = (g,(U - Dh). 
利用 U* U = 1, WERTEN 
((U — I)g, h) = (g, (I — U)U*h). 
EAS: #95 REX, 则 右 端 为 0, 从 而 左 端 也 是 0, B (U— Dg 5 H 中 的 每 
个 向 量 h EX. 故 g 属于 U 一 了 的 零 空间 E. RZ, Bg 属于 E, 则 左 端 为 0, 从 
而 右 端 也 是 0, 即 g 5 REX. 口 


W r 为 实数 , > U= U(r). BAW U-T KER RMA R 正 交 分 解 , 则 
H 中 的 每 个 向 量 g 可 分 解 为 
g-e-cz, (T) 
其 中 z 属于 R, e 与 REX. 由 引 理 5, e 属于 U- 了 的 零 空间 E. 我 们 断言 , 当 
t 一 oo 时 , M(t)z 一 0. 要 证 明 此 断言 , 对 于 任意 > 0, 我 们 用 R 中 的 向 量 z; 
it Z: 
llz — zel| <€, z.=(Ur)-Dh, hed. 
由 M 的 定义 (6) 及 ||U(s)|| = 1 知 , || M(t)|| < 1. 因此 , 对 实数 二 
IM (t)z - M(t)ze|| = || M(t)(z — z.)|| <e. 
由 (6) 及 Uls) 的 群 性 质 , 我 们 有 
M (t)z. - M(t)(U(r) — Dh = M(t)U(r)h — M(t)h 


-1 [ von Ur)hds - f OTT. 


af Ui)hds-r f U(s)hd s. 


HN, 右边 每 一 项 的 范 系 数 都 小 于 rllh||/t, 所 以 t 一 oo 时, 左边 依 范 数 ||M (02; 1] 
趋 于 0. X ||M(t)z - M(t)z.|| «e A e 的 任意 性 , 所 以 || M(t)z|| WET 0. 
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接 下 来 , 我 们 再 证 明 : 若 e 属于 零 空 间 E, W t — oo 时 , M (t)e 的 极限 存在 ， 
且 该 极限 属于 E. 由 于 Ult+r)e= U(t)U(r)e = U(t)e, 所 以 U(t)e X t KAHK 
ME r 是 一 个 周期 . 对 于 实数 t, E$ (tA nre, 0Sq<|r n X 自然 数 , 则 


M (t)e = if U(s)eds = JN U(s)ed s 十 : [ U(s)eds. 
令 t — oo, 则 右边 的 第 二 项 趋 于 0, 而 第 一 项 则 趋 于 
ee (8) 
T Jo 


因此 , M(t)e 收敛 于 (8). 又 Us) 与 U- IDK, 所 以 Uls) K E RARS. KA 
量 (8) 属于 E. 

因为 H 中 的 每 个 向 量 g 有 分 解 e+ z, 所 以 由 上 述 两 段 的 证 明 , 当 上 一 oo R}, 
M(t)g 的 极限 存在 , 且 该 极限 属于 E, 即 该 极限 为 U= Ur) 的 固定 向 量 . 由 7 的 
任意 性 , M(t)g 在 t 一 oo 下 的 极限 属于 下. 

H FEX, Us) 在 子 空间 F 上 为 恒 等 算 子 . 我 们 进一步 断言 , CH F 的 正 
交 补 子 空间 映 入 到 自身 内 . 这 是 因为 , FAR w 与 FEX, 则 对 FP 中 的 每 个 向 量 
f, 有 

(U(s)w, f) = (w, U(—s)f) = (w, f) = 0; 

因此 Us)w 5 F EX, 此 断言 成 立 . AFA ST M(t) EBATE Uls) 的 均值 , 所 
以 M(t) 以 及 M(t) 的 强 极限 在 F 上 的 作用 为 恒 等 作 用 , A F 的 正 交 补 子 空间 
映 入 自身 . 又 M(t) 的 强 极 限 将 整个 Hilbert 空间 H BRA F OA, 所 以 该 强 极限 只 能 
将 FF 的 正 交 补 子 空间 映 为 零 . 因此 , M(t) 的 强 极 限 正 是 HE F 上 的 正 交 投影 . O 


35.3 Koopman f 


BM 为 开 的 紧 微 分 流 形 , V 为 M 上 的 预先 给 定 的 体积 元 , 我 们 要 研究 沿 向 量 


场 D 的 保 体 积 流 , 即 研究 微分 方程 


cz. Die) (9) 


的 解 .  x(y;t) 表示 微分 方程 (9) 的 解 其 中 y 为 该 解 在 it=0 的 值 , 则 y 一 z(y;t) 
为 保 体积 的 映射 . 因为 M 是 紧 的 , 所 以 M 的 体积 有 限 . 由 于 向 量 场 D 与 t FER, 
所 以 
z(x(2;8),0) = z(2; s +t). (9^) 
^ HK M 上 的 平方 可 积 函 数 9 组 成 的 Hilbert 空间 , Bemard Koopman 将 
这 样 的 流 z(y;t) 与 H 上 的 单 参数 西 算 子 群 : 
(U(t)g)(y) = g(z(y:t)) (10) 
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联系 起 来 . 由 流 的 保 体 积 特性 , 由 (10) 定义 的 算 子 Ult) ROL? 范 数 ; 事实 上 , 它们 
保 所 有 Le 范 数 ,1 < p < co. 

对 于 这 样 的 流 , von Neumann 的 平均 遍历 定理 能 告诉 我 们 什么 信息 呢 ? 即 在 酉 
算 子 群 (10) 下 固定 的 函数 组 成 的 空间 A 有 何 性 质 呢 ?7 显然 , 常 值 函数 在 每 个 U(t) 
下 固定 , 即 常 值 函数 属于 F. 除 此 之 外 , 下 中 还 有 其 他 函数 吗 ? 假设 函数 f 属于 下 ， 
不 妨 设 f HERE, 2 c 为 任意 实数 , Se 为 M 中 的 满足 f(y) < c 的 所 有 点 y 组 成 
的 集合 , 则 S. 在 流下 不 变 , 即 车 y 属于 SL 则 所 有 的 点 z(y;t) 都 属于 Se f^ 
是 常 值 函数 , WS. 为 流 的 非 平凡 不 变 子 集 , BD S. 及 其 补 子 集 都 有 非 零 测度 . RZ, 
ES 为 流下 不 变 的 非 平 凡 子 集 , 则 其 特征 函数 


w={ TFET 
0, ygs 
在 西 群 (10) 下 固定 . 综 上 所 述 , 我 们 已 经 证 明了 如 下 结论 . 

给 定 M 上 的 保 体积 流 ， 则 在 与 该 流 相 伴 的 Koopman #Æ (10) AMA HT 
下 固定 的 函数 仅 为 M LARRA, HARKS M 不 存在 流下 不 变 的 非 平凡 可 测 
子 集 . 

不 存在 非 平 凡 的 不 变 可 测 子 集 的 流 称 为 具有 度量 可 迁 性 . 

假设 在 流 (9) 下 不 存在 非 平凡 的 不 变 子 集 , Wu) F 由 常 值 函数 组 成 . 因此 , 由 平 
IDRE, M(t) Æ g € L'(M) 上 的 作用 M(t)g BF g 到 常 值 函数 空间 上 的 投 


X. 如 何 确定 该 投影 呢 ? 显然 , CE 9 的 在 给 定 体 积 Y 下 的 均值 : 
l 


pg = zaan | 90. (11) 
投影 (11) 称 为 函数 g 的 空间 均值 , 而 由 均值 算 子 M(t) 得 到 的 极限 称 为 g 的 时 间 
均值 . 因此 , 粗略 地 讲 , Koopman 群 的 平均 遍历 定理 告诉 我 们 : 假设 流 (9) 不 存在 
非 平凡 的 不 变 子 集 , 则 每 个 L 函数 的 时 间 均 值 和 空间 均值 相等 . 

在 统计 力学 中 , WEM 对 应 于 相 空 间 即 由 N 个 相互 作用 粒子 的 Hamiltonian 
系统 导出 的 向 量 场 , 其 中 N ~ 1023; 时 间 均 值 被 解释 为 N 元 函数 9 的 测量 值 . 依 
定理 4, 测量 的 时 间 要 很 大 . 遍历 定理 最 早 由 Ludwig Boltzmann 以 一 种 初等 的 形式 
提出 来 , 其 意义 在 于 我 们 仅仅 需要 估计 1023 维 流 形 上 的 积分 (11), 而 并 不 需要 求 涉 
及 10” 个 未 知 函 数 的 形 如 (9) 的 偏 微分 方程 的 解 . 

Jack Schwartz 已 经 指出 , 测量 值 有 热力 学 意义 的 函数 g 是 10° 个 变 元 的 对 称 
函数 . 这 些 极 特殊 函数 的 时 间 和 空间 均值 之 间 的 等 式 是 由 除 遍 历 定理 以 外 的 其 他 
原因 造成 的 . 

- 般 来 讲 , 我 们 很 难 决 定 哪 些 流 有 非 平凡 的 不 变 子 集 , 哪些 流 没有 . 文献 Lax 
中 给 出 了 一 个 有 趣 的 例子 . 
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35.4 波动 方程 
典型 的 波动 方程 为 


ur — Au = 0, 
其 中 A Laplace FT: 
A=892+92+0,, 
这 里 的 下 标 表 示 偏 导数 . 对 波动 方程 在 全 时 空 R? xR 上 的 解 u, Æ u 及 其 一 阶 偏 
导数 在 2? + y? + 22 一 oo 时 , 快速 趋 于 0, 则 利用 如 下 过 程 , 我 们 可 以 导出 关于 u 
的 能 量 守恒 定律 : 先 用 w 去 乘 波 动 方程 , 再 沿 R? 积分 : 
ja ulun — Au)dV =0. 


用 分 部 积分 法 , 将 此 式 整 理 为 


(UtUtt + Wzttur + Uytuy + uz uz;)dV = 0. 
ytUy 


左边 的 积分 是 函数 
E(t) = ; [e «ual uz)dV 

对 t 的 导数 . 因此 , Elt) 为 t 的 常 值 函 数 . 这 种 与 时 间 无 关 的 量 称 为 运动 常数 或 守 
恒 量 . 

A E(t) RAGE, CE uM u 的 二 次 函数 , 其 平方 根 称 为 能 量 范 数 . 

若 波动 方程 的 两 个 解 有 相同 的 初 值 , 则 它们 的 差 也 是 波动 方程 的 解 , 其 初 值 为 
=, 进而 原始 能 量 也 为 零 . 因此 , 由 能 量 守恒 定律 , 波动 方程 的 这 两 个 解 的 差 在 每 一 
时 刻 的 能 量 均 为 零 , 从 而 在 每 一 时 刻 的 值 也 是 零 . 因此 , 初 值 u(0) 和 wi(0) 完全 决 
定 了 波动 方程 的 解 在 每 一 时 刻 的 取 值 . 

我 们 用 H 表示 有 有 限 能 量 的 所 有 初 值 {v(0),w(0)} 组 成 的 线性 空间 在 能 量 范 
数 下 的 完备 化 空间 , 它 是 一 个 Hilbert 空间 . 

我 们 用 U) 表示 解 算 子 , 即将 初 值 映 为 + 时 刻 数值 的 算 子 : 

U(t) : {u(0),u.(0)} — {u(t), u(t)}. 

不 难 证 明 , 若 预先 给 定 的 初 值 u(0) 和 w(0) RAIA A RR, 则 可 以 求 得 波 
动 方程 在 全 时 空 内 的 初 值 问 题 的 解 . 因此 , 我 们 可 以 先 在 光滑 的 有 紧 支 集 的 初 值 上 
EXAT Ult), 再 利用 满足 这 些 性 质 的 初 值 在 空间 H 内 的 稠密 性 , 将 Ult) 连续 延 
拓 到 整个 空间 H 上 . 不 难 证 明 : 延 拓 后 的 算 子 形成 了 一 个 强 连 续 的 单 参 数 西 算 子 
群 .此 时 的 强 连续 性 可 先 在 光滑 的 初 值 上 验证 , 然后 由 连续 性 , 再 在 对 有 限 能 量 的 
初 值 上 进行 验证 . 群 性 质 U(s +r) = Uls) U(r) 表达 了 这 样 的 事实 : FF ulz, y, z, t) 
为 波动 方程 的 解 , 则 ul y, z t- s) 也 是 波动 方程 的 解 ; 西 性 质 仅仅 是 能 量 守 恒 及 
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其 u(t) 的 可 逆 性 的 另 一 种 表述 , 而 此 时 的 可 逆 性 又 可 以 通过 求 相 反 初 值 问 题 的 解 
得 到 验证 . 


习题 1 求 波动 方程 的 解 算 子 形成 的 强 连续 单 参数 酉 算 子 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 


下 面 我 们 将 波动 方程 在 全 时 空 内 的 初 值 问题 延伸 到 有 障碍 的 初 值 问题 上 , 即 研 
究 波动 方程 在 全 时 空 和 三 维 空间 的 某 个 障碍 B 外 部 的 解 . 我 们 要 求 在 障碍 B E, 
所 有 的 解 u 需 满足 边界 条 件 , 即 u 在 B 的 边界 上 取 值 为 零 

同上 所 述 , 用 同样 的 方法 可 以 导出 能 量 守恒 性 质 ， 先 用 分 部 积分 法 产生 边界 
项 : 

| nd, un = 的 法 向 导数 

"su 在 边界 OB 上 取 值 为 0 时 ,此 边界 项 为 0。 当 然 , 我 们 也 可 以 要 求 边界 条 件 
un = 0, 从 而 使 得 边界 项 为 0. 无 论 哪 一 种 情形 , 能 量 守恒 性 质 都 成 立 . 

用 类 似 的 过 程 构造 解 算 子 Ut), 从 而 形成 强 连续 的 西 算 子 群 (在 能 量 范 数 下 )， 
在 此 过 程 中 , 唯一 会 出 现 的 新 困难 就 是 : 很 难 证 明 , 有 光滑 初始 值 问题 的 波动 方程 
在 所 有 时 刻 满足 边界 条 件 的 解 的 存在 性 . 但 是 , 这 仅仅 是 技术 性 困难 , 不 会 掩盖 在 
障碍 B 外 部 的 有 限 能 量 解 的 简单 基本 结构 . 


35.5 平移 表示 


我 们 先 来 回顾 一 下 作用 在 Hilbert 空间 H 内 的 自 伴 算 子 A 的 谱 表 示 ( 参见 第 
32 章 ). 若 4 有 重 数 为 1 的 谱 , UFER 上 的 非 负 测度 m 以 及 存在 H M LR, m) 
之 间 的 西 算 子 : 

H «+ L?(R,m), 
使 得 算 子 A 对 应 了 作用 在 LR, m) 内 的 变量 A e R 所 作 的 乘法 算 子 . FAME 
为 多 重 数 的 , 则 存在 HOM L 空间 的 (可 能 无 限 个 )Cartesian 积 [] L?(R, m;) 之 间 
的 西 映射 : 
H + [[Z7(R,m;), 

使 得 算 子 A 对 应 于 Cartesian 积 空间 上 的 算 子 , 并 使 得 该 算 子 在 每 个 分 支 上 为 AE 
R 所 作 的 乘法 算 子 , 这 里 的 m; WR 上 的 非 负 测度 . 

由 Stone 定理 , AT iA 生成 了 强 连 续 的 单 参数 西 算 子 群 Ult), 用 符号 将 U(t) 
表示 为 : U(t) = expiAt. 
定理 6 在 自 伴 算 子 4 的 谱 表示 中 , HF Ult) =expiAt 被 表示 为 expiM HEH 
REF. 

证 明 Stone 定理 的 证 明 建立 在 Hille-Yosida 定理 即 第 34 章 定理 7 的 基础 上 . 
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我 们 将 采用 Yosida 的 方法 证 明 该 定理 , 即将 expi4t 看 作 是 强 极限 
expiAt = s — Jim eiGnt = n? R(n) — nl. (12) 
在 31.5 节 推 导 谱 表示 的 过 程 中 , 我 们 已 经 证 明了 R(n) = (nZ—-14) ^! 被 表示 为 
(n — A) 所 作 的 乘法 算 子 . 因此 , (12) 右边 的 算 子 可 被 表示 为 e77/0-9. 所 作 的 

乘法 算 子 . 

Buk H PHAR, 不 妨 设 对 应 于 {kj( 和 )}, W eiCntu 对 应 于 (63/0), 
(\)}; 这 些 函数 在 n 一 oo 下 的 L?(m;) 极限 对 应 于 函数 (e? k; ()). 故 Ult) HE H 
上 的 作用 被 表示 为 expiXt 在 [[L7(R,m;) 上 的 乘法 作用 . 口 


FERNER A 的 谱 在 及 上 绝对 连续 且 具 有 一 致 谱 重 数 的 情形 , 即 谱 表 示 中 
的 所 有 测度 m; 文 撑 在 R 上 并 且 关 于 R 上 的 Lebesgue 测度 绝对 连续 的 情形 . 第 
31 章 结束 部 分 的 注 记 中 已 表明 , 这 种 情形 下 , 出 现在 谱 表 示 中 的 测度 可 以 选取 为 整 
个 R ER) Lebesgue WE, 故 谱 表 示 可 重新 记 为 

H — [[Z?(R). 

为 方便 起 见 , 我 们 将 LR) 空间 的 Cartesian 积 看 成 单个 空间 LN, R), 即 赋 
值 在 某 个 辅助 Hilbert 空间 N 上 的 L? 向 量 值 函数 组 成 的 空间 , 其 中 ON 的 维 数 等 
于 Cartesian 积分 支 的 个 数 , 可 能 为 oo. 注意 N 的 维 数 也 是 4 的 谱 重 数 . 因此 , 我 
们 有 谱 表 示 


H — L?(N,R). (13) 
EX Fourier 3, 由 (13), 我 们 得 到 谱 表 示 的 另 一 种 形式 
H o L?(N,R), (13) 


BAF A 中 的 向 量 u Z (13) 中 对 应 于 函数 f(A), 则 在 (13^) F, 向 量 u 对 应 于 函数 
= l —irA 
ktz) = —— f feii dA. 


由 定理 6, H 中 的 向 量 (expi4bu 在 谱 表示 (13) 中 被 表示 为 (expiM)f (A), 从 
而 在 谱 表 示 (13') 中 , 被 表示 为 k(xr—t) 鉴于 此 原因 , (13) KA H 的 关于 1A 生成 
西 群 的 平移 表示 . RZ, 从 一 个 平移 表示 出 发 , 我 们 可 以 利用 Fourier MRE 4 的 
WERT. 

下 面 我 们 研究 Sinai 给 出 的 平移 表示 的 一 个 几何 特征 . 设 H 为 Hilbert 空间 ， 
Ult) 为 作用 在 石上 的 强 连续 单 参数 西 算 子 群 , 假设 H ARTE U) 有 平移 表示 ， 
^ FF 为 HH 的 闭 子 空间 并 且 在 平移 表示 下 , F 对 应 于 支撑 在 及 _ 上 的 所 有 L 函数 
空间 : 

Fo L?(N,R.), (14) 
则 U(r) F 中 的 向 量 被 表示 为 支撑 在 (—00,r) 上 的 L? 函数 . 因此 , U(r) 为 7 的 递 
增 单 参 数 族 , 且 当 7 由 -ce 变 到 co 时 , U(r)F 由 (0) 变 到 A. 因此 , 我 们 可 以 用 
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下 面 的 (15a), (15b) 和 (15c) 更 精确 地 表达 上 述 刻画 : 


U(r)F-CF, r«90, (15a) 
nU(r)F = {0}, (15b) 
UU(r)F = H. (15c) 


定理 7 AZ, kh H X Hilbert Zi, Ut) AH 上 的 强 连续 单 参 数 西 算 子 群 , 令 
F X» H &ih X (15a),(15b) 和 (15c) 的 闭 子 空间 , MH 存在 群 U(t) 下 的 平移 表示 
(13), 并 且 在 此 表示 下 , 下 有 表示 (14). 

习题 2 证 明 : 当 s <t 时 ,U(s)F C U(t)F. 


Sinai 利用 von Neumann 的 Heisenberg 交换 关系 定理 ( 即 本 章 定 理 11) 证 明了 
上 述 平移 定理 . 与 此 同时 , Phillips 和 作者 给 出 了 本 定理 的 另 一 个 独立 证 明 , 此 外 ， 
我 们 还 证 明了 如 何 由 此 平移 表示 定理 导出 von Neumann 的 结果 . 有 关 此 细节 , PEL 
35.6 WAR. 下 面 我 们 提供 定理 7 的 Phillips 和 Lax 的 证 明 . 该 证 明 有 一 定 的 技巧 
H, 在 作者 眼 里 是 非常 漂亮 的 . 

证 明 ”我 们 将 用 下 面 的 表示 定理 证 明定 理 7. 口 


定理 8 it K A Hilbert 空间 , Z(t) 为 作用 在 K 上 的 强 连续 单 参 数 可 缩 算 子 半 群 ， 
At oo 时 , Z(t) 5&3 ^t F 0: 

lim Z(t)k — 0, (16) 
其 中 上 为 天 内 的 任意 向 量 , 则 K 可 以 西 表 示 为 LN, R) 的 闭 子 空间 , 使 得 Z(t) 
的 作用 对 应 于 变量 上 + 在 了 妥 上 所 作 的 右 平移 作用 在 R 上 的 限制 , BPN ALA 
助 Hilbert 空间 . 

WERA 设 G 为 半 群 Z(t) 的 生成 元 , D(G) 为 G 的 定义 域 . 我 们 先 给 出 D(G) 
的 一 个 表示 , 然后 将 此 表示 连续 延 拓 到 整个 空间 K 上 . 对 D(G) 内 的 任 一 向 量 9， 
定义 函数 7(s): 

7(5) = Z(-s)g, s<0, (17) 
则 4 为 及 -到 D(G) 内 的 向 量 值 函数 . 我 们 要 在 D(G) 上 定义 新 的 半 范 数 ||||n, 使 
得 对 D(G) 内 的 每 个 向 量 g, 由 (17) 定义 的 向 量 值 函数 y HL? 范 数 与 g 的 初始 
范 数 ||g|| 相等 , 即 


0 oo 
loi? = f ncaas= f ll (gli at. (18) 


因为 Z(t) 将 D(G) BRA D(G) A, 所 以 在 (18) 中 用 Z(h)g RE g, 相应 的 等 式 仍 
然 成 立 : 


|| Z(h)g||2 = i l| Z(s + h)gll2, d s = 1 IZ(s)gli% ds. (18) 
0 h 
(18^) AX h 求 微分 , 再 令 h= 0, N 
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(Gg,g) + (g, Gg) = -|l8|IN. (19) 
由 于 Z(t) 为 可 缩 算 子 , 所 以 (18 ) 的 左边 为 h 的 递减 函数 , 进而 (19) 的 左边 不 大 
于 0, 故 新 范 数 igilvy 是 非 负 的 . 因此 , 利用 (19), 我 们 可 以 定义 D(G) 上 的 新 半 范 
数 lallv.” 
我 们 现在 证 明 , YE N 及 N 范 数 下 , 表示 (17) 是 一 个 等 距 , 即 对 D(G) 内 的 每 
个 向 量 g, (18) 成 立 . 设 g 属于 D(G), W Z(t)g 属于 D(G); 由 定义 (17) 和 (19), 
&s=-t, W 


ins) II = ZOI% = -2Re(GZ(t)g, Z(t)g) = -SZOP 09) 
对 变量 t 由 0 到 > 积分 , 并 注意 用 假设 : 4r 一 co 时 , ||Z(r)gl| BF 0, 我 们 即 得 


(18). 

由 于 D(G) 在 K 中 是 稠密 的 , 利用 连续 性 , 我 们 可 将 以 表示 (17) 等 距 延 拓 到 
整个 空间 K b. ER 在 此 表示 中 ,2Z(t) 的 作用 对 应 了 由 t 所 作 的 右 平移 作用 在 
R- 上 的 限制 . 口 


我 们 现在 转向 定理 7 的 证 明 . 用 P os H 到 子 空间 F 上 的 正 交 投影 , 定义 
"Y Z(t): 
Z(t) = PU(t), t20, (20) 
我 们 有 如 下 引 理 . 
引 理 9 假设 UU 有 性 质 (15), 则 由 (20) 定义 的 Zt) 为 作用 在 F 上 的 强 连 续 单 参 
数 可 缩 算 子 半 群 , BG too 时 ,2Z(t) 在 下 上 强 收敛 于 0. 
WR ”因为 U(t) 强 连续 , 所 以 Z(t) 也 是 强 连续 的 . X U 和 尸 为 可 缩 算 子 ， 
所 以 Z(t) 也 是 可 缩 算 子 . 要 证 明 Z(t) 为 半 群 , 令 f 属于 FE, 则 
Z(r)Z(s)f = PU(r)PU(s)f = PU(r)(U(s)f + p} 
= PU(r+s)f + PU(r)p = Z(r+s)f + PU(r)p, (21) 


这 里 的 p 属于 ABS F EX. 我 们 断言 , Sr >0 时, U(r)p 与 FIER. 事实 上 ， 
Sg 为 FF 中 的 向 量 , 注意 到 Ur) = U ! (r) = U(-r), W 

(g, U(r)p) = (U(—r)g. p). 
由 假设 (15a), U(—r)g RF F; X. p 5 F EZ, 所 以 上 式 右边 为 0, 从 而 左边 也 是 
0, Bf U(r)p 5 g EX. 由 g 的 任意 性 , 此 断言 得 证 . HF PHA BF 上 的 正 交 
投影 , 所 以 (21) 的 右边 最 后 一 项 为 0. At, Zt) 是 一 个 半 群 . 


Qe 


£ = {ge D(G)I llglly = 0}, 
Wills 自然 诱导 了 商 空 间 D(G)/L 上 的 范 数 ， 我 们 令 辅助 Hilbert 空间 N 为 D(G)/L 的 完 
fib. 为 方便 起 见 , 我 们 将 D(G) 中 的 向 量 g 与 它 在 商 空间 D(G)/C 中 的 等 价 类 等 同 起 来 . 
译 者 注 
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要 证 明 当 t HAF oo 时 , Z(t) WAT 0, 我 们 先 证 明 形 如 
U(t)g;, geF+, t«0, (22) 
的 向 量 构成 了 H 的 稠密 子 集 , 这 里 的 FO RR FOE PANIES tb. BAR, 必 存 在 
H 中 的 非 零 向 量 v 与 所 有 向 量 U(t)g.g e F+,t < 0, 正 交 . AF Ut) WERT, 所 
以 它 将 FF 的 正 交 补 Ft RA U(t)F 的 正 交 补 (U(t) F)+, 从 而 (U(t)F*)* = U(t)F. 
因此 , v 属于 每 个 U(t)F, t < 0, 这 与 (15b) FR. 

给 定 F 中 的 向 量 f 及 正 数 c 由 上 述 集 合 的 稠密 性 , 存在 FA 中 的 向 量 g 及 
实数 > < 0, 使 得 ||f — U(r)gl| « e. 若 记 s= —r, 则 ||U(s)f -gl| « e. HF Pg =0, 
所 以 

llZ(s) Ff || = || PU(s)f|| = || PCU(s)f — g)|| < €. 
X 2 为 可 缩 半 群 , 所 以 当 上 > s 时 , ZOFII < e. 因此 , 4 t ÉF oo 时 , Z(t) 强 收 
KF 0. 口 
对 作用 在 空间 F EWE Z(t) = PU(t), 由 引 理 9, Zt) 满足 定理 8 的 条 件 ， 


故 存在 F 与 L'(N, R) 的 闭 子 空间 之 间 的 等 距 平移 表示 , EREK F 中 的 向 量 f 
表示 为 LN, R-) 中 的 函数 o: 


Pera (23) 
则 t > 0 时 , Z(t)f 有 表示 

PU(t)f > clt)d(s —t). (23') 

这 里 的 oy R- 上 的 特征 函数 . 该 表示 是 等 距 的 : 

0 
fip = f I14(s)|I% d s, (24) 
-t 
| PU(fll? = f 116(s)|[3 d s. (25) 
令 

U(t)f  é(s t), (26) 


我 们 将 表示 (23) 延 拓 到 H 中 的 形 如 Uf, f € F 的 向 量 上 . 由 (24) 及 Ut) 为 
等 距 这 一 事实 , (26) 为 等 距 表 示 . 我 们 断言 (26) 与 (23) 是 一 致 的 , NE UWOS 属 
F F, 则 两 表示 (23') 和 (26) 的 右边 相等 . 显然 , 此 断言 成 立 , 当 且 仅 当 f 的 表示 
函数 ols) YE -t < s <0 N, 取 值 为 0. 因此, 若 UOS 属于 F, 注意 到 Ut) ABS 
F, 所 以 (24) 和 (25) 左边 相等 , 进而 它们 的 右边 也 相等 , 此 可 保证 , ols) TE (-t,0) 
内 为 0. 

由 (15c), 所 有 形 如 U(r)f, f e F, HABE H FAR. 因此 , 表示 (26) 可 以 被 
连续 延 拓 到 整个 空间 H E: 

u e k(x). 

此 延 拓 后 的 表示 仍 是 一 个 等 距 : 
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lue = f 7 MG) dz: 


半 群 UU 的 作用 被 表示 为 平移 变换 : 
U(t)u — k(x — t), 
而 正 交 投 影 P 的 作用 被 表示 为 截 切 : 
Pu > c(s)k(s). 
不 难 证 明 , 由 此 表示 的 值 域 为 整个 Hilbert 空间 LN, R); 参见 本 章 后 面 的 参考 文 
献 Lax-Phillips, 1981. 口 


单 参 数 西 算 子 群 存在 平移 表示 的 条 件 有 点 特殊 , 但 是 , 存在 一 些 自然 有 趣 而 
又 非 平凡 的 例子 , 它们 来 源 于 34.5 节 中 的 波 传 播 . 在 这 些 例子 中 , 底 空 间 H 为 定义 
TER? 上 的 所 有 初 值 {u(z,0),w(z,0)} 组 成 的 Hilbert 空间 , 赋予 能 量 范 数 : 
luz) utr) = f (Sub + ut) dz 
BATS U) 为 波动 方程 
Ur — Au=0 
的 解 算 子 群 : 
U(t) : (u(z,0),u;(z,0)) — {u(z, t), ue(z, t)). 
算 子 U(t) 的 西 特 征 揭示 了 能 量 守恒 和 时 间 的 可 逆 性 , 
子 空间 F 被 定义 为 由 输入 初 值 组 成 的 空间 , 即 所 有 入 解 u(z,t) 的 初 值 组 成 的 
空间 , 这 里 的 入 解 是 指 , 在 反 向 光 锥 内 部 取 值 为 零 的 解 ule, t): 
u(z,t)=0, |z| < —t. 
波动 方程 存在 入 解 的 事实 一 点 也 不 明显 ， 我 们 现在 证 明 , 如 何 借 助 于 三 维 空 
间 中 波 传播 的 Huygens 原理 来 构造 入 解 . 从 概念 上 讲 ,该 原理 是 说 波动 方程 的 解 
以 速度 1 传播 信息 . 从 技术 上 讲 , 此 原理 意味 着 由 初 值 {u(0),w(0)} 唯一 确定 的 解 
u(y,s) Æ (y,s) € R? x R 点 的 值 仅 仅 依赖 于 u(0), wi(0) 及 其 空间 导数 在 光 锥 与 原 
始 平面 的 交集 即 在 lz — yl = |s] 的 上 点 z 处 的 取 值 . 
wf = {fh} 为 初 值 且 当 lz| > s 时 , f RAS, 我 们 断言 , At >s 
时 ,CU(-b 为 入 解 . 


习题 3 用 Huygens 原理 证 明 , U(—t)f HAR. 

现在 证 明 , 输入 初 值 空间 FH (15a)~(15c) 所 列 的 性 质 . 

(i) Bu 为 一 个 入 解 , f 为 其 初 值 , 则 初 值 为 Ulr)f RE u(x,t) = u(z tr). 
因为 u 为 入 解 , 所 以 


u(z,t)=0, |x| < -t. 
因此 
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u()(z,t) 20, |x| <-(t+r). 

故 当 r < 0 时 , wo) 为 入 解 . 由 此 , 我 们 证 明了 , 当 7 < OW, U(r)F CF. 

(ii) 由 上 述 关 系 , ve)(z,0) Æ |z| < -r 内 为 0; 对 t 求 微分 后 , 同样 有 utm(z,0) 
在 jz| < -r 内 取 值 为 0. 因此 , 所 有 Ulr)F 的 交 仅 包含 一 个 零 初 值 . 

(iii) u 为 利用 Huygens 原理 构造 的 任 一 入 解 , f 为 其 初 值 , 则 US 可 以 取 
支撑 在 lz| < t 内 的 任意 数值 . 因此 , 当 t 一 oo 时 , UHF 的 并 在 H 中 是 稠密 的 . 

Huygens 原理 在 任意 奇数 维 空间 上 是 成 立 的 ， 因此 上 述 输入 初 值 的 分 析 在 奇数 
维 空间 上 也 是 有 效 的 . 虽然 人 们 可 以 利用 波动 方程 在 R x R 上 的 解 的 公式 导出 输 
入 初 值 的 性 质 , 但 是 我 们 的 推导 更 直观 , 更 清晰 

35.4 节 所 讨论 的 障碍 外 部 的 波 传 播 也 是 一 个 十 分 有 趣 的 情形 . 假设 障碍 B EL 
含 在 以 原点 为 心 、 以 R 为 半径 的 球 内 , 我 们 可 以 将 入 解 (m, t) 定义 为 在 锥 内 部 为 
0 的 解 : 

ulz,t)=0, |z| < -t-- R. 

注意 这 样 定义 的 入 解 满足 35.4 节 所 讨论 的 两 个 边界 条 件 . 类 似 地 , 我 们 令 FF 为 入 解 
的 初 值 组 成 的 空间 . 性 质 (15a) 和 (15b) 可 以 用 上 述 方 法 进行 验证 , 但 是 性 质 (15c) 
的 验证 需要 更 深刻 的 理论 (参见 文献 Lax 和 phillips 的 书 第 5 章 ). 在 36.5 节 , 我 们 
还 将 回 到 此 例子 上 来 . 

另 一 个 有 趣 的 例子 是 由 双 曲 空间 内 的 自 守 波动 方程 所 提供 的 , 我 们 将 在 第 37 
BORE. 


35.6 Heisenberg 交换 关系 


在 量子 力学 中 , 物理 系统 的 态 是 指 与 该 系统 相关 的 复 Hilbert 空间 H 内 的 单 
位 向 量 u, lul = 1; 观察 量 是 指 根据 所 谓 的 量子 规则 所 构造 的 自 伴 算 子 . 
定义 设 4 为 观察 量 , u JAH u 属于 A 的 定义 域 , 我 们 称 (u, Au) 为 观察 量 A 
FERS u 下 的 期 望 值 . 

术语 “期 望 值 ” 蕴含 了 观察 量 在 态 u 下 测量 的 不 确定 度 . 
定义 ” 称 观察 量 (4 -aD? ES wu 下 的 期 望 值 的 平方 根 为 观察 量 4 EA u Fill 
量 的 不 确定 度 , 其 中 a 为 4 在 态 u 下 的 期 望 值 . 我 们 用 A(A, u) 表示 不 确定 度 : 

A?(A,u) = (u, (A - aI?u) = ||Au — aul]? 
= || Au||? — 2a(u, Au) + a? = ||Au||? — a?. (27) 

由 第 3 个 公式 , 不 确定 度 ACA u) 等 于 零 , 当 且 仅 当 Au-a=0, BB u X A 的 特 
TEAS. 
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令 A 与 B 表示 一 对 观察 量 , 由 (27), 观察 量 A 和 B 可 以 在 同一 态 下 用 绝 
对 确定 度 进行 测量 , 当 且 仅 当 u 为 AM B 的 公共 特征 向 量 . 两 个 交换 的 算 子 有 共 
同 的 特征 向 量 , 但 是 在 物理 系统 中 这 种 交换 关系 是 不 可 期 望 的 ! 
假设 两 个 自 伴 算 子 A 和 B 满足 Heisenberg 交换 关系 
AB — BA=il (28) 
则 A 和 B 没有 公共 的 特征 向 量 , 因为 这 样 的 向 量 在 (28) 左边 算 子 的 作用 下 为 零 ， 
而 在 右边 算 子 的 作用 下 非 零 . 这 表明 了 , 满足 Heisenberg 交换 关系 的 观察 量 A 和 
B 不 能 在 同一 态 下 以 绝对 确定 度 来 测量 . 对 于 不 确定 度 , Heisenberg 建立 了 如 下 定 
Br. 
定理 10 jt A de BARS Heisenberg 交换 关系 (28) 的 自 伴 算 子 , Ru A A 和 
B 的 公共 定义 域内 的 态 , 则 AP B JE Su 下 测量 的 不 确定 度 满足 不 等 式 : 
A(A, u)A(B,u) > 3 (29) 


(29) 称 为 Heisenberg 测 不 准 原 理 . 
证 明 ”我 们 以 Heisenberg 交换 关系 (28) 开始 . > (28) 的 两 边 同时 作用 在 癌 
Bu b, 然后 用 所 得 的 向 量 再 与 u 作 内 积 , 注意 A 和 B 的 对 称 性 , 则 
(Bu, Au) — (Au, Bu) = i||u|]?. (28) 
显然 , 若 用 A 和 B 的 公共 定义 域内 的 任意 向 量 v 代替 u, 则 (28 ) 仍然 成 立 . 这 是 
对 (28) 的 一 种 弱 解 释 . t 为 任意 实数 , 则 由 Schwarz 不 等 式 , 得 


(u, Au + itBu)|? < || Au + itBul|?. (30) 
ZH a 和 4b 分别 表示 AM BER u 下 的 期 望 值 , 则 不 等 式 (30) 又 可 以 整理 为 
a? + ?t? < ||Aul|? + i[(Bu, Au) — (Au, Bu)|t + ||Bul|?t?. (30/) 


用 (28') 并 注意 ||u]| = 1, W (30^) 右边 的 中 间 项 为 -上 再 借助 于 (27) 整理 (30^), 
得 不 等 式 : 
0 «€ (||Aull? — a?) — t + (||Bul|? — b2)t? = A?(A,u) — t + A?(B, u)e?. 
总 之 , 由 于 上 述 不 等 式 对 所 有 实数 t 都 成 立 , 所 以 不 等 式 右边 的 二 次 多 项 式 的 判别 
式 不 大 于 0. 故 其 判别 式 
1 — 4A?(A,u)A?(B,u) < 0. 
因此 , (29) 成 立 . 口 


我 们 自然 地 会 问 , 何 种 算 子 满足 交换 关系 (28) We? Wielandt 用 一 个 十 分 优美 的 
讨论 证 明了 , 有 界线 性 算 子 不 可 能 满足 交换 关系 (28). 要 看 到 这 一 点 , 我 们 从 (28) 
式 用 归纳 法 可 以 证 明 , 对 所 有 自然 数 n, 有 

inB""'!= AB" — B" A. (28") 
两 边 取 范 数 , 并 注意 到 右边 用 三 角 不 等 式 和 算 子 范 数 的 乘积 不 等 式 , 得 
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n||B"~*|| < 2|| Al] |B" || < 2\|A]] BIN B" "|; 
此 不 等 式 蕴含 了 , 当 > 2)|Al| || Bl] 时 , |B"? || = 0, 从 而 B" ^! = 0. 返回 到 建立 
在 (28 ) 基础 上 的 递 推 , 则 对 所 有 的 k, BY = O. 因此 , 两 个 有 界线 性 算 子 不 可 能 满 
Æ (28). 
男 一 方面 , #4 A = i(d/du) 和 B= u AVENE Hilbert 空间 LR) 上 的 算 
f. 则 ARI B 满足 交换 关系 (28); 这 是 因为 , 对 于 任意 可 微 函 数 f, 得 


iuf — wie f mif. 
H u 
von Neumann 已 经 证 明了 , 在 可 以 相差 数 乘 和 西 等 价 意义 下 , 这 里 的 A 和 B 为 满 
足 交 换 关 系 的 唯一 一 对 算 子 . 在 准确 叙述 和 证 明 此 结果 之 前 , 我 们 先 采 用 Weyl 的 
方式 重新 整理 (28). 考虑 单 参 数 族 
U(s)BU(-s), (31) 

其 中 Uls) 为 由 i4 生成 的 西 群 . 在 AKERA, Uls) 满足 

E U(s) =iAU(s) =iU(s)A. 
SK (31) 的 微分 , 并 用 交换 关系 (28), 得 

二 U(s) BU(-s) = iU(s)|AB — BA]U(—s) = -I 

对 上 式 求 积分 , 得 

U(s)BU(-s)=B- sI. (32) 
FA (32) 称 为 交换 关系 的 Weyl BA. 此 形式 意味 着 , 对 所 有 实数 s, (32) 两 边 的 
自 伴 算 子 相等 . 
习题 4 由 (32) 推导 , U(s) 将 B 的 定义 域 映 到 自身 上 . 
习题 5 #A Vit) 表示 由 iB AMA RA BA, FAA (32), 证 明 : 对 所 有 的 实数 s 和 + 

U(s) V(t) = e't V(t) U(s). 
(提示 : 对 t 进行 微分 .) 
下 述 结 果 由 von Neumann 得 出 . 


定理 11 RAP BAKA Hilbert 空间 万 内 的 两 个 自 伴 算 子 ，U(t) 为 由 i4 
所 生成 的 西 算 子 群 , 假设 Weyl X X (32) AÈ, 则 存在 H 的 表示 空间 L?(N,R), 
使 得 


d 
A=i— = M. 
a Bu 


证 明 由 习题 2 后 面 的 说 明 , Sinai 利用 本 定理 导出 了 平移 表示 定理 ; 而 对 于 
平移 表示 定理 , 我 们 已 经 给 出 一 个 独立 于 本 定理 的 证 明 . 因此 , 我 们 可 以 翻转 Sinai 
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的 证 明 , 即 我 们 可 以 用 平移 表示 定理 证 明 本 定理 . 
X EQ) 为 自 伴 算 子 B 的 谱 分 解 : 


B= f Ad E()), (33) 

则 
U(s) BU(—s) = J Ad (U(s) E) U(—s)) (34) 

和 
Hug f (A — s)d E) = / Ad E(A + 3). (34’) 


注意 (34) 和 (34) 左边 的 算 子 为 自 伴 算 子 , 而 右边 的 积分 给 出 了 相应 算 子 的 谱 分 解 . 
由 (32), 上 述 两 式 左 边 的 算 子 相等 , 所 以 它们 的 谱 分 解 也 相等 . 因此 , 对 任意 Borel 
ET, 有 

U(s)E(T)U(—s) = E(T + s8). (35) 
若 用 F 表示 ER) 的 值 域 , 我 们 断言 , BR Ul) 和 子 空间 F 满足 性 质 (15). 要 证 
明 此 断言 , 在 (35) PS T = R_, W U(s)F 为 ER- +s) 的 值 域 . 因此 ,由 谱 理 
论 ，U(s)F 形成 了 一 个 关于 s 递增 的 子 空间 单 参数 族 , 并 且 当 s 从 -co 到 oo N, 
U(s)F 从 {0} 到 H. 这 些 事实 正 是 (15a)~(15c) 所 述 的 性 质 . 

由 定理 7, Hilbert 空间 H 有 表示 空间 L?(N,R), 使 得 Us) 的 作用 表示 为 
L?(N,R) 上 的 平移 作用 , 并 且 子 空间 F 有 表示 子 空间 L?(N,R_); 因此 , 群 Uls) 的 
生成 元 iA 表示 为 算 子 -d/du, AMAT A 表示 为 if, 并且 E(R- +s) 的 值 域 
BU U(s)F 表示 为 LN, R- +s), 进而 ER- +s) 表示 为 由 R +s 上 的 特征 函数 
所 作 的 乘法 算 子 . 我 们 将 这 些 此 事实 代入 (33), W B 表示 为 自 变 量 u 所 作 的 乘法 
算 子 . 口 


哲学 -历史 注 记 ” 测 不 准 原理 是 深刻 改变 人 们 哲学 思想 的 几 个 数学 物理 概念 之 一 . 
其 他 的 概念 还 有 : 量子 跃 变 , 狭义 相对 论 , Gödel 不 完全 定理 和 黑洞 . 测 不 准 原 理 甚至 
已 渗透 到 公众 意识 之 中 . 有 这 样 的 一 个 例子 , CRATE Michael Frayn 的 科学 剧 “ 哥 
ERIR” P. 该 剧 在 伦敦 和 百老汇 的 演出 获得 了 巨大 的 成 功 . 剧本 以 Heisenberg 
1941 年 9 月 21 日 去 哥本哈根 拜访 Bohr 为 线索 展开 . 当时 的 欧洲 正 处 在 德国 高 度 
统治 之 下 . Heisenberg 宣称 他 带 来 了 一 份 模糊 建议 , 它 建议 各 方 的 科学 家 都 不 应 该 
研制 原子 弹 . 而 Bohr 回忆 说 ，Heisenberg 来 哥本哈根 就 是 为 了 收集 情报 , 他 认为 
Heisenberg 的 建议 是 “ 毫 无 事实 根据 ”的 . 剧 作 者 暗示 了 , 对 同一 件 事 情 有 不 同 的 
看 法 是 测 不 准 原理 在 人 类 交流 中 的 一 种 表现 形式 . 

原子 时 代 的 物理 学 家 和 历史 学 家 Arnold Kramish 有 证 据 认 为 ,Heisenberg 到 
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哥本哈根 的 访问 任务 就 是 收集 情报 ， 这 一 点 是 毫 无 疑问 的 . 这 是 由 1941 年 瑞典 的 一 
4 4 A Stockholms- Tidningen 的 报纸 上 的 一 篇 文章 引发 的 ， 该 文 声称 美国 正在 用 负 
研制 一 种 新 型 的 具有 史无前例 爆炸 威力 的 炸弹 . 这 篇 文章 被 德国 外 交 部 新 闻 部 门 
的 负责 人 P.K.Schmidt 博士 收集 到 . Schmidt 将 此 报道 转 寄 给 德国 外 交 部 长 Ernst 
von Weizsäcker 的 儿子 、 物理 学 家 Carl von Weizsäcker. 1941 年 9 月 4 日 ,Carl von 
Weizsäcker 通知 了 德国 最 高 司令 部 的 情报 部 上 Abwerhr 和 德国 负责 正在 进行 铀 计 
划 的 纳粹 部 长 Bernhard Riist. 此 时 的 Heisenberg 和 Weizsäcker 正 是 德国 铀 计划 项 
目的 主要 成 员 . 两 周 以 后 , Heisenberg 和 Weizsäcker 到 哥本哈根 的 “文化 ” 访问 以 
最 高 规格 形式 被 确定 了 . 

具有 讽刺 意味 的 是 瑞典 报纸 上 的 报道 很 草率 . 美国 的 铀 计划 直到 1942 年 才 开 
i5. 真是 一 次 极 大 的 嘲弄 , Heisenberg 访问 Bohr 没有 了 解 到 任何 信息 , 但 是 Bohr 
却 发 现 了 德国 活跃 的 铀 计划 . 1943 fF, Bohr 逃 到 美国 时 , 提醒 Manhattan 计划 的 
领导 者 要 警惕 德国 可 能 爆炸 的 原子 弹 的 危险 性 . 
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9836 € — 强 连 续 算 子 半 群 的 例子 


36.1 ”由 抛物 型 方程 定义 的 半 群 
在 16.5 45, 我 们 研究 了 热 导 方程 


Ut = Ure (1) 
E t>0,c eR ERE |z| 一 oo 时 , 具有 快速 衰变 性 质 的 解 . 由 该 节 的 定理 13, 
满足 此 性 质 的 解 由 其 初 值 唯 一 决定 . 我 们 用 S(t) 表示 将 解 的 初 值 映 为 t 时 刻 值 的 
解 算 子 : 
S(t)u(0) = u(t). 
因此 , 16.5 节 中 的 结果 用 半 群 的 语言 总 结 如 下 . 
解 算 子 S(t), t > 0 形成 了 Banach 空间 X 上 的 强 连 续 可 缩 算 子 半 群 ， 其 中 X 
为 L'(R,,1€p«oo X X AR EMA to 为 零 的 连续 函数 组 成 的 Banach Z ig. 
此 外 , 第 16 章 表 明 , 对 于 更 一 般 的 方程 , 相似 的 结果 也 是 成 立 的 . 例如 , 我 们 
可 用 任意 多 个 空间 变量 的 二 阶 椭圆 算 子 EE u 上 的 作用 代替 (1) Pu 的 二 阶 空间 
导数 : 
ut = Eu, (2) 
其 中 5 
E=) 0,089; c bij +c, 0i = 2 (2^) 
这 里 (aij) 为 实 的 一 致 正定 对 称 和 矩阵 , a;; 和 系数 bi 以 及 c 为 z 的 光滑 函数 . 同样 
地 , 全 空间 及 可 以 用 R 中 的 有 界 域 代替 , 但 此 时 要 求 v 在 该 有 界 域 的 边界 上 满足 
单个 边界 条 件 , 比如 要 求 在 边界 上 为 0. 此 时 的 解 算 子 也 构成 半 群 ,其 无 穷 小 生 
成 元 的 定义 域 包 括 了 所 有 满足 边界 条 件 的 光滑 函数 , 并 且 生 成 元 在 这 些 函 数 上 的 作 
用 如 同 (2^) 中 算 子 E 的 作用 . 证 明 给 定 初始 条 件 的 方程 (2) 有 解 的 一 种 可 能 的 方 
法 就 是 , KAT E 进行 适当 延 拓 , 然后 验证 延 拓 后 的 算 子 满足 Hille-Yosida 定理 中 
的 假设 条 件 . 
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在 本 章 的 第 一 个 例子 中 , HX Banach 空间 X A C(S™), Bl m 维 单位 球面 上 的 
连续 函数 空间 . 对 于 CS) 内 的 每 个 函数 u, 存在 唯一 一 个 定义 在 m - 1 维 单位 
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球 内 的 调和 函数 hh 二 h(rw), 使 得 h YE m +1 维 单位 球 的 边界 上 等 于 u: 
Ah=0, h(w)= uw), we S". (3) 
定义 作用 在 Banach 空间 C(S™) 上 的 半 群 Z(t): 
Z(t)u(w) = h(e fu), (4) 
其 中 hh 为 由 (3) 确定 的 唯一 的 调和 函数 . 
定理 1 
(i) 在 最 大 模 下 ,2(t) 2 Ts X. 
(ii) Z(t) 形成 一 个 强 连续 的 单 参数 算 子 半 群 . 
(iii) 当 t>>0 h, Zt) 为 紧 算 子 . 
WEBB (i) 可 由 调和 函数 的 极 大 值 原理 得 到 . 
(i) 半 群 性 质 是 显然 的 ; 这 是 因为 , Æ hl) 为 调和 函数 , 则 hler) HAA 
BHP c 为 任意 常数 . 故 
Z(t) Z(s)u = je-te-sw) = h(e~ “+ w) = Z(s + t)u. 
半 群 Z(t) 的 强 连 续 性 是 函数 h 在 单位 球 上 连续 的 结果 . 
(iii) 要 证 明 算 子 Zt) (t > 0) 的 紧 性 , 我 们 只 需 证 明 C(S7) 的 单位 球 在 Z(t) 
下 的 象 集 R 包含 在 一 个 紧 集 内 . 由 Z(t) HEM, 该 象 集 R 是 由 , 在 单位 球 内 以 1 
为 界 , 限制 在 球面 |z| = et 上 为 调和 函数 的 所 有 C(Sm) 函数 组 成 的 集合 . 因此 , 由 
极 大 模范 数 下 的 准 紧 性 的 Arzela-Ascoli EU, 我 们 只 需 证 明 , R 具有 等 度 连 续 性 . 
事实 上 , R 的 等 度 连 续 性 可 由 调和 函数 的 一 个 著名 性 质 , 即 调和 函数 的 一 阶 (或 任 
意 高 阶 ) 导 函 数 在 定义 域内 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 有 界 , 直接 得 到 . At, c(s™) 的 
单位 球 在 Z(t), t > 0, 下 的 象 是 准 紧 的 , 从 而 Zt) ARAT. 口 


在 本 章 的 第 二 个 例子 中 , 我 们 要 用 L2(S™) 范 数 代替 极 大 模范 数 . 除了 类 似 于 
定理 1 的 结果 成 立 外 , 还 可 以 得 到 Z(t) 的 另外 一 些 性 质 . 
定理 1 

(i) 由 (3) 和 (4) 定义 的 算 子 2( 为 LS”) 范 数 下 的 可 缩 算 子 . 

(ii) Z(t) 形成 了 L (ST) 范 数 下 的 强 连续 单 参数 算 子 半 群 . 

(iii) 3 t»0 时 , Z(t) 为 紧 算 子 . 

(iv) Z(t) 为 实 对 称 算 子 . 

WEBB — (0) 我 们 先 叙 述 并 证 明 极 大 值 原理 在 L? 范 数 下 的 类 比 情 况 . 为 简单 起 
见 , RITS m = 1. 由 于 定义 在 单位 圆 盘 内 的 调和 函数 h 可 以 展 成 Fourier BR: 

h = 》 rn(ancosng 十 加 sinnb)， 

其 中 7 和 0 为 极 坐标 , 由 Parseval 等 式 , 得 


[ee 0)d0 — x S r™ (a2 - 02). (5) 
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显然 , 右边 为 r 的 递增 函数 . 由 (5), 我 们 可 得 到 (i). 

Gi) 我 们 仅 证 半 群 Z(t) 的 强 连续 性 . 由 定理 1, 74 u 为 连续 函数 时 , Z(t)u TERR 
大 值 范 数 下 连续 , 进而 在 L? 范 数 下 连续 . 又 所 有 连续 函数 构成 了 L? 空间 的 稠 子 空 
间 , 所 以 , 当 u A L 函数 时 , Z(t)u 在 L 范 数 下 连续 . 

Gii) Z(t)(t > 0) 的 紧 性 可 以 像 定理 1 中 的 证 明 一 样 导 出 ， 因 为 我 们 可 以 用 
rir < 1) 来 估计 调和 函数 及 其 导 函 数 在 单位 球 内 以 7 为 极 坐标 的 点 的 函数 值 , 以 及 
估计 该 调和 函数 在 单位 球面 上 的 平方 积分 值 . 

(iv) Z(t) 的 对 称 性 等 价 于 方程 

(Z(t)u, v) = (u, Z(t)v) 

成 立 . 由 Z(t) 的 定义 (4), 这 意味 着 : 对 于 单位 球 内 的 任意 调和 函数 六 和 大 以 及 
任意 常数 s.0 < s< 1 AH 


J xa wdw = J aao. (6) 
要 证 明 公 式 (6), 我 们 利用 单 参数 族 : 
[Howe wae I=", s<p<l, (7) 


将 (6) 的 左边 连续 变形 为 右边 . 对 于 固定 的 s, (7) 中 的 积分 关于 p 在 (s,1) AIT, 
且 导 数 为 


ito np as. (8) 
注意 在 导出 (8) 的 过 程 中 , 我 们 用 到 了 dg/dp = —q/p. 定义 函数 4: 
l(r,w) =k (ro) 
WW £ 在 半径 为 p/a 的 球 内 为 调和 函数 且 
Kp,w) = klq,w), &r(p,w) = kr (qs): 
将 上 式 代 入 (8), 得 


[ie De) - nts yao (9) 
我 们 再 来 回忆 一 下 Green 公式 : 
[LAh — hAllde = l th, — h£,]d S. (10) 
G OG 


因为 h Ale 为 调和 函数 , 所 以 (10) 的 左边 为 零 , 进而 右边 也 是 零 . HFG 为 以 p 为 
半径 的 球 , 则 法 向 导数 hn Ale, EE hA 关于 半径 7 的 导数 , 并 且 d S = pmdw. 
因此 , (10) 的 右边 等 于 p^ RA (9). 故 (9) AS, 从 而 (7) 5 p HR. > (7) 中 的 p 
分 别 趋 于 s 和 1, 则 (6) 的 两 边 相 等 . 口 
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我 们 再 证 定理 V 中 的 半 群 Z(t) 的 生成 元 G 是 自 伴 算 子 . 要 证 明 此 结论 , Ru 

和 w 属于 G 的 定义 域 , 由 于 Zt) 为 对 称 算 子 , 所 以 
(Z(t)u, v) = (u, Z(t)v). 
两 边 对 t 求 微分 , 再 令 t = 0, 则 
(Gu, v) = (u, Gv). 

因此 G 是 对 称 的 . 由 第 32 章 中 的 结果 , 实 部 充分 大 的 每 个 复数 都 属于 G 的 预 解 
集 . 另 一 方面 , 我 们 在 第 33 章 已 证 明了 , 若 无 界 对 称 算 子 的 预 解 集中 既 含 有 上 半 平 
面 内 的 点 又 含有 下 半 平 面 内 的 点 , 则 该 算 子 为 自 伴 算 子 , 故 G 为 自 伴 算 子 . 


习题 1 ER: SER Z(t) 的 生成 元 G 为 自 伴 算 子 , 则 Zt) 也 是 自 伴 算 子 . GR 
示 : 用 自 伴 算 子 的 函数 演算 .) 


如 何 刻画 生成 元 G 的 谱 呢 ? 因为 Z(t) (t > 0) 为 紧 算 子 , 所 以 它 的 谱 都 是 点 谱 
ALL 0 为 唯一 聚 点 的 离散 点 集 . 由 Phillis ERRAT EXE (J 34.5 节 ), G 的 谱 则 是 一 
个 以 —oo 为 唯一 (广义 ) 极限 点 的 离散 点 集 . 因此 , G 的 谱 可 以 被 明确 地 确定 下 来 . 

设 7 为 G 的 一 个 谱 点 , 由 于 G 是 自 伴 算 子 , 所 以 Y 为 实数 . 由 前 面 所 提 到 的 
谱 映 射 定理 , t 为 Z(t) 的 谱 点 , 是 Z(t) 的 特征 值 . 又 Z(t) 为 可 缩 算 子 , 所 以 y « 0. 
& elw) 为 Z(t) 的 相应 于 特征 值 et 的 特征 向 量 , h(r,w) 是 以 elw) 为 边界 值 函数 
的 调和 函数 . 由 定义 (A), 

Z(t)e = h(etw) = erte(w)， 
者 令 etr, W 
h(rw) = r~e(w). (11) 
因此 , y 是 一 个 非 正 的 整数 ; 因为 , 否则 , (11) 右边 的 函数 relw) 在 >=0 仅 可 能 
有 有 限 阶 的 导数 , 这 与 单位 球 内 的 调 生 数 在 原点 无 限 阶 可 导 了 矛盾 ， 
定理 2 定理 1 中 的 半 群 Z(t) 的 生成 元 G 的 谱 由 所 有 非 正 的 整数 组 成 . 

证 明 ”我 们 仅 需 要 再 证 明 : 每 个 非 正 的 整数 都 属于 G 的 谱 . 设 n 20 为 整数 
令 Pa 为 次 数 不 大 于 n 的 所 有 齐 次 多 项 式 p(zo,……,zm) 组 成 的 线性 空间 , Vt d, 为 
P, 的 维 数 . 由 于 Laplace 算 子 将 已 , 中 的 每 个 齐 次 多 项 式 p 映 入 到 空间 Pu- A, 
所 以 由 线性 代数 理论 , Laplace 算 子 将 P 内 的 维 数 至 少 为 dn 一 dno 的 子 空间 映 成 
TS; 当然 , 该 子 空间 由 调和 多 项 式 组 成 ， 这 种 调和 多 项 式 的 边界 值 e(w) = p(w) 
满足 

Z(t)e = p(e^'w) = e~™e(w). 
因此 , elw) 是 Z(t) 的 特征 函数 . 两 边 对 t 求 微分 , 我 们 可 以 证 明 e 是 G 的 特征 函 
数 , 其 相应 的 特征 值 为 —n. 口 
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36.3 ” 半 群 的 指数 型 衰减 


在 34.1 节 , 我 们 看 到 了 , 强 连 续 的 单 参 数 算 子 半 群 当 t 趋 于 无 穷 时 , ELEM 
数 型 增长 . 本 节 我 们 将 研究 这 种 半 群 的 衰减 性 质 . 

设 Z(t) 为 作用 在 Hilbert 空间 五 上 的 单 参数 算 子 半 群 ，G 为 Z(t) 的 无 穷 小 生 
成 元 . 假设 GA 太 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 , 则 由 G 的 谱 分 解 , KR Z(t) 可 表示 为 


Z(t)f = i etd E) f. 


因此 , 对 于 非 零 向 量 f, 当 t ÉTER, Z(t)f 以 某 种 指数 型 速度 递减 . 本 节 的 主 
要 结果 包含 上 述 结果 的 一 个 扰动 ; 参见 文献 Lax. 
定理 3 HH A Hilbert Zi, CAH 上 的 强 连续 算 子 半 群 的 生成 元 , EG 满足 : 
存在 趋 于 —oo 的 实数 列 {En}, 使 得 G 的 预 解 式 在 复 平面 中 的 所 有 直线 Red = €, 
上 一 致 有 界 : 
II(G— AD-'!|d^!, Reà = ĉn. (12) 
ik u(t), t 2 0 AREA G 8$ UU 89 65] EARRA. 假设 Gult) 为 t 的 强 连 
续 函 数 , u(t) 强 可 微 且 带 有 强 连续 的 导 函 数 ui. Zul) 满足 不 等 式 
lu — Gu(t)| < k|u(t)], t0, (13) 
这 里 大 是 一 个 为 与 t+ 无关 且 小 于 d 的 常数 , 则 除非 ult) EFTE, 否则 , AL? X 
XF, u(t) REA MARMARA, BPA EM b, 使 得 
f llu(bll2etedt = oo. (14) 
证 明 ”本 定理 的 证 明 建 立 在 如 下 不 等 式 的 基础 上 . 口 
引 理 4 设 G 为 强 连续 算 子 半 群 的 生成 元 , 其 预 解 式 在 直线 ReA— 6€ 上 有 界 d-1， 
4- u(t), 一 00 < t < oo 为 取 值 在 G 的 定义 域内 的 向 量 值 函数 . 若 Gult) At 的 强 连 


HR AK, 且 ult) 有 强 连 续 的 一 阶 导数 ut, 那么 只 要 下 面 的 不 等 式 左边 的 积分 有 限 ， 
如 下 不 等 式 成 立 


2 f ue at < 人 Gu - wear (15) 
R R 


WR ”定义 v(t) = etult), M (Gu - ue st = (G — Eju — u, 其 Fourier 变 
换 为 


(G —€ —ir)v(r), 
XX Hi 0 FE v 的 Fourier 变换 . 由 假设 , ||(G — A) || 在 ReA — € LAR d-1 所 以 
d^|e(r)|? < ICG — € — ir)o(7)|/?. (16) 


根据 Parseval 定理 , Fourier 变换 保持 L? 范 数 . 因此 , 只 要 v 属于 L? 空间 , 不 等 式 
(16) 两 边 积 分 就 可 以 导出 不 等 式 (15). 口 


36.3 ” 半 群 的 指数 型 衷 减 387 


习题 2 证 明 取 值 在 Hilbert 空间 内 的 向 量 值 函数 的 Parseval 定理 . 
我 们 现在 证 明定 理 3. 首先 将 u(t) 延 拓 到 整个 实数 集 RL: 令 u(t) = u(0)a(t), 
t < 0, 其 中 alt) 为 有 紧 支 集 的 光滑 函数 , A a(0) = 1. 对 于 延 拓 后 的 向 量 值 函数 
u(t) 及 满足 不 等 式 (12) 的 上 = En, 应 用 不 等 式 (15). 对 于 不 等 式 (15) 右边 的 积分 ， 
当 t > 0 时 , 应 用 不 等 式 (13); 对 于 左边 的 项 , RER R- 上 的 积分 , 那么 我 们 会 得 
到 新 不 等 式 
e f jju(t)jl et at < Kn +e f \\u(t)|]]?e rtat, (17) 
Ry Rı 


其 中 Kn, AX ||Gu(t) - ulet 33 R- 上 的 积分 . 容易 证 明 , 4 n — oo 时 , Ka & 
于 0. 因为 大 小 于 a, 所 以 只 要 (17) 左边 的 积分 有 限 就 有 


[mie tar < kf 一人) (17) 
Ry 

假设 (14) 不 成 立 , 则 对 于 所 有 En. (17) 左边 都 是 有 限 的 ; 此 时 , (17) BAT u(t) = 0, 
t > 0. 口 


VER, 在 上 述 证 明 过 程 中 , 我 们 仅仅 要 求 G 的 预 解 式 在 Re 和 = En 上 一 致 有 办 
EN (12) 成 立 , 并 没有 要 求 G 的 预 解 式 在 其 定义 域内 一 致 有 界 . 

当 G 为 自 伴 算 子 时 , AH (12) 等 价 于 如 下 条 件 : 

Ki (En —d,£, +d) 5 G 的 谱 不 交 . 

因此 , 作为 定理 3 的 推论 , 我 们 有 如 下 结果 . 
EXP 3' 设 G 为 上 方 有 界 的 自 伴 算 子 , FL G 的 谱 有 无 限 多 个 宽度 为 2d 的 区 
间 间 隙 . 设 ult) 为 如 定理 3 中 所 定义 的 向 量 值 函数 并 且 满 足 不 等 式 (13), MA (14) 
意义 下 , ult) 不 会 比 指数 函数 衰减 得 快 ,除非 它 恒 等 于 零 . 

限制 条 件 大 < d 是 必须 的 ; 否则 , 在 参考 文献 Lax 中 , 我 们 给 出 了 一 个 反例 . 

现在 , 我 们 给 出 定理 3' 的 一 个 应 用 . 设 工 为 形 如 A- 的 偏 微分 算 子 , 其 中 A 
为 Laplace BT, c 为 光滑 的 正 函 数 c(z) 所 确定 的 乘法 算 子 . 对 于 方程 Dw = 0 的 
fe, 极 大 模 原理 (5) 的 L? 类 似 情形 成 立 . 
引 理 5 iuw AJE Lw = 0 的 解 , AP L=A-cc>0O,R 


I(r) = UIT (18) 
为 了 的 递增 函数 ， 
WR (18) 两 边 对 变量 r 求 微分 , 得 
Hr) = 2 f vedo. (18°) 


用 Green 定理 , 变换 下 列 在 半径 为 > 的 球 B. 上 的 积分 : 
o= f whwda= f (wAw—eu*)de= f wu, dw- f (u + cw*) daz. 
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因为 c > 0, 所 以 (18’) 的 正 性 可 以 由 上 式 得 到 . 因此 , Ir) 为 7 的 递增 函数 . 口 

用 H 表示 Hilbert 空间 L2(S), 其 中 S 为 单位 球面 . 令 Z(t) 为 36.2 节 定 理 1 
中 所 讨论 的 算 子 半 群 ，G AER Z(t) WERT. 首先 回忆 一 下 Zt) MEX. Zt) 
是 由 方程 


Z(t)u = h(e~*tw) (4) 
所 定义 的 上 的 有 界线 性 算 子 , 这 里 h 为 条 件 (3) 确定 的 调和 函数 : 
Ah=0, h(w)=u(w), weS. (3) 
方程 (4) 两 边 在 t = 0 点 求 微分 , 得 
Gu = —h,. (19) 


Ww 为 方程 Lw = 0 在 包含 单位 球 的 一 开 集 内 的 解 , 定义 u(t) 为 w(e tw). A 
此 在 t+= 0, 
U = Ur: (20) 
我 们 现在 证 明 函 数 v 满足 定理 3 中 的 不 等 式 (13), 其 中 涉及 的 函数 上 = k(t) 满足 : 
"A t ËF oo 时 , k(t) BF 0. 
W ov 是 定义 在 球面 S 上 的 光滑 函数 , p(z) 是 一 个 单位 球 B 内 为 调和 函数 , 而 
在 边界 S 上 等 于 wv 的 函数 : 
Ap=0, p(w) = v(w). (21) 
H h 去 乘 (21), 然后 在 单位 球 上 积分 . 由 于 h Al p 都 是 调和 函数 , 所 以 , 由 单位 球 
上 的 Green 定理 得 
0 = f o^ — ph,) dw. (22) 
S 
类 似 地 , 由 Green 定理 得 
f paw- pula = | (pw, - pru)du 
B S 
X. Ap — 0 Al Aw = cw, 所 以 
n = ] v. — p, w) dw. 
KERM (22) 相 加 , 得 
] *» = hr) +pr(h- w)dw= | pews, (23) 
由 u(t) 的 定义 和 (3), 在 t=0 Ñ, u(0)(w) = w(w) = h(w); 由 (21), p(w) = v(w); 再 
由 (19) 和 (20), 分 别 得 h,. = — Gu 和 w, = —u,. 将 这 些 结果 代入 (23), 得 


(v, Gu — u) = 7 pew dz, (23’) 
B 
其 中 左边 的 (,) 表示 H 中 的 内 积 . 由 Schwarz NER, (23) 的 右边 小 于 或 等 于 
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1/2 
Cmax (| p dz [ 922) (24) 
B 


在 36.2 节 我 们 已 经 证 明了 , 对 于 调和 函数 p, 函数 f.p? (rw)d o Ar 的 递增 函数 . 
因此 
wjaz= f [rtrsyaurnars —— {rdw= io 
[ro z=f fo rw) dw ee o? mai , 
这 里 |) || H 上 的 范 数 . 用 引 理 5, 我 们 有 类 似 的 估计 
[waz < Lut 
B i m + 1 ` 
上 述 两 个 估计 证 明了 , cmaxllullllv|| 为 (24) 的 一 个 上 界 . 因此 , 由 (23), 得 
((v, Gu 一 ur)| < m gemalui: (25) 
根据 第 6 章 推论 1, SE Hilbert 空间 H 中 的 每 个 向 量 f 的 范 数 有 计算 公式 
I/II = sup(v, f), 


这 里 v 取 遍 H 的 单位 球面 (v € H : [lvl] = 1) PRI -P 8E. 因此 , 由 光滑 函 
数 在 H 中 的 稠密 性 , (25) 蕴含 了 , 对 于 t = 0, 如 下 不 等 式 成 立 


|| Gu — u,]| € Cmax||ul]|- (26) 


l 
m+1 
4& k=1/(m+1emax, 则 这 正 是 不 等 式 (13). 

回想 一 下 , H 中 的 函数 u(t) 可 以 被 定义 为 函数 wete) 在 单位 球面 上 的 值 . 由 
T RRM w(t) = we tr) 满足 微分 方程 
Aw(t) = e~24(Aw)(e'x) = e^?! c(e^'z)w(t), 
所 以 , 对 于 u(t), 我 们 应 用 (26) 得 
-2t 
|| Gu — wll < 元 二 cmaxllul (26") 
这 正 是 不 等 式 (13), 相应 的 上 为 e-?tcmex/(m + 1). 
由 定理 2, G 的 谱 为 非 正 整数 , 故 谱 中 有 无 限 多 个 长 度 为 1 的 区 间 间 际 . 由 于 
X t ÉF oo IN, (26) 右边 的 因子 趋 于 0, 所 以 函数 u(t) = wew) 满足 定理 3 的 
假设 . 因此 , 除非 w = 0, 否则 必 存 在 常数 b, 使 得 
] wee) Pett ae = oo (14) 
0 
4 e^t — r Hz — rw. AA dt — -rdr 以 及 dz — r"dodr, 所 以 我 们 可 以 将 (14) 
38 5 AJ 
fewer dz = oc. (14/) 
我 们 将 结论 (14^) 总 结 如 下 . 
定理 6 偏 微分 方程 Atw 十 cw = 二 0 的 解 w 不 可 能 有 无 限 级 的 零点 , 除非 w 恒 为 零 . 
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注 记 对 于 研究 偏 微 分 方程 的 学 者 而 言 , 解析 系数 的 线性 椭圆 方程 的 解 本 身 也 是 解 
析 的 , 这 是 一 个 众所周知 的 结果 . 因此 , 这 种 方程 的 非 零 解 不 可 能 有 无 限 个 的 零点 ; 
从 而 , 定理 6 的 结果 也 仅 在 c(z) 为 非 解析 函数 的 情形 下 才 是 新 颖 的 非 平 凡 结果 . 对 
两 个 空间 变量 的 情形 下 ，Carleman 第 一 个 得 到 了 这 样 的 定理 ; 对 任意 m 个 空间 变 
量 的 情形 下 , Müller 得 到 相应 的 结果 ; E - 般 的 结论 应 归功 于 Calderon. 


36.4 Lax-Phillips ### 


在 35.5 节 , 我 们 引入 了 作用 在 Hilbert 空间 H 上 的 西 算 子 群 Ut) 的 平移 表 
m. 该 表示 中 起 关键 作用 的 是 H 的 闭 子 空间 F, 我 们 现在 称 之 为 入 子 空间 , 并 用 符 
号 已 来 表示 . 假设 入 子 空间 已 ”满足 第 35 章 中 的 方程 (15) 所 列 的 性 质 : 


U(r)F_ CP r«t, (27a) 
NU(r)F_ = {0}, (27b) 
UU(r)F_ = H. (27c) 
同时 , 我 们 还 假设 存在 满足 如 下 人 性质 的 出 子 空间 F: 
U(r)Fi c F, r>o0, (28a) 
NU(r)F; = {0}, (28b) 
UU(r)F, =H. (28c) 


另外 , 假设 子 空间 F 和 F EEEX. 
定理 7 ik U(t) A Hilbert 空间 H 上 的 强 连续 单 参数 西 算 子 群 , F 和 Fy 分 别 
是 (27) 和 (28) 意义 下 的 入 子 空 间 和 出 子 空间 , 并 且 『 fo Fy 彼此 正 交 . 用 P- 和 
P, PHAR H 2) F 的 正 交 补 和 F, 的 正 交 补 上 的 正 交 投影 , AK ARF OF, 
在 H AKHERAT. XA 
Z(t) = P,U(t)P_, t20, a (29) 
则 Z(t) 形成 了 K Lt 53b Sk AT HRA t BT oo 时 , Z(t) 强 收敛 于 0. 
证 明 显然, 每 个 Z(t) 都 是 可 缩 算 子 . 要 证 明 2Z(t) 将 K 映 入 自身 , 我 们 需要 
证 明 : 对 于 K 中 的 每 个 向量 k, Z(t)k 与 子 空间 F 和 F, EX. 由 定义 , Z(t) 的 值 
域 与 F, EX; 因此 , Zt) 与 F EX. 
由 于 P_ 在 K 上 为 恒 等 映 射 , 所 以 , 4k ART K 时 , Z(t)k = P U(t)k. 我 们 
断言 : tott, Utk E F_ EX. 为 此 ,对 F_ 中 的 向 量 f_, 有 
(U(t)k, f .) = (k, U'(t)f .) = (k, U(-t)f _). (30) 
由 (27a), 34 t 2 0 Hf, U(—t) 将 F 映 入 自身 , 所 以 (30) 右边 的 内 积 为 0, 从 而 上 
述 断 言 成 立 ， 又 (I 一 P,)U(t)k 属于 F, 所 以 该 向 量 与 FIER; 因此 , Z(t)k = 
P, U(t)k = U(t)k - (I- P,)U(t)k 5 F EX. 
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我 们 再 证 明 Z(t), t > 0 为 作用 在 K 上 的 算 子 半 群 根据 性 质 (28a), Ult), 

(20, F 映 入 自身 ; XP. 将 F RAS, 所 以 
P,U(0P, = P U(t), t20. 
因此 , 对 K 中 的 向 量 k, 及 实数 s,t > 0, 有 

Z(t) Z(s)k = P, U(t) Ps U(s)k— P, U(t) U(s)k = P4 U(t + s)k = Z(t + s)k. 

要 证 当 t 趋 于 oo 时 , Z(t) 强 收敛 于 0, 我 们 要 借助 于 性 质 (28c), 即 所 有 子 空间 
U(t)F,, —oo «t < +00, 生成 了 H 的 稠密 子 空间 . Hk AK 中 的 任意 向 量 , 对 任 
X = > 0, 由 (28c), UATE FR, 中 的 向 量 f 及 实数 r, 使 得 

IU(r)f; — kl| < e. 
由 于 Pi U(t) 为 可 缩 算 子 , 所 以 
|| P. U(t)(k — U(r) f+)I] < e. 
由 性 质 (28a), 4 t+r > 0 Rt, Pr U(t+r)f, = 0; IER, ||P, U(t)k|| < e. 因此 , 当 
t>|—r| BY, || Z(Ok]] = || P+ U(t)k]| < e. 口 


36.5 ” 障 隘 外 部 的 波动 方程 


设 B 为 R3 内 的 障碍 , 即 B 是 一 个 有 光滑 边界 的 有 界 区 域 . 因此 , 可 以 假设 B 
包含 在 以 原点 为 心 , 以 R > 0 为 半径 的 球 内 . 从 35.4 节 的 结束 部 分 , RITAS T 
动 方程 

ur — Au=0 
对 所 有 时 间 t, 定义 在 B 的 外 部 且 在 B 的 边界 上 取 值 为 0 的 解 的 存在 性 . 在 那儿 ， 
我 们 证 明了 这 样 的 解 u 保持 能 量 , BD 
E-5 [ (ut az (31) 


与 时 间 变 量 无 关 , 这 里 的 积分 区 域 为 B 的 外 部 区 域 . 将 能 量 的 平方 根 定义 为 能 量 范 
数 , AH 表示 光滑 的 、 紧 支撑 在 B 的 外 部 并 且 在 B 的 边界 上 取 值 为 零 的 所 有 初 值 
(u(0), u.(0)) 组 成 的 空间 在 能 量 范 数 下 的 完备 化 . 用 SE RRI f = {fi fo} 
的 能 量 范 数 . 

就 像 35.4 节 中 的 注 记 那 样 , 利用 偏 微分 方程 理论 的 技巧 可 以 证 明 , 对 所 有 时 间 
t € (—oo, +00), 定义 在 B 外 部 的 波动 方程 在 给 定 光 滑 的 有 有 限 能 量 的 且 在 B 的 边 
界 上 取 值 为 零 的 初 值 下 有 解 . 由 能 量 守 恒定 律 , 这 些 解 由 它们 的 初 值 唯一 确定 . 
此 , 我 们 可 以 定义 解 算 子 Us: 

U(t) : (u(0),u.(0)) > {u(t), w(t)}, 

BU U(t) 是 一 个 将 解 u 的 初 值 映 为 u 在 t 时 刻 数值 的 算 子 .我 们 将 算 子 U) E 
续 地 延 拓 到 整个 空间 H 上 , 延 拓 后 的 算 子 形成 了 H 上 的 强 连续 单 参 数 西 算 子 群 
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U(t). 

现在 , 我 们 回顾 一 下 35.5 节 的 结尾 部 分 引入 的 障 隘 B 外 部 的 波动 方程 入 解 的 
概念 . 入 解 被 定义 为 后 锥 内 取 值 为 0 的 解 : 

u(z,t)=0, |z| < -t+R, t<0. 
我 们 可 以 证 明 , 所 有 入 解 的 初 值 在 能 量 范 数 下 的 闭 包 是 酉 算 子 群 U(t) 的 一 个 入 子 
空间 Fo 事实 上 , 性 质 (27a) 和 (27b) 是 很 容易 验证 的 , 但 (27c) 的 证 明 是 一 个 十 
分 深刻 的 结果 , 有 关 此 结果 的 一 个 完整 证 明 , 我 们 参见 本 章 的 文献 Lax-Phillips. 在 
此 , 我 们 仅仅 指出 性 质 (27c) 与 局 部 能 量 衰减 之 间 的 关系 并 将 证 明 : 对 于 障 隘 外 部 
的 任意 有 界 子 集 G 以 及 H 内 的 任意 向 量 f, 有 
,lim ||U(t)fllz.a — 0, (32) 

其 中 ||||g.o 表示 局 部 能 量 范 数 : 


1 
In. = 5 f (hl? + a) de 


性 质 (27c) HET, 对 于 给 定 的 任 一 正 数 e, 存在 时 间 T € (700,00) 以 及 存在 F- 
中 的 向 量 g, 使 得 
lf — U(T)gl| < e. 

由 F 的 定义 , 当 T+t<0 时 ,UT+Hbg ER |z| < R— (T 4t) 内 取 值 为 0. 注意 
当 t 为 绝对 值 充分 大 的 负数 时 , ER lz| < R-(T+t) 包含 了 有 界 集 G. X. Ult) R 
持 能 量 , 所 以 || U(t)f — UT + t)g\le = ||f 一 U(T)glle < e. 因此 , 当 t<0 且 绝对 
值 充 分 大 时 , || U(t) f||g,a « e. 故 (32) RI. 

局 部 能 量 衰减 的 重要 性 在 于 , 可 以 证 明 上 述 结论 的 逆 也 是 成 立 的 . 事实 上 , 性 
质 (27c) 可 以 通过 能 量 衰减 的 弱 形 式 : 

Jim inf || U(t)f\lz,¢ = 0 (32’) 
进行 验证 . 关于 (32) 推导 性 质 (27c) 以 及 (32) 本 身 的 证 明 , 我 们 参见 本 章 的 文献 
Lax-Phillips 的 第 V 章 . 作为 注 记 , 我 们 指出 (27c) 的 证 明 关键 就 是 要 证 明 群 U(t) 
的 生成 元 没有 点 谱 ; 

用 类 似 的 方式 , 我 们 将 在 前 锥 内 取 值 为 0 的 解 v: 

v(z,t)=0, |al<t+R, t20 

定义 为 出 解 .所 有 出 解 的 初 值 在 能 量 范 数 下 的 闭 包 是 西 算 子 群 U(t) 的 出 子 空间 FL. 
Fl F_ 一 样 , 性质 (28a) 和 (28b) 很 容易 被 验证 , 而 (28c) 的 证 明 是 一 项 艰巨 的 工作 . 
引 理 8 F_ fo Fy HEX. 

证 明 ”我 们 先 模仿 35.5 节 给 出 入 解 的 构造 : + T > R, 对 波动 方程 在 自由 空 
i] R3 x R 内 的 解 u(z,t), 由 Huygen 原理 , 若 ulz, t) 在 了 时刻 和 球 |r| > T — RA 
取 值 为 0, WH t <0, u(x,t) AAR. 
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B u Mo 为 自由 空间 内 的 波动 方程 在 0< T 内 的 两 个 解 , 由 能 量 守 恒 , 则 这 两 

个 解 的 能 量 数值 内 积 
({u(t), we(t)}, {v(t), v(t) jE 
5 t 是 无 关 的 . 特别 地 ， 
((u(0), ue(O)}, {v(0), (0) }) = ({u(T), ue(T)}, UT), (1) Pe. (33) 

ES u 是 由 上 述 构造 得 到 的 入 解 , v 为 任 一 出 解 , 则 (33) 右边 的 内 积 为 0, 这 
是 因为 函数 UT) 和 wi(T) REFRA T- RERA, 而 在 此 条 件 内 , 出 解 vo 的 
取 值 为 0. 

上 述 讨论 似乎 是 一 个 合理 的 证 明 , 但 是 实际 上 我 们 并 没有 完全 证 明 引 理 8, 因 
为 我 们 还 没有 证 明 : 借助 于 Huygen 原理 构造 的 入 解 u 在 所 有 入 解 空间 F 内 是 
稠密 的 . 关于 引 理 8 的 直接 证 明 , 请 读者 参见 后 面 的 文献 Lax-Phillips. 口 


在 二 维 空 间 内 , 用 Huygen 原理 证 明 入 初 值 和 出 初 值 的 正 交 性 是 十 分 自然 的 ; 
在 Huygen 原理 不 成 立 的 情形 下 ， 入 解 和 出 解 不 是 正 交 的 . 

半 群 Z(t) 是 研究 波 与 障 隘 之 间 相 互 作用 的 一 个 自然 工具 . 如 果 入 波 尚 未 与 障 
隘 相 互 作用 , 那么 出 波 将 永远 不 会 与 障碍 作用 . 入 解 和 出 解 通 过 投影 POP, 
H, 从 而 我 们 可 以 研究 波 与 障 隘 在 所 有 时 间 内 的 相互 作用 . 

障 隘 的 形状 和 算 子 Z(t) 及 无 穷 小 生成 元 G 的 谱 之 间 存 在 着 密切 联系 . 我 们 先 
以 一 个 基本 结果 开始 研究 这 种 联系 . 
定理 9 设 上 为 任 一 正 数 , 则 (kI— G) ! ZOR) 为 紧 算 子 . 

关于 此 定理 的 证 明 , 我 们 参见 文献 Lax-Phillips 的 第 V 章 . 由 定理 9, 我 们 将 直 
接 得 到 如 下 推论 . 
推论 9' G 的 谱 均 为 点 谱 , 且 仅 以 ARE. 


习题 3 由 定理 9, 证 明 推 论 9. (提示 : 用 34.5 节 的 半 群 谱 理论 .) 


障碍 的 几何 性 质 和 Z(t) 的 谱 之 间 的 联系 是 波 传播 的 几何 光学 刻画 . 相应 的 几 
何 性 质 就 是 , 根 究 经 典 的 反射 定律 , 障碍 可 以 将 在 其 边界 被 反射 的 一 束 光线 保留 多 
长 时 间 ; 这 样 的 光线 可 以 被 定义 为 由 直线 段 组 成 的 道路 . 车 用 UB) 表示 包含 在 以 
R 为 半径 的 球 内 的 被 反射 光线 长 度 的 上 确 界 , 那么 我 们 有 如 下 性 质 . 
定理 10 

(i) 25 &(B) < oo, 则 对 充分 大 的 二 A(t) 为 紧 算 子 . 

(ii) # (B) = œ, 则 对 所 有 的 t, || Z(t)|| = 1. 

本 定理 的 证 明 具 有 很 强 的 技巧 性 , 我 们 仅 给 出 几 点 注 记 , 不 再 详细 列 出 其 细节 . 
Lax 和 Phillips 指出 (i) 可 利用 广义 的 Huygen 原理 得 到 ， 该 原理 粗略 地 讲 是 说 ， 
在 障 隘 的 外 部 , 信号 的 尖端 沿 射线 传播 , 这 里 的 射线 包括 由 障 隘 本 身 反射 来 的 射线 . 
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由 此 推广 的 Huygen 原理 是 由 Melrose 和 Taylor 证 明 的 . 

由 (i) 和 局 部 能 量 衰减 性 质 ，Z(t) 的 所 有 特征 值 都 形 如 evt, 其 中 0 > Rey; > 
… 一 一 00. 因此 , 4 t oo 时 , ZO 呈 指 数 型 衰减 . 对 于 CB) < 2R 的 星 状 障碍 
B, Lax, Morawetz 和 Phillips 证 明了 ||Z(t)|g € e-?*, 这 里 o > 0. 他 们 的 证 明 建 
E Morawetz 的 非 标 准 能 量 估计 的 基础 上 , 并 没有 依靠 推广 的 Huygens 原理 . 

(ii) 的 证 明 建 立 在 如 下 事实 的 基础 上 , 即 在 任意 给 定 的 反射 射线 的 任意 邻 域内 ， 
波动 方程 总 存在 有 有 限 能 量 的 解 . 这 样 的 解 是 由 Jim Ralston 构造 的 . 

= (B) = oo 时 , 生成 元 G 的 特征 值 的 实 部 并 不 趋 于 —oo. 对 此 , Ikawa 给 出 
了 许多 有 趣 的 信息 . 
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第 37 章 散射 理论 


散射 理论 有 两 个 核心 内 容 : 一 个 是 数学 的 , 主要 处 理 有 连续 谱 的 算 子 的 西 等 价 ; 
另 一 个 是 物理 的 , 处 理 诸如 拟定 态 、 截 面 和 量子 力学 中 的 可 观测 量 等 概念 . 


37.1 扰动 理论 


扰动 理论 是 由 Lord Rayleigh 和 Erwin Schrédinger 发 展 而 来 的 . Erwin Schrö- 
dinger 将 扰动 理论 发 展 成 为 解决 物理 、 经 典 力学 和 量子 力学 问题 的 工具 . 本 节 将 刻 
画 扰动 理论 中 的 一 个 最 简单 的 结果 . 有 关 扰 动 理论 的 详尽 讨论 , 可 以 参考 Kato 的 
T. 
定理 1 设 4 为 作用 在 Hilbert FA] HAHAHA o 为 A 的 重 数 为 1 的 孤立 
特征 值 , SS DA H EMA RMAF, ||DI| <1, 则 对 于 充分 小 的 正 数 e, A+eD 
在 区 间 [o —c,a+e] 上 有 重 数 为 1 的 孤立 特征 值 . 

证 明 ”我 们 需要 如 下 引 理 . 口 
引 理 2 KP QA Hilbert 空间 万 上 的 两 个 正 交 投影 , 若 它 们 的 差 有 小 于 1 的 
范 数 : 

IP- Ql|l « 1, (1) 
则 P fo Q@ 有 相同 的 值 域 维 数 . 

WER ”假设 P 的 值 域 维 数 大 于 Q 的 值 域 维 数 , 那么 在 P 的 值 域内 存在 向 
Bou, E u| = 1 Bu 5 Q 的 值 域 正 交 .， 因 此 Pu = u, Qu = 0; 从 而 
II(P — Q)ul| = Iul] = 1, 这 与 (1) TR. E 

用 C 表示 以 孤立 谱 点 a AD. Wr > 0 为 半径 的 圆周 , 使 得 C 含 在 A 的 预 
RRA, 并 且 a 为 4 TE C 内 部 的 唯一 谱 点 . 定义 映射 P: 

P=¢(¢~— A)! qc. (2) 
显然 , P 为 投影 Ea) 其 中 E A 的 谱 分 解 中 的 正 交 投影 值 测度 . 由 假设 , P 的 
值 域 维 数 为 1. 

当 < 充分 小 时 , 对 于 C 上 的 每 个 点 6 6- (A D) 8DÉ, 并 且 该 算 子 的 逆 与 
(C— A) ! 的 差 很 小 . 因此 , 我 们 可 以 定义 算 子 P.: 

P. = EC-A -eD ag; (2) 
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P. 也 是 投影 且 当 e 趋 于 0 时 , |P- P. BF 0. 因此 , 由 引 理 2, 当 = 充分 小 时 ， 
P. 和 PP 有 相同 的 值 域 维 数 1. 此 时 ，P-。 值 域 中 的 每 个 非 零 向 量 都 是 4 + aD 的 特 
征 向 量 且 当 e 趋 于 0 时 , 相应 的 特征 值 趋 于 a. CJ 


习题 1 试 证 4+aD 的 上 述 特征 值 与 a 相差 不 大 于 e. 
推论 ”由 公式 (2), A+ eD 的 特征 值 和 特征 向 量 为 < 的 解析 函数 . 


习题 2 #U ale) 和 ule) 分 别 表示 和 十 eD 的 特征 值 和 相应 的 范 数 为 1 的 特征 
向 量 , 试 证 


Ta = (Du, u). 


试问 高 阶 导 数 的 情形 如 何 ? 
注 设 a 为 4 的 重 数 为 n 的 孤立 特征 值 , 用 讨论 定理 1 的 方法 可 以 证 明 , A+eD 
在 区 间 [a — s,a — e] EA n PRIE, 其 中 有 些 特征 值 可 能 是 多 重 的 . 

由 公式 (22), A +eD 的 特征 值 为 & 的 代数 函数 , s = 0 是 一 个 可 能 的 代数 奇 点 . 
Rellich 指出 : 每 个 代数 函数 可 以 被 展 成 Pauiseux 级 数 , 即 er ARERR, 其 中 
p 是 该 代数 函数 在 e = 0 的 支点 的 阶 数 . 此 壤 级 数 的 所 有 分 支 代 表 了 该 代数 方程 的 
ft, 也 就 是 说 , 它们 都 是 4 + eD 的 特征 值 . 由 于 当 p z 1 N, RRR AED x 
AREAS, 它们 不 可 能 是 自 伴 算 子 4 + 6D 的 特征 值 , 所 以 p 只 有 等 于 1. 因此 
4+sDD 的 所 有 特征 值 都 是 © 的 解析 函数 . 

我 们 现在 转向 另 一 种 极端 形式 . 
定理 3 ik A AKAMA Hilbert 空间 H 内 的 自 伴 算 子 , o 为 A 的 本 质谱 点 即 对 于 
每 个 包含 o HRT, EN) 有 无 限 维 的 值 域 . 若 C 为 任 一 对 称 紧 算 子 , 则 a 属于 
A+ C 的 本 质谱 . 

WR EDTA, 则 存在 包含 a ØKI 1, 使 得 Ec(I)' 有 有 限 值 域 , 这 里 Ec 表 
A 和 十 CC 的 谱 分 解 中 的 投影 值 测度 . 由 于 4 + C 再 加 上 一 个 紧 算 子 后 , 可 以 同时 
消除 位 于 I 内 的 有 限 个 特征 值 , 所 以 我 们 只 需 证 明 a 为 A+ C 的 谱 . 

要 得 到 这 一 点 , 我 们 证 明 当 了 BAT OW, A+ C 的 预 解 式 Ra + in 的 范 数 趋 
于 oo. 将 紧 算 子 C 分 解 为 


N 
C=F+S, X F- uz fj)f; ISI «m. (3) 


1 
wa A Ea-n,a+n) 值 域内 的 任 一 非 0 向 量 , 则 (LA — a - in)e|| < 2nllell. X. 
Ela -n,a +n) 有 无 限 维 的 值 域 , 所 以 在 该 值 域内 存在 非 零 向 量 m, 使 得 m 与 每 个 
fj, 9 =1,2,---,N, EX. 对 于 这 样 的 向 量 m, Fe = 0. 因此 , 利用 (3), 得 
|(A + C — o —in)ax||=||(A — a — in)z + Sa||<||(A — o — in)a|| + || Sar||<3n||x||.(4) 
因此 (A+C-a-in)! 的 范 数 大 于 1/39. DJ 
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定理 3 的 结果 可 能 会 让 人 有 点 误解 . 假设 4 的 谱 是 绝对 连续 的 , 那么 4 的 每 
个 谱 点 都 是 4 的 本 质谱 , 因此 也 是 4 + C 的 本 质谱 , 这 里 C 为 任 一 紧 对 称 算 子 . 
但 是 , 正如 Wey] 观察 到 的 那样 , A+ C 的 谱 不 一 定 是 连续 谱 . 同时 ，Weyl 证 明了 ， 
对 于 任意 c > 0, 都 存在 紧 算 子 C, ICI < e, 使 得 A+ C 的 谱 都 是 纯 点 谱 , 并 且 这 
些 点 谱 在 A 的 谱 中 是 稠密 的 . 此 结果 被 von Neumann 加 强 为 : C 不 仅仅 是 紧 算 子 ， 
而 且 可 以 选取 为 具有 任意 小 Hilbert-Schmidt 范 数 的 Hilbert-Schmidt 类 算 子 (参见 
30.8 $5). 

车 C 为 对 称 紧 算 子 , 05) 为 其 特征 值 , 则 C 的 Hilbert-Schmidt $839 (Y542)2. 
更 一 般 地 , 人 们 可 以 定义 p BMI (Sly?) ? ( 参见 文献 Shatten). 对 于 von Neu- 
mann 的 结果 , Kuroda 进一步 加 强 为 : 可 以 取 到 具有 任意 小 p 交叉 范 数 (p > 1) 的 
RAF C. 

对 于 p = 1, p 交叉 范 即 为 迹 范 数 (参见 30.2 节 ). 4 C 为 迹 类 算 子 时 , 情况 有 
明显 的 不 同 . Marving Rosenblum 在 他 的 学 位 论文 中 证 明了 , 自 伴 算 子 加 上 对 称 迹 
类 算 子 的 扰动 将 连续 谱 遗 留 为 连续 谱 . 我 们 在 接 下 来 的 两 节 将 专门 研究 此 结果 . 


37.2 X A 子 


本 节 的 研究 对 象 是 可 分 的 Hilbert 空间 H 和 一 对 自 伴 算 子 4 B. RNA 
et^ 和 etB 分 别 表示 A 和 B 所 生成 的 单 参数 西 算 子 群 ; 参见 第 35 章 . 定义 AE 
的 单 参数 酉 算 子 族 wit) 为 

Wit) — gitB,—itA (5) 
W(t) Æ t —^ too 时 的 强 极限 : 
W,=s- ‚im Wit), W_=s- „lm Wit) (6) 
在 本 节 的 研究 中 占有 中 心地 位 , 当然 是 在 它们 都 存在 的 假设 条 件 下 . 我 们 称 W, 和 
W- 为 波 算 子 . 如 果 需 要 强调 波 算 子 对 4 和 B 的 依赖 性 , 那么 我 们 将 用 W.B, A) 
和 W_(B, A) RRA. 


习题 3 Ku 
W+(C, A) = Wi(C, B) Wi(B, A), 
假如 右边 的 所 有 波 算 子 都 存在 . 
因为 波 算 子 为 西 算 子 族 的 强 极限 , 所 以 它们 都 是 等 距 算 子 : 


|] Wael] = |lull. (7) 
方程 (5) 两 边 取 伴随 , 则 
W*(t) En etA.-itB 
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又 因为 伴随 的 强 极限 ( 弱 极 限 ) 为 极限 的 伴随 , 所 以 , 假如 下 面 所 有 的 波 算 子 都 存 
在 , 那么 它们 分 别 相等 : 
W.(A,B) = Wi(B, A). (8) 
由 定义 (5), 对 实数 s Mt, 有 
Wit + s) = eisB W(t)e-'*^. 


4 t — oo, W 

W, = eisB W,e-isA. 
将 该 式 重 写 为 

Weis4a = eB W, (9) 
作 差 商 


eisA —I eisB re i 
v= 


+ » P Wv, 
这 里 v 属于 4 的 定义 域 . + s 一 0; 左边 的 极限 存在 , HA iW, Av; 因此 右边 的 极 
REFE, 从 而 Wv 属于 B 的 定义 域 且 
WA = BW}. (9) 

对 于 波 算 子 W, 我 们 有 类 似 的 关系 式 . 

BERAT W, 将 整个 Hilbert 空间 H 映 到 子 空间 K E; H (7), W, AH 
到 K 上 的 西 算 子 . 此 时 (9) 蕴含 了 事实 : eisB 将 K 映 入 自身 内 . 我 们 断言 : ed 
将 K 在 五 中 的 正 交 补 K+ 也 上 映 入 自身 K+ 内 . 事实 上 , 由 公式 

(Wiz,h)-—(z W+h), z, he dH, 
得 K ARAT W 的 零 空间 . 对 (9) 两 边 取 伴随 并 用 —s 代替 s, 得 
eisA W: = We 

HE, Wi ei*Bz = es^ w* z = 0, KP z 属于 BIER K+. 故 上 述 断 言 成 立 . 
这 样 , 我 们 已 经 证 明了 , 子 空间 K 约 化 了 算 子 B, 即 BB 在 KNMD 和 K+ND 上 的 
限制 分 别 为 BEKA K- 内 的 自 伴 算 子 , 其 中 Do B 的 定义 域 . 因此 由 (9), 
A 作用 在 H AA B 作用 在 K 内 是 西 等 价 的 . 

假设 波 算 子 Wi;(B, A) 和 W,(A,B) 都 存在 , 那么 由 (8), Wi(A, B) = WA (B, 
A); 又 由 (7), W) (B, A) 是 等 距 算 子 . 因此 ，V (B, A) 的 零 空间 是 平凡 的 ,从 而 
K =H. 我 们 将 上 述 讨论 总 结 如 下 . 
定理 4 假设 波 算 子 W.I(B,A) 和 W,(AB) MAA, MA A 和 BH FH. 

西 等 价 的 算 子 有 相同 的 谱 . 特别 地 , 它们 有 相同 的 点 谱 . 因为 在 散射 理论 中 , 算 
子 B 是 算 子 4 的 扰动 , 所 以 扰动 B 保持 4 的 特征 值 不 变 是 极 不 可 能 的 (见习 题 
2). 因此 假设 A 存在 点 谱 , 那么 仅 在 某 些 特殊 的 条 件 下 , WAT Wi(4, B) 才 存 
Tr. 就 像 31.4 节 解 释 的 那样 , 这 种 情况 可 以 通过 将 4 限制 到 A 的 绝对 连续 子 空间 
HO 上 的 方式 进行 改善 . 
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习题 4 在 31.4 节 , 我 们 仅仅 处 理 了 有 界 算 子 的 情形 , 试 将 这 些 概念 推广 到 无 界 算 
子 上 去 . 
XX BHO H 的 子 空间 且 使 得 4 在 其 上 的 作用 有 绝对 连续 谱 ,，P. A H F) 
HO 上 的 正 交 投影 . 我 们 称 WEP. 在 上 一 +00 的 强 极限 , 仍 用 Wi 表示 , 为 广义 
波 算 子 : 

„im W(t)P.- Wz, (6^) 
其 中 W(t) ia (5) EX. 
习题 5 若 广 义 波 算 子 Wi(B, A) 存在 , RE, CH AO RA B 的 约 化 子 空间 K 
LE BB 在 K 上 有 绝对 连续 谱 . 


习题 6 若 两 个 广义 波 算 子 WB. A) 和 WL(AB) 都 存在 , 则 A 和 B 的 绝对 
连续 部 分 酉 等 价 . 


37.3 ” 波 算 子 的 存在 性 


下 述 结 果 归 功 于 Cook, 也 可 参见 文献 Jauch 和 Kuroda. 
定理 5 MRAZ HO 的 稠密 子 集 J 使 得 对 J 中 的 所 有 向 量 u RETIR: 
(i) et^u 属于 A fo BAK RR D(A)N D(B); 
(ii) (B- A)eAu 为 t 的 连续 函数 ; 
Gii) (B - A)e-it4wl| 在 [0, co) ETH, 
MA, 波 算 子 Wi+(B, A) FH. 
对 于 W, 我 们 有 类 似 的 结论 . 
证 明 uÑ 7 中 的 任意 向 量 , H(i), W(t)u = eit3e-it4w KF t TWE 


< W(t)u = ie*P(B — A)e Au. (10) 
由 (ii), 导数 (10) 关于 t 连续 ; 因此 , 将 (10) 的 两 边 在 区 间 [a,b] 上 积分 , 得 
W(b)u — W(a)u = Hr eB B- A) (10/) 


因为 eB 为 西 算 子 , 所 以 
b 
|| W(b)u — W(a)ul| < / I(B- Aye" ^ul|dt. 


Hi (ii), 33 a Al b BF oc 时 , 右边 的 积分 趋 于 0; 因此 , 左边 也 趋 于 0. 
上 述 讨论 证 明了 , 对 J 内 的 任意 向 量 u, W(t)u 在 上 一 oo 时 极限 存在 . 又 J 
为 HFRMETRUR Wit) 为 保 范 算 子 , 所 以 强 极限 (6) 成 立 . 口 


引 理 6 假设 4 和 B 相 差 一 个 有 界线 性 算 子 D: 
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B=A+D, ||DI|< œ, 
且 广 义 波 算 子 W (B, A) 存在 , 那么 , 对 于 HO 内 的 每 个 向 量 凡 和 任意 实数 a, 有 


| Wu — Wla)u||? = -21m f (eit4 Wt De "Au, u) dt. (11) 


证 明 ”因为 4 和 {WB 相差 一 个 有 界线 性 算 子 , 所 以 对 4 的 定义 域内 的 每 个 向 
# u, (10) 和 (10) 都 成 立 . 又 4 WER H AR, 所 以 对 H 内 的 所 有 疝 量 ， 
(10) 成 立 . 令 (10') "PR b ÉF oo. 由 假设 , 对 于 HO 内 的 每 个 向 量 u W(b);u 
KAT Wu, 因此 


oo 
W.u — W(a)u = if elBt pe it Aq t, (10^) 


X. Wa) 和 W, 是 等 距 算 子 , 所 以 
| Wu — Wla)ull? = 2]lull? — 2Re( W(a)u, W+u) 
= 2Re( Wu — W(a)u, Ww). 
将 (10”) 代入 上 式 的 右边 项 Wu- Wau A, 然后 将 (9) 两 边 转 置 并 用 t 代替 
—s, 可 以 给 出 (11). 口 


定理 7(Rosenblum) 若 自 伴 算 子 A 和 B 相差 一 个 (AR BRHF D: B= 
4 十 万 , 则 广义 波 算 子 Wi(B, A) 和 W,(A,B) 存在 . 

由 习题 6, A 和 B 的 绝对 连续 部 分 酉 等 价 . 

WA ”首先 考虑 扰动 算 子 D 为 秩 一 算 子 的 情形 : 

Du = c(u, f)f, lfll=1. 

用 K 表示 H 中 的 包含 f 并 约 化 算 子 A 的 最 小 闭 子 空间 . 由 31.5 节 , TH K 
为 所 有 形 如 b(4)f 的 向 量 组 成 空间 的 闭 包 , HAR 上 的 有 界 连续 函数 , 由 于 
B 和 A 在 的 正 交 补 上 相等 , 所 以 当 向 量 u 与 K 正 交 时 , W(t)u = u, El Wit) 
E K 的 正 交 补 上 为 恒 等 算 子 . 因此 , 我 们 只 需 证 明 , A 和 B 限制 在 K 上 的 波 算 子 
的 存在 即 可 . 

将 f 沿 HO 分 解 : 

f=g+h, g= Pc.f, h=(I-P.)f. 

形 如 b(A)g 的 所 有 向 量 集合 的 闭 包 为 WMATA KO, A 在 KO 上 是 绝对 连 
续 的 而 在 其 正 交 补 上 为 奇异 的 . 因为 g 属于 HO, 所 以 (Eg,g) 为 绝对 连续 的 测度 . 
因此 , K 存在 表示 空间 L?(5), HAT A 在 K 上 的 作用 被 表示 为 LS) 上 的 变量 
入 所 作 的 乘法 作用 , 这 里 5 为 R 中 的 某 个 Bore FH. 

不 失 一 般 性 , 在 定义 Du = c(u, f)f "P, RIS c= 1. 定义 

D.u = P.DP.u = (Pct, f) P.f = (u,9)g, 

其 中 g= P.f, 从 而 在 K 的 函数 表示 中 , 9 被 表示 为 R 上 的 支 集 含 在 S 内 的 平方 
可 积 函 数 ， 因 此 , KAT Wi(B, A) 的 存在 性 被 约 化 为 如 下 情形 : Hilbert 空间 为 
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L?(S), A 为 作用 在 L?(S) 内 的 和 所 作 的 乘法 算 子 , B= A+ D, 其 中 Du = (u,g)g. 
将 L2(S) BIER H = L?(R,d 入 ) 的 闭 子 空间 . 将 A 延 拓 为 H 上 的 由 入 所 作 
的 乘法 作用 , 将 D 延 拓 为 H 上 的 秩 一 算 子 Du = (ug), 其 中 g 在 S 的 补 集 上 
定义 为 0. 我 们 只 要 证 明 W, 在 拓 广 后 的 空间 上 的 存在 性 即 可 . 
首先 考虑 g() 为 光滑 函数 , 并 且 9(A) 及 其 导数 在 和 一 to 时 为 急 减 函数 的 
情形 . 我 们 要 借助 于 定理 5. WI 为 H 中 的 所 有 函数 u( 和 ) 组 成 的 子 集 , 其 中 u(A) 
满足 条 件 : u(A) 光滑 , Bou) 连同 其 导数 在 和 to 时 有 和 急 减 性 质 , W 在 H 
cpu. 我 们 验证 定理 5 的 三 个 条 件 成 立 . 
(i) 由 于 满足 Au(A) 平方 可 积 的 所 有 函数 u(A) 组 成 了 A 和 B 的 定义 域 , 所 以 
条 件 (i) 成 立 . 
(i) 由 D. 的 定义 , 得 
D.e~*4u = (e7'*4u, g)g = f e "^u(u)g(u) d u g(A) 
(12) 
= ug(—t)g(). 
这 里 的 ~ 表示 Fourier BR. 又 因为 M g 在 无 穷 远 点 急 减 , 所 以 ug 属于 L', 从 
而 它 的 Fourier 变换 连续 , 此 正 是 (ii) 中 所 要 求 的 条 件 . 因为 u Al 9 的 导数 急 减 , 所 
以 当 t to 时 , ug 急 减 的 速度 要 比 二 的 任意 次 寡 急 减 的 速度 要 快 . 因此, 条 件 
(iii) 也 成 立 . 由 定理 5, 广义 波 算 子 W;(A,B) FE. 
要 将 上 述 光 滑 函 数 的 情形 过 渡 到 o 为 任意 函数 的 情形 , 我 们 要 利用 恒等式 (11). 
用 表达 式 (12) 代替 (11) 中 的 De-it4w, 得 


| Wu — W(a)ull? = -2Im / us (t) (e^ W o, u) dt. (13) 
简 记 Wig 为 g^, 并 重 写 上 述 积分 中 的 第 二 个 因子 为 
ItAg* u) = f e'^g*Q)u(4)dA = F(t). 
用 Schwarz 不 等 式 估 计 (13) 右边 的 积分 , 得 
co M oo _ 1/2 
Wu- Wa)ull? <2 (f gf a: f yat) | 


由 Parseval 7; f£, Fourier 变换 是 一 个 等 距 映 射 数 乘 2x. 因此 , 上 述 右边 的 第 二 个 
因子 小 于 


(e 


2x f rufa < 2x|uf, f Ig dr, 
其 中 lul; 表示 |u(A)| ER 上 的 极 大 值 . 进一步 地 , 由 于 WwW. 为 等 距 算 子 W 的 
伴随 , 所 以 它 有 范 数 1, 从 而 
[ig Paar Mel? = Wyo? < gl? <1. 
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我 们 将 这 些 不 等 式 组 合 在 一 起 , 得 到 
|| Wu — W(a)u|| < (8x) vsu (f Gita) 


车 用 b RE a, 则 类 似 的 不 等 式 成 立 ; 因此 , 由 三 角 不 等 式 , 得 
| W(b)u = W(a)u|| < (81)!/4|u|7? 


AUC oral + n aora] 


注意 到 此 不 等 式 是 在 假设 u 和 9 都 是 光滑 急 减 函数 的 条 件 下 证 明 的 . 我 们 现在 要 
证 明 , 此 不 等 式 对 所 有 平方 可 积 函 数 9 也 成 立 . 要 证 明 这 一 点 , 需要 借助 于 这 样 的 
事实 : 每 个 LR) 函数 9 都 可 以 用 在 无 穷 远 点 急 减 的 光滑 函数 列 {g} IK L 范 
AUB. 对 于 每 个 这 样 的 函数 Ins 构造 B,, = A + (- , gn ) gn 和 Wh, (t) — ala Tai 
则 不 等 式 (13) 成 立 . 因为 g 一 g, 该 不 等 式 的 右边 趋 于 (13) 的 右边 ; 我 们 断言 ， 
左边 也 有 此 性 质 . 为 此 , 我 们 需 证 rt 强 收敛 于 eat 不 难 验证 etatu = u(t) 和 
eiBnt — v, (t) 分 别 为 微分 方程 
u — iBu = 0, m —iB4u, =0, u(0) = un(0) = u 
的 解 , 这 里 u 属于 B 的 定义 域 . 两 微分 方程 相 减 , 得 
3; — un) — iB(u — un) = i(B — B,)u,. 

我 们 用 et? 作用 在 方程 两 边 , 然后 再 积分 , 得 

u(s) — un(s) = if el(s-)B( B — B, ju, dt. 

0 


因为 els 98 有 范 数 1 和 Lus (£)]| < llull, 所 以 
||u(s) — un(s)|| € s||B — Bnl} ||ul]. 

由 gn F g, ||B— Ball = || 9)9 — C, 95)94]| AF 0. 由 此 , 我 们 证 明了 eiB"t 在 
一 致 拓扑 下 收敛 于 ÀB. 因此 不 等 式 (03^) 对 于 所 有 的 L 函数 g 和 所 有 在 co 点 
急 减 的 光滑 函数 u 成 立 . 

显然 , 当 a Al b AF ce BT, (13) 的 右边 收敛 于 0, 因此 左边 也 应 该 收敛 于 0. 
故 当 t BF oo, W(t)u 收敛 . 因为 光滑 急 减 函数 构成 了 LR) 的 稠密 子 集 ， 再 注 
意 到 算 子 Wt) 有 范 数 1, 所 以 对 于 LR) 内 的 每 个 函数 u, Wit)u 的 极限 存在 . 
因此 , 广义 波 算 子 Wi(B, A) FE. HF AA B 的 作用 是 对 称 的 ,， 所 以 波 算 子 
W,(A, B) 也 存在 . KAA B 的 绝对 连续 部 分 西 等 价 . 

我 们 先 将 证 明 停 顿 一 会 , 以 一 个 例子 来 说 明 : 即使 算 子 A 有 绝对 连续 的 谱 , 秩 
一 算 子 扰动 也 可 以 使 B 产生 一 个 点 谱 . A 为 作用 在 LR) 内 的 用 变量 x 所作 
的 乘法 算 子 , 并 令 D=(.,f)f, 其 中 f 为 光滑 L? 函数 (如 Lipschitz 连续 函数 ). 我 
们 可 以 确定 f, 使 得 A+ D 存在 特征 值 7. 求 方程 


/4 


(13 ) 
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zu(z) + (u, f) f(x) = ru(z) 


的 解 u(x): 
ua) = 2 p) 
要 使 得 u 平方 可 积 , r 必须 为 f 的 零点 . 两 边 与 f EAR, 消去 (u, f) 因子 , 得 
21， 
IO, =1, 


因此 , 如 果 我 们 选取 函数 f(z) 满足 上 述 等 式 和 方程 “f(7) = 0”, 那么 B=A+D 
有 特征 值 r. 
习题 7 设 n 为 任意 自然 数 , 试 证 存在 函数 f, 使 得 和 4 十 DD 有 nn 个 特征 值 . B 可 能 
存在 无 限 个 特征 值 吗 ? 

函数 f 的 轻微 变化 会 造成 B 的 特征 值 7 消失 . 这 是 因为 , 尽管 变化 了 的 函数 
f E r 附近 存在 零点 , 但 是 在 一 般 情形 下 上 述 积分 条 件 不 一 定 成 立 . 这 种 现象 称 为 
谋 在 连续 谱 内 的 点 谱 的 不 稳定 性 . 

我 们 现在 回来 完成 定理 7 的 证 明 . 

Rx 万 为 对 称 迹 类 算 子 , 用 di 表示 D 的 特征 值 , f, 为 相应 的 正规 化 特征 向 量 . 
由 第 30 章 中 的 (20)， 

lIDlltr > 5 {del, 
JFH. D 本 身 可 以 表示 为 
D= 》 dk, fif 

用 D, 表示 有 限 和 


D, = 》 dk(- d'a e 
1 


定义 B A+ Dy. 由 我 们 已 经 证 明 的 结果 , 广义 波 算 子 Wy (Bp, Bua) FE. 
因此 由 习题 3, WAT Wi(B,, A) 存在 ， 为 简略 起 见 , 我 们 用 We 表示 波 算 子 
Wi (Bs, A). 用 公式 (11): 


|| Wu — W,(a)ul|? = —2Im [ «^ W, Dne "Au,u)dt. 
再 用 D. 的 定义 重 写 上 式 为 
(| W,.u A W,,(a)u||? ig -21m f > ， dy (e "^u, f,)(e'^ Wife u)d t. 
a 71 


先 对 右边 的 和 式 利用 Schwarz 不 等 式 , 然后 再 对 积分 应 用 Schwarz 不 等 式 , 得 
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" as 1/2 
| W, HU W„(a)u|| < 2 È Id | i |(e- tA .a | 
m (14) 


n = 1/2 
[E / ("^fi uar | 


这 里 fi 为 Wf 的 缩写 . BANU || Fill < Fell t. 
由 于 使 得 W(t)w YE t— oo 下 强 收敛 的 向 量 u 属于 A 的 绝对 连续 空间 , 所 以 
u = P.u. Œ (14) 两 边 , 用 Pu 代替 u 我们 借助 于 事实 即 P. 与 et^ 可 换 , 用 
P.f 和 P.f, 分 别 代替 f, Fi, BS (14) 的 右边 . 因此 , 我 们 可 以 假设 (14) 中 
的 fe A fJ A 的 绝对 连续 空间 . 
用 4 的 谱 分 解 重 写 (14) 右边 的 项 : 
(ei^, f) = fe itAd (Bu, f) 
和 
(eiti4 f* u) = [rar u) 
因为 w 了 和 产 属 于 4 的 绝对 连续 空间 , 所 以 我 们 可 以 用 Radon-Nikodym FRE 
写 上 述 两 式 右边 的 积分 为 
Je =. : 33 (Bu f) dÀ 和 f OSE (Ef*,u)dd. (15) 
由 Schwarz PER, 
© (Bu, f) < Ei u) “(Ef Ds 
ee N ee i 
习题 8” 试 证 此 不 等 式 . 
假设 向 量 u 满足 条 件 
sup (Bu, u) < oo, (16) 
则 Schwarz PERAS 
3 (Eu, f) « m er. f)| 


其 中 m 表示 上 确 界 (16) 的 平方 根 . 因此 d (Eu, f)/d A 平方 可 积 , 从 而 由 Parseval 
XE SE, (15) 中 的 第 一 个 积分 为 t 的 平方 可 积 函 数 . 

用 (2) 表示 (15) 中 的 第 一 个 (关于 t 的 ) 函数 ,用 nlt) 表示 (15) 中 的 第 二 个 
函数 ; 将 它们 代入 (14), 得 


1/2 


1/2 


"n oo rn oo 
[Wasu - Wee 2 3i j mpat pa / mia No 
1 a 1 a 
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由 Parseval AIÑ, 


oo oo d " 2 
f vias miat = 2m [| ce u) dA 
a —oo R 
<2nm? | Cf" f) = 2nm?||f*||? < 2xm?. 
因此 , BS (14^) 为 
n EN 1/2 
|| Wn — Wn (a)u|| < (81)? x a f mpat mi|Diitp — Q4") 

1 a 


ER, 在 上 述 不 等 式 的 推导 中 我 们 用 到 了 事实 DT del < || Di ltr. FB b 代替 a, 借助 
于 三 角 不 等 式 和 (14), 有 


= 1/4 
|| Wa (b)u — Wn (aul «enim bs | / mira 
1 a 


a " 1/4 
«uf mat ) 


4 n ÉF o. 因为 B, = Ac D, BUNT B= A+ D, 所 以 W,(a) Al W,(b) 
分 别 一 致 收敛 于 Wa) 和 WO); 此 时 , 不 等 式 右 边 趋 于 一 个 级 数 和 . TE n 一 oo 后 
所 得 到 的 不 等 式 中 , 再 令 a Alb ET oo, 我 们 断言 : 所 得 不 等 式 的 右边 趋 于 0. 此 
断言 可 以 从 如 下 事实 中 得 到 ; 
(i) f^. Ime (t)|?d t € 2xm?; 

(ii) >; Idk| < oo; 

(ii) lim So Ine |?dt = 0. 
综 上 所 述 , 4 b — oo Bf, W(b)u 收敛 . 

对 于 满足 (16) 的 所 有 向 量 u, 上 述 结论 也 是 成 立 的 , 4 b ÉF oo tt, W(b)u 
KR. 因此 , 要 完成 本 定理 的 证 明 , 我 们 还 仅仅 需要 证 明 , 满足 (16) 的 所 有 向 量 u 
构成 了 HO WE TE. 要 证 明 此 结论 并 不 难 . Hoo 为 HO 内 的 向 量 ， 则 测度 
(Ev,v) 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 , 即 成 立 


TT = fat. [ fo a^ 


因此 d (Ev,v)/d A X L' 内 的 非 负 函 数 . 以 Sm 表示 满足 d(Ev,v)/dÀ > m 的 所 
有 入 的 集合 , $ vm = (TI 一 E(Sm))v, 用 um 表示 测度 

(Eva, vm). 
如 果 我 们 用 u 表示 测度 (Ev, v), W dum = (1— cs)d u, 其 中 cs 为 集合 Sm 上 的 特 
征 函 数 . 因此 , 相应 的 Radon-Nikodym 导数 有 类 似 的 关系 : 
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d d 
33 (Evm, Um) =(1- cs) 75 (Eu, u). 


由 定义 , 对 Sm 中 的 每 个 A, 有 du/dA> m, 所 以 对 于 所 有 的 A, dum/dA<m, Al 
此 Umm 满足 (16). 显然 , 当 m 趋 于 oo 时 , vm AF v. HE, 我 们 证 明了 满足 (16) 的 
PARR HG 的 稠密 子 集 . 又 因为 波 算 子 的 定义 域 为 HO 的 闭 子 空间 , 所 
以 当 A 和 B 相差 一 个 迹 类 算 子 时 , 广义 波 算 子 Wi(B, A) FE. 口 


当然 , 广义 波 算 子 W_(B, A) 也 是 存在 的 . 又 因为 AM B 在 定理 假设 中 的 作 
用 是 对 称 的 , MARAT WA, B) 也 存在 . 因此 , A 和 B 的 绝对 连续 部 分 西 等 价 . 


37.4 ” 波 算 子 的 不 变性 


本 节 将 推广 37.3 节 的 主要 结果 . BW ol) 是 一 个 满足 如 下 性 质 的 实 值 函 数 : 

(i) 9 DBT; 

(ii) % 是 正 的 、 连 续 的 、 局 部 有 界 变 差 函数 . 
定理 (Birman-Kato) RA B A Z lÆ Hilbert 空间 互 内 的 两 个 自 伴 算 子 ,由 
为 满足 上 述 性 质 的 函数 . BA Fo BRE-AERHT, 则 波 算 子 Wı(ö(B),6(A)) 
存在 且 它 们 与 & AX. 

由 于 波 算 子 Wı(d(A),ö(B)) AA, 所 以 o(A) 和 O(B) 的 绝对 连续 部 分 西 等 
fh. 

由 条 件 (ii), o 为 单调 函数 .注意 即使 6 不 是 单调 函数 , 我 们 同样 可 以 证 明 
W;(#(B),#(A)) 的 存在 性 ; 但 是 在 此 种 情形 下 , 这 些 波 算 子 不 再 等 于 WB, A). 

关于 这 些 结果 的 证 明 , 我 们 可 参见 Kato 的 书 . 


37.5 位 势 散射 


本 节 将 为 37.3 节 所 建立 和 发 展 的 抽象 理论 提供 一 个 具体 的 例子 . + H = 
L?(R?), A = —A, 即 负 Laplace Ff, B= -A +q, 其 中 g ARAM RNS 
虑 最 简单 的 情形 即位 势 函数 4 为 平方 可 积 的 有 界 函 数 的 情形 . 
定理 9 若 d 为 平方 可 积 的 有 界 实 函数 , 则 波 算 子 Wi(B, A) 存在 . 

WEBB 众所周知 ，Fourier 变换 为 -A 的 谱 表 示 并 且 -A 的 谱 为 绝对 连续 
的 、 充 满 实数 集 及 且 有 无 限 重 数 . 我 们 将 借助 于 定理 5. $ J AH 中 所 有 形 如 
e-(«-9*/2. a € R?, 的 函数 所 生成 的 子 空 间 ， 对 于 函数 u(x) = e-(*-o)”/2, 求 方程 
ut = —iAu = iAu 的 解 u(z,t). 先 作 Fourier 变换 

ts = —i£?u, (0) = ee / Qa; 


因此 (E, t) = e-Q2it-0€/2*ia-€/ 再 取 Fourier Xt, 得 
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u(x,t) = eitAvu(z) = (1+ 2it) —3/2e~(2—-2)"/(2+4it) 
显然 , 向 量 e-it4u 属于 4 和 B 的 公共 定义 域 , 即 定理 5 中 的 条 件 (i) RE. 由 于 
|(B— AJe-"^ul| = Jlau(z, £)]] < llall |1 + 2it| /2, 
所 以 ||(B — A)e-it4wl| 为 t 的 连续 函数 且 在 整个 t 轴 上 可 积 ; 因此 定理 5 中 的 条 
件 (ii) 和 (ii) 成立. 
我 们 还 需 证 明 J Æ H 中 的 稠密 性 . 根据 第 6 章 中 的 定理 7, 我 们 只 需 证 明 , H 
中 的 与 形 如 ee 的 所 有 函数 正 交 的 任意 函数 f(r) 为 0. 要 证 明 这 一 点 , 我 们 
将 正 交 条 件 重 写 为 
0 = fly - ae? /2dy = i elt f(£)e- € /2dé, 
其 中 在 第 一 步 应 用 了 变量 替换 z -- a = y, 在 第 二 步 用 到 了 Parseval XR. 由 最 后 
一 个 方程 知 , f(£)e-* /2 的 Fourier 逆 恒 为 0, 从 而 f(6)e-* /? 便 为 0. 因此 fle) 和 
f(x) 恒 为 0. 口 


由 定理 9, AM B= -A+qgt B 的 一 个 不 变 子 空 间 上 西 等 价 ， 特别 地 ， 
-A + 的 连续 谱 包 含 了 整个 正 实 轴 , 且 谱 有 无 限 重 数 . 

定理 9 中 的 “g 为 平方 可 积 ” 的 限制 条 件 可 以 被 放松 . 关于 这 个 更 强 的 结论 ， 
参见 Kato WE. WE, 如 果 仅 仅 要 求 g 为 有 界 函 数 , 那么 A+ 4 依 概 率 1 存在 一 
个 纯 点 谱 . 这 是 固态 物理 中 的 一 个 重要 结果 , 称 为 Anderson 局 部 化 . 读者 可 以 参看 
文献 Fröhlich 和 Spencer. 

另 一 方面 , 若 |z| — oo 时 , 位 势 函数 g(r) 快速 趋 于 0, 那么 ,对 入 < 0, (4— A)! 
和 (和 一 B) 相差 一 个 迹 类 算 子 . 因此 , 由 定理 8, 波 算 子 W+(B,4) 和 W.(A, B) 
FE, 从 而 -A 酉 等 价 于 -A +q 的 绝对 连续 部 分 . 
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4 BB 为 4 的 扰动 , 假设 广义 波 算 子 Wi(B, A) 存在 并 且 它 将 A 的 绝对 连续 

部 分 映 为 B 的 绝对 连续 部 分 , 由 (9) 得 ， 
W,A=BW,, W_A=BW.. 
由 此 , 我 们 导出 
WWA = W_'BW, = AW W}; 

换 句 话说 , AT WW, 和 A 交换 . 我 们 称 算 子 WIW, 为 散射 算 子 , WS 表示 . 

散射 算 子 的 物理 意义 如 下 所 述 . 

若 将 算 子 4 和 B 分 别 看 作 是非 扰 动 的 和 扰动 后 的 Shródinger BY, 并 假设 在 
距离 很 远 的 地 方 , 扰动 将 被 忽略 . 例如 , 37.5 节 中 讨论 的 算 子 4 和 B 就 是 这 样 的 
算 子 对 , 其 中 要 求 当 ro oo 时 , 位 势 函数 g(x) BF 0. 对 充分 大 的 正 时 间 t, 大 部 
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分 信号 已 传播 到 很 远 的 地 方 以 至 于 信号 Bu 与 受 非 扰动 方程 控制 的 信号 et^ 
差别 很 小 ， 类似 地 , 对 充分 大 的 负 时 间 t, 两 信号 Bu 和 eit4u_ 差别 也 很 小 . 令 
t 一 +00, 则 下 列 两 极限 存在 : 
ur = lim e-itAeitBu ge, 
和 
u_= „im e itAgGit Bi, — Wu. 

连接 u_ Mur 的 正 是 散射 算 子 W-! W,. 因此 , 遥远 过 去 的 被 扰动 系统 的 状态 与 
其 模糊 将 来 的 状态 是 由 散射 算 子 连接 起 来 的 . 

Moller 在 1945 年 对 散射 过 程 的 这 种 与 时 间 有 关 的 动态 写照 进行 了 描述 ，1937 
年 , John Wheeler 研究 了 散射 理论 的 静态 性 质 ; 1943 年 , Heisenberg 对 此 进行 了 详 
Ane XR, 其 原因 是 物理 理论 处 理 的 量 仅 仅 是 可 观察 的 量 . 人 们 无 法 测量 作用 在 一 
个 核子 周围 的 电子 上 的 作用 力 , 物理 实验 测量 的 仅仅 是 在 原子 时 间 标 度 下 发 生 在 
t = oo 时 的 结果 , 并 将 这 些 结果 与 系统 在 t= -oo 时 的 状态 进行 比较 . 散射 理论 的 
任务 就 是 由 散射 算 子 重 现 原 子 的 作用 力 . 我 们 可 参见 Ludivg Faddeev 的 评论 以 及 
Reed 和 Simon 的 第 2%. 

因为 S 和 A 交换 , 所 以 S 的 自然 刻画 应 体现 在 4 的 谱 表 示 中 . 在 该 表示 中 ， 
S 为 乘法 算 子 . 37.7 节 我 们 将 在 稍微 不 同 的 情形 下 详细 阐述 它 . 
历史 注 记 1930 Œ, Heisenberg 在 芝加哥 大 学 作 新 量子 力学 的 演讲 . 那 时 他 的 助 
手 是 美国 年 轻 的 物理 学 家 Frank Hoyt, 其 任务 就 是 帮助 Heisenberg 准备 英语 演讲 
稿 . 第 二 次 世界 大 战 期 间 , Hoyt 参加 了 制造 核武 器 的 Manhattan 计划 , 他 的 其 中 一 
个 任务 就 是 仔细 检查 Heisenberg 在 战争 期 间 的 出 版 物 , 看 看 这 些 成 果 是 否 可 以 成 
为 爆炸 研究 的 “副产品 ”. Hoyt 完整 地 研究 了 Heisenberg 在 1943 年 发 表 的 有 关 散 
射 理 论 的 两 篇 论文 . 正如 他 后 来 告诉 我 的 一 样 , 最 后 得 出 的 结论 是 : 这 些 理论 与 核 
武器 的 研究 毫 无 关系 . 或 许 正 是 这 一 结论 拯救 了 Heisenberg 的 生命 , 因为 OSS( 即 
CIA 在 战争 期 间 的 前 身 ) 一 直 在 训练 间谍 要 暗杀 他 .， 
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本 节 和 36.4 节 的 背景 是 一 样 的 : 作用 在 可 分 Hilbert 空间 H 上 的 西 算 子 群 
U(t), 一 对 相互 正 交 的 入 子 空间 FA Pe FI 它们 分 别 满足 36.4 节 中 的 
(27a)~(27c) 和 (28a)~(28c): 


每 个 Ult) K F RAF N, t <0, (17a) 
所 有 U(t)F., 的 交 为 {0}, (17b) 
所 有 U(t)F_, 的 并 在 H 内 稠密 . (17c) 


对 于 出 子 空间 Fy, 我 们 只 需 改变 (17a) F t 的 符号 即 可 得 到 类 似 的 性 质 . 
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本 节 要 借助 于 第 35 章 中 的 平移 表示 定理 7. 该 定理 是 说 , 若 上 述 三 个 条 件 满 
E, 则 H 等 距 表 示 为 Hilbert 空间 L?(N,R), 使 得 U(t) 的 作用 被 表示 为 t 所 作 的 右 
平移 作用 . 此 外 , 入 子 空间 FS 被 表示 为 子 空 间 L2(N, R). 同样 , 对 出 子 空间 F, 
H 有 出 表示 Z2(N,R), 使 得 U(t) 被 表示 为 平 黎 ， Fi 被 表示 为 子 空间 L2(N, RR+). 
因为 出 现在 入 表示 和 出 表示 中 的 两 个 辅助 空间 N 的 维 数 都 等 于 丁 算 子 群 Ul) 的 
生成 元 的 谱 重 数 , 所 以 我 们 可 以 令 这 两 个 辅助 空间 为 同一 个 Hilbert 空间 N. 

Eu H pfi, k- A k, 分 别 是 u 的 入 表示 和 出 表示 , 定义 5 为 连接 
k- M k WET: 

Sk = ky. (18) 
我 们 称 S 为 关联 于 U), FQ 和 F, 的 散射 算 子 . 

在 文献 Lax-Phillips 的 散射 理论 中 的 第 II 章 , 我 们 证 明了 如 何 构造 一 个 非 扰 动 
BATEE U(t), 使 得 在 37.6 节 中 , 用 连接 Uo 和 UD 的 波 算 子 而 定义 的 散射 算 子 与 
(18) 定义 的 散射 算 子 相同 . 
定理 10 RU) 为 西 算 子 群 , F_ 和 Fy 分 别 是 两 个 相互 正 交 的 入 子 空间 和 出 子 
ZH, S 为 (18) 定义 的 散射 算 子 ， 则 

(i) 5S 为 西 算 子 ; 

(ii) S 与 平移 交换 ; 

(iii) SH L7(N,R_) 映 入 自身 . 

证 明 

(i) 因为 k_ M ky Au 的 两 个 等 距 表 示 , 所 以 Jk || = llk+ll = llull 因此 S$ 是 
一 个 等 距 . 又 S 为 满 射 , 所 以 S 是 一 个 西 算 子 . 

(ii) AA k (x —t) 和 ki(z —t) 都 表示 U(t)u, 所 以 SH k- 的 平移 映 为 k4 
的 同一 个 平移 . 

(iii) 由 入 表示 , LN, RR_) 中 的 每 个 k_ 都 是 F PRR eu 的 入 表示 . 由 
于 向 量 u 5 F, EX, 所 以 tw 的 出 表示 k, 与 F, 的 出 表示 空间 L(N,R}) ER. 
因此 , k, 属于 Z2(N, 及 _). 口 


性 质 (iii) KAR RH; 我 们 可 以 用 下 列 语言 解释 它 : ky ER, 上 的 值 依 赖 于 
k. # R- 上 的 值 . 

S 的 伴随 S" 有 类 似 的 性 质 : 

(i) S ABAT: 

(ii) S* 与 平移 交换 ; 

(iii) S 将 LN, R) RAGS. 

W 4 H 中 的 问 量 , + k- Ak, PHA u 的 入 平移 表示 和 出 平移 表示 . 车 
用 f_ 和 fj 分别 表示 大 Al ky 的 Fourier BH, WH f- Af, Au 的 入 谱 表 示 
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和 出 谱 表 示 . 定义 算 子 : 
Sf. = f4. (19) 

定理 10’ 

^) S 为 西 算 子 ; 

(ii!) S 与 有 界 可 测 函 数 所 作 的 乘法 算 子 交换 ; 

(iii) S 将 L?(N,R_) 的 Fourier X HRA É $. 

证 明 (i) 因为 5 为 西 算 子 , 所 以 它 的 Fourier 变换 也 是 西 算 子 . 故 (i) 得 证 . 

(ii) Fourier 变换 将 a 所 作 的 平移 算 子 变换 为 iM 所 作 的 乘法 算 子 . 因此, 由 
定理 10 的 (ii), S 与 ei 所 作 的 乘法 算 子 交换 . 对 于 任 给 的 有 界 可 测 函 数 b(A), 我 
们 用 形 如 b, (A) = 571 Ger APB {b,(A)} SENT b(A), 则 limb, (A) = b(A) ae, 
H b, (A) ER 上 一 致 有 界 . 因此 , 对 于 LN, R) 内 的 任意 函数 f, (5, f) 和 (bf) 
K LN, R) 范 数 分 别 收敛 于 bf 和 Sf. 因为 S AR, 所 以 {Sb,f} 收敛 于 Sof. 
X bnSf = Sbn f, 所 以 Sbf — bSf, El (ii^) 得 证 . 

(ii^) 为 定理 10 中 的 (iii) 在 谱 表 示 中 的 重 述 . 口 

Wk 为 支撑 在 RO 上 的 L? 函数 , W k 的 Fourier 变换 f 可 以 被 延 拓 为 下 半 复 
平面 C_ 内 的 解析 函数 : 


1 0 
Ho) = Zn ‘a k(zjeiczd z, (20) 


XE C=A+in,n < 0. 
定理 11(Paley-Wiener) ik # L?(N,R_) 内 的 函数 , 则 大 的 Fourier 变换 fa 
L'(N,R) 内 的 向 量 值 函 数 , HAH f 到 下 半 平 面 C_ 内 的 满足 下 列 性 质 的 解析 延 
4 f(Q): 

(i) 对 于 固定 的 ?< 0, f(A+in) 为 入 的 向 量 值 L? BH, 当 n 趋 于 负 无 穷 时 ， 

IF C + in)|| 趋 于 0. 

(ii) 3 n BF OR, f(-+in) RL? 范 数 趋 于 f. 

反之 , 满足 性 质 (i) 和 (ii) 的 任意 函数 f RE LIN, R) 内 某 一 函数 的 Fourier 
变换 . 

数值 函数 情形 的 证 明 仅 仅 需 要 借助 于 Cauchy 积分 定理 , 我 们 将 在 第 38 章 中 
给 出 . 由 数值 函数 到 向 量 值 函 数 情形 的 推广 , 像 通 常 的 方法 一 样 , 也 是 直接 的 . 

者 用 H_ 和 Hj; 分 别 表 示 L?(N,R_) 和 L?(N,R,) 的 Fourier 变换 , 则 H, 中 
的 函数 有 类 似 于 定理 11 的 刻画 , I H, 是 由 LN, R) 内 的 可 以 解析 延 拓 到 上 半 平 
HN C, 内 且 满 足 类 似 于 定理 11 中 的 性 质 (i) 和 (ii) 的 向 量 值 函 数组 成 的 空间 . 
定理 12 由 (19) 定义 的 算 子 S 可 以 被 实现 为 算 子 值 函 数 Md) 所 作 的 乘法 算 子 ， 
其 中 每 个 M(A) 是 N 到 自身 内 的 线性 算 子 . 
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(i) 对 几乎 所 有 的 实数 和 MI 都 是 西 算 子 ; 
(ii) M(A) X C. 9&6 9 JE-T- RR KC M (C) 的 边界 值 ; 
(iii) 对 C_ 内 的 每 个 复数 C, MC: NON 是 可 缩 算 子 . 
函数 MC) BRA BAT 48 RE 
证 明 ”我 们 首先 证 明 (i) 和 Gu) Hu X F_ 中 的 向 量 , 则 由 定理 10' 中 的 
(ii), u 的 入 谱 表 示 J- 和 出 谱 表示 f. 都 属于 H. 因此 , f- A f 为 C- 内 的 解 
析 向 量 值 函数 . 

我 们 断言 , 对 复数 Ce C 和 函数 f- eH, fic) 的 值 由 广 (6) 的 值 确定 . 要 
证 明 这 一 点 , 我 们 只 需 证 明 : 车 f (0) = 0, 则 fill) = 0. 将 这 样 的 函数 f 分 解 : 
f(A) = FEIA). 

由 Paley-Wiener 定理 ( 即 定理 11), 9 属于 H_. LAASHSR 上 的 有 界 函 数 所 作 
的 乘法 算 子 可 换 , 故 
Loe. het 


f+ (A) = Sf- = 5XTC9 = re 


因为 9 属于 H_, 所 以 由 定理 10, Sg 也 属于 -， 在 上 述 关 系 中 令 入 =ç, WU 
f+(¢) =0. 
由 上 述 断 言 , SOA f (c) 之 间 的 关系 确定 了 N 到 自身 内 的 一 个 线性 映射 ， 
用 M(C) 表示 此 映射 : 
MOF- = f+(0). (21) 
要 证 明 MO 是 强 解析 的 , 对 中 的 向 量 n, > f) = n/A- i), M f 和 
f+ 都 属于 已 .将 这 一 对 函数 代入 (21): 


Min = £40. 


因为 f.(c) 在 C_ 内 解析 , 所 以 MOn 解析 . 
(iii) 9 CRF C-n 属于 N, 定义 


en 2 «f, 
k+(z) = | (22) 
0, Ü «c. 
对 于 任意 正 数 7, 则 
kı(lz—-r)=eteltn x <r. (22’) 
将 (22) FRA (22°): 
ki (2 —r)—e Sk, (x) 20, 2 <0. (23) 
定义 


因为 S 与 平移 可 换 且 S 将 LN, R) 映 入 自身 内 ,所 以 由 (23), 对 于 任意 正 数 m, 
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k.(r—r)—e *rk (z)—-0, «<0. (23^) 
GAME T 
k_(z) =e%*m, x <0, (22”) 
其 中 m 为 N 中 的 某 一 向 量 . 同 先前 一 样 , 我 们 定义 入 谱 表示 f- 和 出 谱 表示 fi: 
f- = Fk., f+= Fk, 
这 里 F Jj Fourier 变换 . (22) 和 (22”), 我 们 得 到 


f() = 5 afa dot nda c et (25) 


f-(A) = = wa ct a+(A), (25/) 
这 里 a, A k- 限制 在 R, 上 的 Fourier 变换 . 因此 , ay 属于 H}. 
wp A N 中 的 向 量 , 用 公式 (25), 我 们 得 到 


和 


p \_-i [_mpn _ 
(1525) Yan Q-00 45 ^ 
由 残 数 的 计算 , 可 以 导出 
(A: >) - Var PN. (26) 
类 似 地 , 用 (25^), 我 们 得 到 
OHBOY. ee (m, p)v (a4 (4), p)N 
(xz) Yan a] (^ 4 C) i 


AA a, 属于 Hr 所 以 我 们 可 以 改变 右边 第 二 个 积分 的 积分 路 线 , 由 实 轴 替 换 为 
入 + ik, « > 0; 再 利用 Schwarz 不 等 式 估计 此 积分 , 则 当 e ÉF co 时 , 第 二 个 积分 
趋 于 0. 因此 , 我 们 得 到 


(m, p)N / 
A 2) = v2 2lmc ` es) 


用 (24) 的 Fourier 变换 : f_ = S* f, Al (25), 我 们 将 (26) 改写 为 


-(sGEz) +) Eller) ") RIT 


因为 p/(\+¢) 属于 H_, 所 以 S(p/(A + C)) 也 属于 H. 因此 ,上述 被 积 函数 
以 -5 为 简单 极点 , 是 下 半 平 面 内 的 亚 纯 函数 . 将 积分 路 线 由 实 轴 替 换 为 + A, A 
JE r ÉF -oo. 用 (21), 我 们 得 到 


Gesu )- Vix(M(—2)p,n)w = 


+6 (27) 


Ar 
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比较 (27) 和 (26^), 得 
(m, p)n = (n,M(—C)p)n = (M'(-C)n. p)n. 
由 p 在 NN 中 的 任意 性 , 得 


m = M'(-Ün. (28) 
下 面 估计 m 的 范 数 . 对 (26) 的 左边 应 用 Schwarz PEA, 得 
Salm al < N- || Pa]. (29) 
用 f. 的 定义 Fk- AR (24) 和 S 为 西 算 子 的 事实 , 得 
FIN = HIE = 1S* = Ika (30) 
由 ky 的 定义 (22), 有 
ct icm : _ 1 on 
WP = [^ e P dzInfy = sini. (a0) 
计算 P 
| = J nean = nag ES 


将 (30), (30^) 和 (30") 代入 (29) 的 右边 , 得 

(m,p)n|s Iniw|p|w. 
H p 的 任意 性 知 , [min < In|n- 因此 , 由 (28), |M*(—Q)|y < 1, KES IM(-Oln < 
1. 性 质 (iii) 得 证 . 

注意 (MOn, p) 为 C_ 内 的 有 界 解析 函数 . 由 解析 函数 理论 的 一 个 基本 结果 ， 

极限 

lim(M(A +in)n,p)n <0, (31) 
关于 实数 入 几乎 处 处 存在 令 向 量 n 和 p 取 遍 ON 的 一 个 可 数 稠密 子 集 ， 由 于 
IM(¢)| < 1, 所 以 对 N 中 所 有 向 量 n 和 p 以 及 几乎 所 有 实数 A, 极限 (31) 成 立 . 用 
MAX 表示 弱 极限 (31); 显然 |M(A)| < 1 ae. A. 

对 N 中 的 向 量 n, 函数 f_ (和) = n/(A— i) 属于 H. 因此 , f£.) 是 五 - 中 
的 某 个 函数 u 的 入 谱 表 示 .， 此 时 , u 的 出 谱 表 示 f 也 属于 H. 在 (21) m, + 
6 三 入 十 ?7: 1 
XS MA +in)n = f+(A+in), <9. (21’) 
4 n 一 0, HR LN, R) WRF fa, 所 以 左边 也 趋 于 f 由 此 , 不 难 导出 
M(A+in)n 关于 实数 入 几乎 处 处 强 收 和 敛 于 人 A{(A)m. 因此 , f(A) = 1/(A — i MAn 
a.e. A. 


因为 S 是 一 个 等 距 ， 所 以 由 (21^) 得 
= || = ni‘ | sm z dA=[[f+|/?= be ig MO)nIS dA. 


IIf- IP = 
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MIM(A)| <1 ae. A, AU |M(A)n|n = [n|w ae. A. 
S 是 MO) 所 作 的 乘法 算 子 , 因此 s* 是 M*(A) 所 作 的 乘法 算 子 . 又 5* 为 等 
WE. 所 以 AM*(A) 几乎 处 处 是 等 距 , 从 而 MO) 几乎 处 处 为 西 算 子 . 综 上 所 述 , 我 们 
完成 了 定理 12 的 证 明 . 口 


注意 , M'O) 为 亚 纯 函 数 M* (C), 入 € Cy, 的 边界 值 函 数 . 


37.8 ”散射 矩阵 的 零点 


首先 回顾 一 下 36.4 节 中 的 Lax-Phillips 半 群 
Z(t) = Py U(t)P_, 

其 中 P_ 和 P, Sal Hal EF 的 正 交 补 和 F, 的 正 交 补 上 的 投影 , F_ 和 FL 为 一 
对 相互 正 交 的 入 子 空间 和 出 子 空间 . 半 群 Z(t) 作用 在 Hilbert 空间 K = HoF OF, 
E 

因为 半 群 Z 和 散射 矩阵 有 相同 的 成 份 , 所 以 它们 之 间 肯 定 存在 某 种 关系 . 本 节 
用 G 表示 Zt) 的 无 穷 小 生成 元 . 
定理 13 “” 实 部 小 于 零 的 复数 y: Rey < 0, 属于 GH RH, SAMY M (0y) 有 非 
平凡 的 零 空间 . 

证 了 明 ”假设 复数 y, Rey < 0, 为 G 的 特征 值 , S u 为 相应 的 特征 向 量 : 

Gu = yu, Z(t)u- e*u. (32) 

S k, 为 u 的 出 平移 表示 . AA u 属于 K, 所 以 它 与 F EX; 因此 k} TE R, E 
为 0. 在 出 表示 中 , ZU) 被 表示 为 t 在 负 轴 上 的 平移 ; 由 此 , (32) BA 


k(x — t) = etk} (£) «<0, t>0. 


— 
ise) = 4 en 4 «D, 
0, 0 «€ az, 


因此 ， 


其 中 n AN 中 的 某 个 向 量 . 
AA u 的 出 谱 表 示 为 ky 的 Fourier 变换 : 
1 


f(A) = Fk, = c X- $ c= an’ 
又 因为 A 为 实数 时 , MHA) = M*O), 所 以 由 (21), u 的 入 谱 表 示 为 
f-(A) = Dos M. (A)n. (33) 


由 于 u 属于 K, 所 以 wv 与 F_ 正 交 ,进而 广 与 五 - EU, RAAT f- 属于 H4. 
因此 存在 f. BIC, 内 的 解析 延 拓 . 注意 到 公式 (33) 给 出 了 f EC, 内 的 一 个 
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亚 纯 延 拓 : BOL, 此 亚 纯 延 拓 为 解析 延 拓 , 当 且 仅 当 £0) 的 可 能 极点 和 = iy 被 
M*(C)n TE ¢ = -i7 的 零点 约 去 . 
将 上 述 讨论 翻转 过 去 , 可 以 给 出 本 定理 的 另 一 个 方 品 的 证 明 . 口 


由 上 述 证 明 可 知 ,G- 7T 零 空间 的 维 数 等 于 MGT) 零 空间 的 维 数 . 更 一 般 地 ， 
我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 13' 复数 7 属于 G 的 预 解 集 ， 当 且 仅 当 S(i7) 是 可 逆 的 . 

WR ”关于 此 定理 的 证 明 , 我 们 参见 文献 Lax-Phillips 的 散射 理论 中 的 第 TII 
章 第 3 节 . 口 


由 定理 12, 散射 矩阵 MO) 可 以 解析 延 拓 到 下 半 平 面 C_ 内 . 假设 MO) ER 
数 轴 的 一 个 区 间 T 上 依 范 数 拓扑 连续 , MA, 由 Schwarz 反射 原理 的 算 子 形式 ，A4 
可 以 解析 地 连续 穿 过 I: 
M() = MO", (34) 
其 中 Ce Cj} 在 了 的 附近 . 
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Faddeev 和 Pavlov 给 出 了 Lax-Phillips 散射 理论 在 双 曲 平面 内 的 波动 方程 自 
守 解 理论 中 的 一 个 漂亮 应 用 . 双 曲 平面 了 H 的 Poincaré 模 型 是 赋予 了 Riemann 度量 


ds? = (35) 
y 
的 上 半 平 面 (x,y) y > 0. 借用 复 变量 > = riy 而 定义 的 双 曲 平面 H EREE: 
IT ab cee. ee (36) 
cz+d 


称 为 H 上 的 一 个 双 曲 运动 . 
习题 9 iif Riemann 度量 (35) 是 双 曲 运动 (36) 下 的 一 个 不 变 度量 . 


双 曲 运动 组 成 的 群 中 , 有 许多 有 趣 的 离散 子 群 下, 使 得 H 内 的 每 一 点 在 T 下 
的 象 集 仅 以 oo 为 聚 点 . > v(z,y) 为 双 曲 平面 HAR PRR, 称 ulr y) TERE T TE 
自 守 的 , WRN T 中 的 每 个 运动 y, 有 ulylz,y)) = ulz, y). 

我 们 称 H 中 的 域 P 为 离散 子 群 工 的 基本 域 , WER P 满足 下 列 两 个 条 件 : 

(i) 对 H 中 的 任意 点 (x,y), FET 中 的 运动 y 使 得 v (zy) 属于 P; 

(ii) P 中 的 任意 两 点 不 能 被 中 的 运动 y 相互 映射 . 

ER, P 的 每 个 边界 点 将 被 了 中 的 某 一 运动 y 映 为 男 一 个 边界 点 . 


习题 10 AUST 的 基本 域 在 工 中 任意 运动 y 下 的 象 仍 是 基本 域 . 
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基本 域 已 称 为 基本 多 边 形 , 如 果 P 的 边界 由 有 限 个 测 地 线 组 成 . Poincare 模 
型 中 的 测 地 线 是 指 圆心 位 于 直线 y = 0 上 的 圆周 及 其 极限 , 即 直线 r= 常数 . 
散射 理论 中 的 运动 离散 子 群 有 无 界 的 基本 多 边 形 ， 本 节 我 们 将 看 到 具有 这 种 
性 质 的 最 简单 一 种 子 群 一 一 模 群 . BT 是 所 有 形 如 (36) 的 双 曲 运动 组 成 的 群 ， 
但 这 里 要 求 出 现在 (36) 中 的 a,b, c,d 均 为 整数 . 不 难 证 明 , 上 述 定义 的 模 群 工 是 一 
个 离散 子 群 , 并 且 以 测 地 弧 z =+, y> V2 Marty? =l, bec e d AUS 
测 地 三 角 T ERA T 的 一 个 基本 域 . 
习题 11 画 出 了 的 图 形 . 
习题 12  ” 试 证 全 是 模 群 的 基本 域 . 
习题 13 ” 试 证 模 群 是 由 变换 z 一 z+1 和 z 一 -1L/z 所 生成 的 群 . 
习题 14 ” 试 证 基本 三 角 了 有 有 限 的 双 曲 面积 , 并 计算 它 的 面积 . 
运动 z 一 z 十 1 将 TT HA r= 一 3 映 为 男 一 条 边 c= HEN DZ -1/2 BT 
的 第 三 条 边 2? + y? = 1 映 到 自身 上 , 将 点 (z,y) RAA (一 zx,y). 每 个 C1 BSEPR 
数 u 在 工 的 边界 上 满足 边界 条 件 : 
u(p)- u(p), un(p) = —un(p), (37) 
其 中 p Al p RAR T 的 边界 上 任意 一 对 由 模 群 中 的 运动 * 连接 的 点 , un 表示 的 
外 法 向 导数 . 
Poincaré 模 型 中 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 
An = -y?(02 + 62). (38) 
习题 15 Ki Ag 在 双 曲 运动 (36) FRE. 
Al) 表示 沿 T 上 的 在 双 曲 面积 元 下 的 L 数值 内 积 : 


dzd 
(u,v)r = Je (39) 
Wu A C2 自 守 函数 且 当 y 接近 co BT, u(z, y) 为 0. 由 分 部 积分 , 得 
(Anuu)r = 人 +o)dzdy (40) 


由 边界 条 件 (37), 边界 项 为 0. 

公式 (40) 证 明了 , 定义 在 所 有 自 守 函数 上 的 算 子 Ag 为 对 称 非 负 算 子 ; 它 的 
Friedrichs 延 拓 , 仍 用 同一 个 符号 An 表示, 是 一 个 自 伴 算 子 ，Ay 的 谱 是 什么 ”要 
刻画 Am 的 谱 , 我 们 很 自然 地 可 以 将 Au 重 正 归 化 为 


1 
工 = Aa 一 了 (41) 
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定理 14 
(i) 在 区 闻 [一 1,0] E, L 的 谱 由 单 点 一 上 组 成 
(ii) L AARS 个 正 特征 值 且 这 些 特征 值 以 oo 为 极限 . 奇特 征 函 数 线 性 张 成 
TT AHF BRE i. 
(ii) L ER, ER GRA 1 的 绝对 连续 谱 . 
证 明 ”为 了 不 至 于 将 读者 带 离 主题 太 远 , 我 们 将 不 给 出 (i) 的 完整 证 明 . 
(i) 由 公式 (40) A L 的 定义 , 计算 内 积 


2 
2 2 U 
(Lu,u)r = Ly (u2 + Uy iz) drdy. (42) 


设 a > 2 为 任意 实数 , 将 工分 成 两 部 分 , T= TUT, 其 中 T, MT? 分 别 表 
示 了 在 y=a 的 下 面部 分 和 上 面部 分 . 设 wu(z,y) 为 C' MMA y 接近 co N, 
u(x, y) 取 值 为 0. 由 分 部 积分 , 得 


s e) EC uu u? 
uy 一 -一 av= f u, 一 IRSE 
J (v 2y QU y» 4j 
oo 


定义 ply) = (2y — a)/a, 则 p(a) = 1, q(a/2) = 0, v = 2/a. 因此 


a a 
u? (a) -| d,(yu?)dy = J (p'u? + 2puuy)dy 
a/2 a/2 


2 a a a 1/2 
«i u?dy 2 f way f uzdy 

a Jaj2 a/2 a/2 
2 [^ 2 1 f* 4 “2 
一 u dy 二 + 一 udy+a u,dy. 
a Ja/2 a Ja/2 a/2 


在 第 三 步 , 我 们 用 到 了 Schwarz 不 等 式 , 在 最 后 一 步 , 用 到 了 算术 -几何 平均 值 不 等 
X. 又 在 积分 区 间 [2,a] 内 , 0 <y <a, 所 以 


ra) <a f (35 +u?) ay. (44) 


若 进一步 假设 ulz, y) 是 一 个 C? AF RRA y 接近 oo 时 , ulz, y) 取 值 为 0, 则 
(44) 两 边 对 变量 z 在 区 间 (-2, 1] 上 积分 , 得 


Jut. 1% 
A 


(43) 


IN 


(44') 


同样 , (43) 两 边 对 变量 x 在 [-1,1] 上 积分 , 得 
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”vv ”一 


u? 1 á : 
II. (us - 27) dedy > -z f" (r,a)d x. (43^). 


整理 (43) 和 (44^): 


f [.(8- i) dady > - I LG +42) dade T 


用 q 表示 (42) 右边 的 被 积 函数 , 并 将 右边 的 积分 分 成 两 部 分 , 再 利用 不 等 式 (45), 


i (Luur= f f adzdy+ | f adzdy 
Tj (3-5) dzdy+ | f qdzdy 
Lem 
- f f. (u2+ 5 2-75) dzdy 
定义 二 次 函数 K: 


K(u) = IE RER 


并 将 Klu) 加 到 上 述 不 等 式 两 边 , 得 
(Lu,u)+ K(u) 2 C(u), (46) 


co- f [ (3415) ases 


由 Rellich 紧 性 定理 , 对 于 任意 正 数 c 存在 有 限 余 维 数 的 子 空间 , 使 得 在 此 子 
ZE, K(u) < eC(u). Me = 1, 由 (46) 可 知 , 在 该 子 空间 上 , (Lu,u) 2 0. 因此 ， 
由 定义 (41), LÆ [-4,0) 上 的 谱 分 解 有 有 限 维 值 域 , 进而 LE [-3,0] 上 的 谱 由 有 
限 个 特征 值 组 成 . 

HF T AAR, 所 以 w= 1 ET EPA u 是 工 的 相对 于 特征 值 
-i 的 特征 向 量 . FRE, LE [-4,0] 上 不 再 存在 除 -: 以 外 的 特征 值 ; 我 们 不 再 
给 出 该 结论 的 证 明 . 

(ii) 算 子 工 和 基本 域 T 在 经 y 轴 的 反射 : zx —r 下 是 不 变 的 , AL 的 定 
义 域 被 约 化 为 偶 自 守 函数 和 奇 自 守 函数 的 直 和 . 对 于 奇 函 数 , 边界 条 件 (37) 中 的 第 
一 个 条 件 变 成 : u 在 边界 上 取 值 0; 第 二 个 条 件 自动 成 立 . 

我 们 将 证 明 , 在 Dirichlet 边界 条 件 u = 0 F, HEAR (L+ D^! ARRAT. 为 
Jb, > (L+ D-'w = u, B} 


其 中 
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Lu + u = w. 
两 边 与 u EAR: 左边 用 恒等式 (42), 右边 用 Schwarz 不 等 式 和 算术 -几何 平均 值 
不 等 式 , 整理 后 得 


[Je mao al < Sli (47) 
因为 ulz, y) Æ r= +4, y > 1 内 取 值 为 0, 由 Wirtinger 不 等 式 


[war <a [uaz 


4 Y > 1, 上 式 两 边 对 变量 y 在 [ co) 积分 , 得 


dady ba ER Bat 
2 2 2 
/ fe y? S 5 | [^ dzdy < 5 | [ dams (48) 


我 们 断言 , 单位 球 wlr < 1 在 算 子 (IL+ D^) 下 的 象 是 准 紧 集 . 事实 上 , 由 不 等 式 
(47), 对 该 象 集 内 的 任意 函数 u, 导数 us Mau, 的 平方 在 T. 上 的 积分 一 致 有 界 . 在 
T 的 紧 部 分 Ty E, 应 用 Rellich 紧 性 准则 (第 22 章 定理 2); ET 的 另 一 部 分 上 T7 
E, 由 (48) 知 , u Æ TY 上 的 双 曲 L 范 数 可 以 任意 小 . 由 此 , 单位 球 wlr <1 # 
(L+ D FRAG ||ullr 拓扑 下 是 准 紧 的 , 从 而 (I+N 在 T 内 的 奇 函 数 空 
间 上 为 紧 算 子 . 由 紧 对 称 算 子 的 谱 分解 理 论 , T 内 的 奇 函 数 空间 中 存在 由 (D 7! 
的 特征 向 函数 组 成 的 完备 正 交 集 , 且 相 应 的 特征 值 都 是 实 的 、 正 的 并 趋 于 0. 因此 ， 
L 的 相应 特征 值 趋 于 oc. 

(iii) Laplace-Beltrami 算 子 的 重 归 化 正 是 在 此 部 分 证 明 中 起 到 了 重要 的 作用 . 
本 部 分 的 证 明 将 借助 于 Faddeev 和 Pavlov 引入 的 双 曲 波动 方程 

utt + ZU 一 0. (49) 

(49) 两 边 与 u EAR, 可 以 导出 能 量 守 恒 形 式 : 


E (un, w)r + (Lu, u)r] == 0. 


由 (42) 可 知 , 此 时 的 守恒 能 量 为 
Er(u) = (ut, ui) + (Lu, ur=f f: (5 +u? +u - 4) aay. (50) 


用 Erlu, v) 表示 与 二 次 函数 Er 关联 的 双 线 性 函数 : 
Er(u,v) = (ue, *i)r + (Lu,v)r. (50°) 
众所周知 , 双 曲 波动 方程 的 解 由 它 的 初 值 (u(0),u,(0)) 唯一 决定 . 由 于 算 子 工 
在 双 曲 运动 7 下 不 变 , 所 以 如 果 ulz, t) 是 波动 方程 (49) dE H ARIRE, 那么 u(y(z),t) 
也 是 该 方程 的 解 . 进一步 地 , 若 的 初 值 是 自 守 的 , 则 ulz, t) Al u(y(z), t) 有 相同 的 
初 值 , 从 而 这 两 个 解 本 身 也 相同 . 换 句 话说 , 如 果 双 曲 波动 方程 解 的 初 值 是 自 守 的 ， 
那么 对 于 所 有 的 t, u(z,t) WEA FH. 
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用 U(t) 表示 将 T 内 的 有 有 限 能 量 的 自 守 初 值 {u(0), u(0)} RA t 时 刻 取 值 
{u(t), u (0) KAF: 
U(t): (u(0),u(0)) 一 {u(t), ue(t)}- 
由 能 量 守 恒 , Er(u(t)) = Er(u(0)). 


习题 16 Ril, 对 了 内 任意 有 有 限 能 量 的 自 守 解 ult) Fr vlt), Er(u(t), v(t)) = 
Er(u(0), v(0)). 


由 定理 14(i), L 在 [-1,0] 上 的 谱 只 有 特征 值 —1, 其 相应 的 特征 函数 为 1. A 
此 , 若 (w Dr = 0, 则 由 方程 (50) 定义 的 能 量 是 正 的 . 我 们 断言 , 若 解 u(t) 的 初 值 
与 1 EX, Bp 
(u(0), 1)r = 0 = (u:(0), 1)7, 
W u(t) 与 1 EX. 这 是 因为 , (u(t), Dr 满足 二 阶 微分 方程 
Belin tun io Uses cs Eos = E(u, is 
用 H 表示 在 T 内 有 有 限 能 量 的 且 与 工 的 所 有 特征 函数 正 交 的 所 有 自 守 初 值 
组 成 的 空间 . HERE, UG) 为 H 到 自身 内 的 算 子 . 因为 H 内 的 每 个 初 值 有 有 
限 的 正 能 量 , 所 以 我 们 可 以 用 能 量 的 平方 根 定义 H 上 的 范 数 . 此 时 , 在 该 能 量 范 数 
F, U(t) 为 H EWERT. 
下 面 构造 H 到 LR) 上 的 表示 , 使 得 U(t) 在 此 表示 下 变 为 平移 作用 ， 设 
h = {hi h} 为 五 中 的 任意 向 量 , u(x,y,t) 为 波动 方程 (49) WE u(z,y,t) Ah 
为 初 值 , 用 Tuly, t) 表示 u 的 x FY: 
1/2 
u(y, t) =f ulz,y,t)de. 
—1/2 
由 自 守 边界 条 件 (37), 我 们 得 到 波 方程 (49) 的 z 平均 : 
T — Y lyy 一 ia = 0. 
ERRE H T= y!/"?v, y = e*, 将 上 述 方程 变 为 经 典 的 波动 方程 
Utt 一 Uss = 0. 
将 此 方程 分 解 
(8, + 9,)(vu, — vs) 20 
得 , vi 一 vs X s-t 的 函数 . 我 们 将 函数 
V2k,(s) = v, - v = Ose /2hi(e’) — e^*/?h5(e*) (51) 
定义 为 h = {hh} 的 出 平移 表示 . PA, Uth 的 出 表示 为 kls- t). 
接 下 来 我 们 要 证 明 , LR) 内 的 每 个 函数 都 是 H 内 某 个 向 量 的 出 表示 并 且 这 
样 的 表示 是 一 个 等 距 . w m 是 一 个 紧 支 撑 在 1 < y 内 的 光滑 函数 , 在 了 上 定义 


W+ 
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ws (yt) = y "^ m(ny - t). (52) 
= 0 时 , wi (y, t) 在 了 的 边界 上 满足 条 件 (37), 因此 它 可 以 延 拓 为 整个 双 曲 平 
面 H 上 的 自 守 函数 . 在 T A, Wa 的 初 值 为 h, = {hy,h2}, 这 里 


hi = ie (Iny), ja =—y'/?m'(Iny). (52^) 
34 5 0 时 , 由 公式 (51), hr = (hi, ho) 的 出 表示 为 
Ph = Q,m(s) + m'(s) = 2m'. (51^) 


因为 , 4O<til<y<et Bl, wily, t) = 0, 所 以 (wa (y, t), 3w (y, t)) 的 表示 
k+(s,t) EO<s<t EX 0. X k(s,t) =ky(s—t), FU s <0, k, (s) = 0, Bp 
(51^) 对 所 有 的 实数 s 成 立 . 用 公式 (50), 我 们 计算 wj 的 能 量 : 


oo (y? m'y? 1 m m’ 2 ym? 
Er(ws)= | | Bo tiay t yn dy? dy 


^o , 
-/® e ay = fant omnts a [ma 
y 


ER, Er(wr) = ls ll. 故 

对 形 如 (52) 的 解 wy, 平移 表示 (51) 是 一 个 等 距 

这 也 解释 了 为 什么 在 公式 (51) 中 会 出 现 因子 22. 

一 般 地 , w, 的 初 值 h 并 不 属于 H; 要 使 得 它们 与 工 的 特征 函数 EX, 我 
们 要 应 用 投影 Q: 


Ohı = (hı — 6; ha = d), 
其 中 c 和 4d 是 由 方程 
dzdy — io dady _ 
[ [^ -9 ape = f [0 Qm = 
所 确定 的 常数 . 对 于 hi 和 ho, 应 用 (52^), 我 们 可 以 将 上 述 方程 重 写 为 
yl/2m E "m u 1/2, dy — 
a (In y) y? = cA, I m (In 9*2 dA, 
这 里 4 表示 T 的 面积 . 作 变 量 替换 s = ny, 得 
Tu e^ *?m(s)hds-cA, - fe ~8/2m!'(s)ds = dA. (53) 
0 0 


由 分 部 积分 , 得 d = —c/2. 
引 理 15 
(i) Qhy Fo h} 有 相同 的 能 量 . 
(ii) Qh, 和 hh 有 相同 的 平移 表示 . 
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WR (i) 由 定义 (50), 


_ 42 2 
Er(Qhs) = f f rn, - e dzdy 
= Er (hy) -24 ff 3 -2 dady +d A++ TER TE TERMI 


再 由 公式 (53), 此 能 量 又 可 重 与 为 


2 
Er(Qh;) = Er(h+) -@A+ TA; 


X d= —c/2, IX Er(Qh+) = Er(hy). 
(ii) 由 定义 (51), hy 和 Qh, 的 两 平移 表示 的 差 为 


V2(ðse7 e — e”°/?d) = —V2e78/? (> + d) = 0. 口 


习题 17 WA, 36 (0 时 , 波动 方程 以 Qhi 为 初 值 的 解 是 w(t) — cet. 


显然 , 函数 Qh 与 所 有 奇特 征 函数 正 交 . BASE, Qh. 5 L 的 所 有 正 特征 
值 的 平方 可 积 的 偶 特征 函数 p BIER. 要 证 明 这 一 点 , 取 特 征 方程 Lp = Lp N x 
平均 : 1 

-V P, — ZB = UB. 
VIZ REESE y 0/26 和 yO/2-in di 由 于 函数 y0/23+tiv 和 uy amos 及 
其 非 零 线性 组 合 在 y = oo 附近 关于 dr 非 平方 可 积 , 但 是 p 和 5 却 平方 可 积 , 所 
以 5=0. 因此 p 和 w+ ERX. 

由 (51^), 形 如 kls) 的 表示 函数 包括 了 形 如 m'(s) 的 所 有 函数 , 其 中 m AK 
BER, 上 的 C8 函数 及 其 平移 函数 ; DR, 这 些 函 数 在 LR) 内 是 稠密 的 . 用 K 
表示 H 中 的 以 形 如 ki (s) 的 函数 为 表示 函数 的 初 值 组 成 的 子 空间 , 则 K 为 Ult) 
下 的 不 变 闭 子 空间 . 容易 证 明 , LEK 上 存在 绝对 连续 的 谱 且 这 些 谱 覆 盖 了 整个 
R4. " 


在 36.4 5, RISIA TEATE Ut) 的 出 子 空间 Fo, 它 是 H 中 的 满足 如 下 
性 质 的 子 空间 : 

(i) U(t)F, C F,,t > 0; 

(ii) NU(t)Fy = (0); 

(iii) UU(t)F,. = H. 
我 们 断言 , 用 形 如 Qh, 的 初 值 所 构造 的 空间 是 出 子 空间 FS, 其 中 hy = {hy ho}, 
hi 和 hs 由 (51) AH. PER (i) 和 (ii) 是 显然 的 . 性 质 (Gi) 表明 了 所 有 U(t)F, 的 
并 集 的 闭 包 是 整个 空间 H, 有 关 此 性 质 的 一 个 简短 证 明 , 参见 Lax-Phillips 在 美国 
数学 会 会 报 中 的 一 篇 论文 . 
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需要 指出 的 一 点 是 , 我 们 并 没有 借助 35.5 节 中 的 平移 表示 定理 , 而 是 直接 构造 
了 平移 表示 . 

通过 一 些 平凡 的 改动 , 上 述 对 模 群 理论 的 刻画 同样 可 适应 于 任意 离散 子 群 ; 只 
不 过 , 一 般 来 说 人 们 无 法 精确 确定 点 谱 的 位 置 . 根据 Phillips, Sarnak, Wolpert 的 猜 
测 / 理 论 , ARAN FEE HRA BEES PLUS A. 

如 果 基 本 多 边 形 在 无 穷 远 处 有 n 个 顶点 , 那么 LER, 上 的 连续 谱 有 重 数 n. 
如 果 基 本 多 边 形 的 一 整 条 边 都 位 于 无 穷 远 处 , 那么 同样 可 实现 无 限 重 数 的 连续 谱 

对 于 入 表示 , 我 们 有 类 似 的 构造 . 此 时 的 入 子 空间 F 是 用 形 如 Qno 的 初 值 
构成 的 子 空间 , 其 中 h- 为 形 如 w_(y,t) = y'/2n(Iny+t), t<0 的 入 解 在 T 上 的 
初 值 , 这 里 n 支撑 在 Ry E. 


习题 18 证 明 t< 0 时, 双 曲 波动 方程 以 Qh 为 初 值 的 解 是 w(t) ce”. 
习题 19 证 明 在 能 量 范 数 下 , FF, ER. 


ER, w_(y,t) = y'"?n(Iny 4 t), t < 0, 刻画 了 在 了 内 从 无 穷 远 处 经 通道 
—1/2 < x « 1/2 到 达 的 波 , 而 w+(y,t), t > 0 则 刻画 在 T 内 经 相同 的 通道 传播 
到 无 穷 远 处 的 波 . 由 F AF, 的 性 质 (iii), 我 们 可 以 得 到 : 从 无 穷 远 处 传 入 的 波 最 
终 再 要 传 到 无 穷 远 处 . 传播 的 速度 有 多 快 , 这 是 一 个 十 分 有 趣 的 问题 . 

在 37.8 节 , 我 们 解释 过 一 对 正 交 的 入 平移 表示 和 出 平移 表示 通过 散射 算 子 相 
HER 相应 的 谱 表 示 则 是 通过 由 散射 矩阵 MA) 得 到 的 乘法 算 子 紧密 关联 . 目前 
在 连续 谱 重 数 为 1 的 情形 下 , 散射 矩阵 为 数值 函数 . 对 于 实数 A, |M(A)| =1 HM 
可 以 解析 延 拓 到 下 半 平 面 和 +in,7 < 0, A, 此 时 MOA +4 in)| < 1. 在 第 38 章 中 的 
有 界 解析 函数 的 Beurling 理论 中 , 我 们 还 将 遇 到 这 种 性 质 的 函数 . 

Faddeev 和 Pavlov 给 出 了 ， 解 是 模 群 下 的 自 守 函数 的 双 曲 波动 方程 所 定义 的 
数值 散射 矩阵 的 形式 . 除去 非 本质 的 因子 外 , 散射 矩阵 形 如 


|. €(2iA) 
MIA = C(1 十 23)7 (9 


式 中 的 F(A) XT 函数 的 乘积 , 为 Riemann C- 函数 . BWR Riemann 假设 成 立 , 则 
在 下 半 平 面 内 , M 在 直线 tit 上 有 零点 . 由 Schwarz 反射 得 到 的 M 到 上 半 平 
面 内 的 亚 纯 延 拓 在 直线 1i 上 有 极点 . 由 37.8 节 的 定理 13 和 13’, MR 和 +in 为 
Mt BFA, M yti X G 的 特征 值 , 其 中 G 为 半 群 Z(t) 的 生成 元 , Z(t) EHRT 
群 U(t) 和 一 对 正 交 的 入 子 空间 F_ 及 出 子 空间 F, 确定 的 半 群 . Faddeev 和 Pavlov 
指出 , 如 果 人 们 能 够 证 明 G 不 存在 实 部 大 于 —1/4 的 特征 值 y, ABA Riemann 假 
设 成 立 . 根据 半 群 的 Phillips 谱 映 射 定理 (第 34 章 定理 12), 26 4 属于 G 的 谱 , 则 
et 属于 Z(t) 的 谱 . 由 于 算 子 的 谱 半 径 不 会 大 于 范 数 , 所 以 je) < || Zt) m BON 
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数 后 令 t 一 oo, 得 1 
Rey < lim > In||Z()|le. 


因此 , 要 证 明 Riemann 假设 , 只 要 证 明 


1 1 
im — < 一 一 . 4 
Jim 7 InllZtlle < -3 (54) 


Faddeev 和 Pavlov 指出 , 不 等 式 (54) 同样 也 是 Riemann 假设 成 立 的 一 个 必要 条 件 . 


不 难 证 明 , 如 果 不 等 式 A 
Jim 5 InllZ()A]g < -3 


在 半 群 定义 域 的 一 个 稠密 子 集 上 成 立 , 那么 不 等 式 (54) 成 立 . 


这 些 信息 能 够 给 出 Riemann 假设 的 一 个 证 明 吗 ? 如 果 可 以 , 你 将 会 听 到 此 方 
面 消息 的 . 
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9838 €& — Beurling 定理 


38.1 Hardy 空间 


本 章 将 研究 平方 可 积 的 解析 函数 空间 与 有 界 解析 函数 代数 之 间 的 关系 . 
Hilbert 空间 17(Z,) 是 由 满足 
lal? = Die? < oc (1) 
的 所 有 复 向 量 z = (ao,a1,…, ) 组 成 的 集合 , 该 空间 可 以 表示 为 单位 圆 盘 内 的 解析 
函数 f(z) 空间 : 


f(z) = 5 "P i (2) 
0 


该 表示 中 的 解析 函数 空间 称 为 Hardy 空间 , 用 A, 表示 . Hardy 空间 曾 在 27.2 节 
中 出 现 过 . 

令 f(z) A Hardy 空间 内 的 函数 , 即 f(z) 是 单位 圆 盘 内 的 解析 函数 , 则 f(z) 在 
半径 为 r+ < 1 的 圆周 上 的 L 范 数 由 


f |f (re^)? -Phe pum (3) 


定义 .用 
AIP = sup p rine 5 (3) 
定义 Ay 上 的 范 数 | 中 .在 此 范 数 下 , 上 述 表示 是 一 个 等 距 . 由 于 (re) — f(se) 
HIER: 

[If (rel?) — f(se^)|P = 5 lanl ’lr” — s^? 
所 以 当 1 时 , Jre) Hk L? 范 数 收敛 于 f(z) 在 单位 圆周 上 的 边界 值 ; 


fe”) = Y a (4) 
0 
其 中 右边 的 级 数 在 L 意义 下 收敛 . 边界 值 Fe) 的 L 范 数 就 是 f(z) 的 万， 范 
数 : 
wie = fier E. (4) 


以 B 表示 开 单 位 圆 盘 内 的 有 界 解 析 函 数 代数 , 用 |b| 表示 代数 8 上 的 上 确 界 
范 数 : 
|b] = sup |b(z)]. (5) 


[z| «1 
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注意 , 在 + 一 1 时 几乎 处 处 收敛 的 意义 下 , 8 内 的 每 个 函数 b 存在 边界 值 . 
定理 1 
(i) 3& f # Hardy FH, 内 的 函数 , 若 f 的 边界 值 有 界 , A f ATF B. 
Gi) ROA BARK B: Hy o Hy. 表示 函数 所 作 的 乘法 算 子 ; 
Bf = df, 
则 BARB 
Bil = bl. (6) 
WEBB ( 令 s>0, 设 3S- 为 11.11 WPA FEE 5- 函数 的 光滑 函数 . 对 
TH, 内 的 函数 f, 定义 fe(z) 为 
felz) = [ fes.) a0 (7) 
显然 , f. 属于 H, B“ e OOM, f, K H, 范 数 收敛 于 f. 此 外 , fe 在 闭 单位 圆 盘 上 
连续 . E |f| 的 边界 值 有 界 , 如 令 1 是 |f| 的 边界 值 函数 的 一 个 上 界 , 则 fe 的 边界 值 
有 界 且 1 是 它 的 一 个 界 . 由 极 大 模 原 理 , 对 于 单位 圆 盘 内 部 的 每 一 点 z, |fe(z)| € 1. 
因此 f.(z) 的 L? 极限 f 在 开 单 位 圆 盘 内 也 满足 |f(z)| < 1, BN f£ AF B. 
(ii) AH, 范 数 的 定义 (3'), 对 于 B 内 的 函数 b, 有 
llofll < lalllfll f E H4. 


因此 ， 
|| Bl| < |b}. (6’) 
要 证 明 式 中 的 等 号 成 立 , 我 们 用 反 证 法 . 假设 等 号 不 成 立 , 调整 b 后 , 我 们 不 妨 假设 
\|B\| < 1 < Ibl. 


因此 , | B^]| « IB" ZEn — oc SSF 0. 另 一 方面 , 令 r 充 分 大 , 1818 maxe|b(re'®)| > 
1; 此 时 对 于 A, 内 的 任意 函数 f, 积分 


rence 10 PS 
f£ n — oo 过 程 下 , 趋 于 oo. PERSE X. (3), || B" f|] 一 oo, 这 与 ||B^]| 一 0 FF. O 


习题 1 试 证 与 由 B 中 的 每 个 函数 所 作 的 乘法 算 子 交 换 的 有 界线 性 算 子 CH, 一， 
Hy 本 身 也 是 一 个 由 B 中 的 函数 c 所 作 的 乘法 算 子 . 


习题 2 RERA B 无 零 因 子 , PE B 内 的 函数 上 和 c 满 足 bc=0, 则 总 和 e 中 
至 少 有 一 个 为 0. 
38.2 Beurling 定理 


本 章 的 基本 结果 主要 是 建立 Hilbert 空间 H, 和 代数 B 之 间 的 关系 , 该 结果 由 
Arne Beurling 得 出 . 
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定理 2 AN AH, 的 非 零 闭 子 空间 且 N 在 B 中 的 每 个 函数 b PE HS EIE ET 
FRE, 即 bN C N, 那么 存在 B 中 的 函数 p, 使 得 

N = pH., (8) 
其 中 p 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1: 

Ip(e'^)| = 1. (9) 
此 外 , 在 相差 绝对 值 为 1 的 复 常数 因子 的 情形 下 , p 是 唯一 的 . 

我 们 下 面 所 提供 的 漂亮 证 明 是 由 Paul Halmos 给 出 的 . 

WEBB ”容易 证 明 , 由 (8) 定义 的 子 空间 N 在 B 中 的 每 个 函数 b MERRER 
子 下 不 变 . 由 (4) 和 (9), 满足 条 件 的 p 所 作 的 乘法 算 子 是 A, 上 的 等 距 算 子 , 所 以 
N 是 闭 的 . 

RZ, 假设 N 满足 条 件 , BN 是 B 的 范 数 闭 不 变 子 空间 , 我 们 先 断 言 , >N 为 
N 的 真子 空间 . BAR, N 中 的 每 个 函数 f 总 可 以 表示 为 

f=zfi=zfo=.., 
因此 z = 0 为 解析 函数 f 的 无 限 级 零点 , 但 是 这 对 于 一 个 非 零 的 解析 函数 而 言 是 
不 可 能 的 . 因此 , zN EN 的 真子 空间 . 

由 于 2 所 作 的 乘法 算 子 为 HL 上 的 等 距 算 子 , 所 以 zN AN 的 真 闭 子 空间 : 
用 M 表示 zN TE N 内 的 正 交 补 : 

N=MO@2N. (10) 
用 (10) 给 出 的 正 交 分 解 , 代替 (10) 中 右边 的 子 空间 N; 重复 进行 大 次 这 样 的 运算 ， 
得 


N=M@2MG622M@:--@2z* IM @ZEN. (10^) 
4 ki T oo, (10) HAT 
N2IMOzMO22M@::-. (11) 


我 们 再 断言 , (11) 中 的 等 号 成 立 , BD (11) 的 右边 正 是 N. HAR, 存在 N 中 的 非 零 
函数 g 与 每 个 2M EX, j = 0,1,---. 但 由 分 解 (10) 和 (10^), 这 样 的 函数 9 必 属 
于 每 个 2*N, k > 1. 因此 z= 0 为 非 零 解析 函数 g 的 无 限 级 零点 , 这 又 是 不 可 能 的 . 
因此 
N=M®zM®z?M®---. (12) 
考虑 非 零 子 空间 M. Wm 为 M 内 的 任意 函数 , 由 (10), m 与 每 个 z^N FEX: 
特别 地 , m 与 每 个 ztm, 大 > 1 EX: 


ak io. eae 
(z*m, m) — feme SE = 0, k= 1,2, (13) 


DAREK, 则 对 于 每 个 k= -1,-2,---, (13) 中 的 方程 也 成 立 . 因此 , RB 0 
位 外 , 函数 | m(e?)|? 的 其 他 Fourier 系数 均 为 零 . ml)? 是 一 个 常数 . 
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我 们 再 断言 , M 的 维 数 为 1. Em A pA M 中 的 两 个 函数 , 则 对 于 任意 复数 
a, m ap 属于 M. 由 上 述 讨 论 , 对 2 = 69, 得 
Im + ap]? = (m + ap)(™ + ap) = |m]? + lal? |pl* + 2Re(apm) = 常数 
因为 a 是 任意 复 常数 , 所 以 pm 是 一 个 常 函数 . X [m]? = mm 为 常数 , 所 以 p/m = 
pm/mm 也 是 常 函数 , 即 p 和 mm 相差 一 个 数 乘 常数 . 因此 , M 的 维 数 为 1. 
A ph M 中 的 非 零 函数 并 正规 化 plt) 使 得 [p] = 1, M M 中 的 每 个 函数 都 
是 p 的 数 乘 函 数 . 将 此 事实 代入 (12), W 中 的 每 个 函数 f 都 可 以 分 解 为 


f = agp + zaıp + z2aap +: = plao + aiz + a22? +--+) = pg. (14) 
因为 lp(ei9)| = 1, 所 以 |F(e%)| = glt). 又 AF Ay, 所 以 9 也 属于 H+ 因此 
(14) 正 是 我 们 所 要 寻找 的 Beurling 定理 的 表示 (8). 口 


习题 3 ” 试 证 在 可 以 相差 绝对 值 为 1 的 常数 因子 外 , p 由 N 唯一 确定 . 


我 们 称 代数 B 中 的 函数 p AA Bak, WR p 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1. 
注意 在 定理 2 的 证 明 过 程 中 , 我 们 仅仅 用 到 了 条 件 : N 在 z 所 作 的 乘法 算 子 
下 不 变 . 由 下 面 的 习题 4, 该 条 件 与 定理 2 中 的 题 设 条 件 等 价 . 


习题 4 设 N 为 五 ; PRAT SHAN 在 z 所 作 的 乘法 作用 下 不 变 , 则 N 在 B 
中 的 任意 函数 所 作 的 乘法 作用 下 不 变 . 


定理 3 代数 B 中 的 每 个 函数 都 可 以 本 质地 唯一 分 解 为 
b = pu, (15) 
其 中 和 为 有 界 解析 函数 且 |p(ei9)| = 1, uH, 在 Hy PMB. 

WERH 用 N 表示 b+ WHE. BA, N 在 > 所 作 的 乘法 作用 下 不 变 . 由 
Beurling 定理 , N = pH,, 其 中 p 为 有 界 解 析 函 数 且 |p(e)| = 1. 又 因为 上 属于 N, 
所 以 存在 A, 中 的 函数 u, 使 得 5 = pu. 因为 p(z) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 
以 b(z) 和 u(z) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 相 等 . 因此 b 的 有 界 性 可 以 导出 : u 为 有 界 
解析 函数 . 

用 S 表示 H, 中 的 子 集 S 的 闭 包 ， 此 时 N = bH.. 借助 b HAH, A 
N = puH,. AF p(z) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 以 所 作 的 乘法 算 子 为 H} 
上 的 等 距 算 子 . 故 

N = puH, = puH,. 
X N = pH,, 所 以 H, = uz. 此 外 , 由 表示 (8) 中 p 的 唯一 性 可 知 , 在 相差 绝对 
值 为 1 的 常数 因子 的 情形 下 , p 和 u 由 b 唯一 确定 . 口 


公式 (15) 中 的 函数 p KA b 的 内 因子 , u 称 为 的 外 因子 . 
显然 , 两 个 内 因子 的 乘积 是 一 个 内 因子 . 不 难 证 明 , 两 个 外 因子 的 乘积 同样 也 
是 外 因子 . 因此 若 b, 和 bs 为 两 个 有 界 解析 函数 , 则 乘积 bi bo 的 内 因子 为 它们 的 内 
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因子 之 积 , 外 因子 为 它们 的 外 因子 之 积 . 由 此 ， 要 证 明 一 个 有 界 解 析 函 数 可 以 被 为 
一 个 有 界 解 析 函 数 在 BER, 只 要 验证 它 的 内 、 外 因子 是 否 可 以 分 别 被 这 个 函数 
的 内 、 外 因子 去 除 即 可 . 
由 下 面 的 定理 4, 外 因子 所 作 的 可 除 性 是 一 个 尤为 简单 的 事情 . 
定理 4 设 b 为 B 中 的 函数 ,4 是 一 个 外 函数 , 那么 在 B Nb TRUER, SAK 
当 b(z)/u(z) 在 单位 贺 周 |z| — 1 上 是 一 个 有 界 函 数 ， 
证 明 ”由 外 因子 的 定义 , uH, 在 H, 内 稠密 , 所 以 存在 Hj 内 的 函数 列 {cn} 
使 得 
L? — lim uc, = 1. (16) 
假设 b/w 在 单位 圆周 上 有 界 , 我 们 断言 {ben} 在 H 内 收敛 . 事实 上 , Hid ben = 
(b/u)(ucn), 则 由 b/w 在 单位 圆周 上 的 有 界 性 以 及 (16) A, {bcn} 在 单位 圆周 上 
L 收敛 于 某 个 函数 d: 
L? — lim bc, = d. (16°) 
又 每 个 ben 属于 H4, 所 以 极限 d 也 属于 H4. 
用 有 界 函 数 ER (16), 得 


L? — lim benu = du. (16”) 
另 一 方面 , 由 (16) 可 知 , (167) 的 左边 也 收敛 于 b 因此 , b= du. WM b/wu = d 属于 
H,. 再 由 定理 1 中 的 (i), b/w 属于 代数 B. 口 


由 上 述 定 理 , 外 因子 所 作 的 可 除 性 准则 十 分 简单 的 . 在 定理 4 的 意义 下 , 代数 
B 中 的 外 因子 有 时 也 称 为 代数 B 中 的 拟 单 位 . 

下 面 我 们 给 出 内 函数 所 作 的 可 除 性 准则 . 
定理 5 thhpmwbABPH BRA p ASK, I pB PTR b, SARS, 
pH, 包含 bH,: bH} C pH,. 

证 明 车 b 有 分 解 5 = pe HH ce B, Wl bH, = peH, 包含 在 pH, A. 反 
Z, 若 p ABT bH}, Wb=b-1 可 以 分 解 为 pf 的 形式 , 其 中 f 属于 H}. N 
此 b/p 属于 Hy. 又 b 有 界 并 且 p 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 以 b/p 的 边界 值 
有 界 . 故 由 定理 1, b/p 属于 代数 B, BD p Æ B PORTER b. 口 


在 此 证 明 过 程 中 , A. 中 的 财 不 变 子 空间 起 到 了 B 的 理想 的 作用 , 而 Beurling 
定理 正 是 主 理想 定理 的 类 比 形式 . 在 以 后 的 研究 中 , 我 们 将 进一步 使 用 这 种 思想 方 
法 . 
定义 ”对 于 B 内 的 函数 b 和 c, 用 NN 表示 bH, +cH, WHE: 

bH} +cH} =N. (17) 
由 定理 2, N 有 形式 rH;, 其 中 r 为 内 函数 . 我 们 称 > 为 函数 上 和 c 的 最 大 公 因 子 . 
上 述 定义 的 最 大 公 因 子 有 通常 意义 下 的 性 质 . 


38.2 Beurling 定理 431 


定理 6 di bdec Bop, s Bopt P dE, X s dE B E SISTER be 
c, A s 可 除 它们 的 最 大 公 因 子 . 

证 阴 ”由 定理 5, sH 包含 了 OH, 和 cH, 因此 sH 包含 了 bH} +cH,. X 
sH, AMF, 所 以 sH, AAT bH,+cH, WWE: 


Pe Ee FA (18) 
HEX, (18) 的 右边 为 TH, 其 中 7 bI c 的 一 个 最 大 公 因 子 . 因此 , 由 定理 5, 
s 可 除 r. 口 


定义 ”如 果 B 中 的 函数 上 和 ec 的 最 大 公 因 子 为 1, 那么 称 b 与 cH. 

由 定义 (17), b Me BR, 当 且 仅 当 bH, + cHi 在 H, 内 稠密 . 
定理 7 dico de ABPHAABRK He 分 别 与 c 和 d 互 素 , Me 与 它们 的 
KAR cd 互 素 . 

证 明 ”由 互 素 的 定义 , eH} + cH, 和 eH, + dH, 都 在 H, Ata. 因此 ， 
d(eH, +cH,) 在 dH, 中 稠密 , 从 而 eH, + d(eH, +cH,) = eH, +dcH, FE H4 
HHE, 即 e E cd HK. g 


有 关 可 除 性 的 结果 可 以 用 于 研究 和 发 展 代数 5 中 的 素 元 理论 . 
定理 8 Hu AMAA A: IJ <1, MERK 


z—u 
uz — 1 


p(z) = (19) 
为 代数 B 中 的 素 内 函数 ， 

WEBB ”经 计算 , p(z) 在 单位 圆周 上 的 绝对 值 为 1, 所 以 plz) 是 B 中 的 内 函数 . 
要 证 明 plz) 是 一 个 素 元 , 注意 到 plz) 在 z — u 取 值 为 0, 从 而 子 空间 N = pH, 内 
的 每 个 函数 在 2 = u 的 值 都 为 0. 反之 , SC) 属于 H, E flu) = 0 则 属于 
H,, BD f 属于 N= pH}. 因此 pH, 正 是 H 中 的 以 z= u 为 零点 的 所 有 函数 组 
成 的 子 空间 ; 这 样 N = pH, 在 A, 内 的 余 维 数 为 1. 设 g 为 B 中 的 内 函数 , E q 
在 BP RR p, 则 由 定理 50H BAT pH. X. pH, 的 余 维 数 为 1, 所 以 cH, 要 
么 是 pH, 要 么 是 He 无 论 哪 一 种 情形 , q 都 是 p 的 平凡 因子 . 因此 p 为 代数 B 
"BSEC. 口 


很 快 我 们 将 会 证 明 , Ein (19) 的 函数 为 代数 B 中 的 唯一 素 元 .现在 , 考虑 8 
中 的 另 一 种 形式 的 函数 —— F. 如 果 我 们 将 函数 的 定义 域 从 单位 圆 盘 转 向 上 半 
平面 , 这 将 有 助 于 帮助 我 们 分 析 素 祖 . 作 变 换 
„uni, 
wti 
则 此 变换 将 上 半 平 面 : Imw>0, 映 为 整个 开 单 位 圆 盘 : |z|<1. 此 时 , 映射 
g(w) = (==) (20°) 


w +i 


(20) 
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将 开 单 位 圆 盘 内 的 有 界 解析 函数 f(z) 变 为 上 半 平 面 内 的 有 界 解析 函数 gw) 反之 
亦 然 . 注意 到 关系 (20) 是 两 个 赋 范 代数 之 间 的 等 距 同 构 . 我 们 将 用 同一 个 符号 B 
来 表示 这 两 个 同 构 的 代数 . 


定理 9 函数 
p(w) = e" (21) 
是 一 个 内 函数 且 在 下 列 意义 下 , p(z) ARH, 9p p(z) 的 内 函数 因 式 分 解 仅 为 
p(z) =eioveibv ab >0, a+tb=1. (22) 


证 明 FR 4 Imw > 0 时 , |p(w)| < 1, 4 Imw = 0 Rf, |p(w)) = 1. 因此 ， 
p(w) = ei 为 上 半 平 面 内 的 内 函数 . 
假设 ev 有 非 平凡 分 解 : | 
e™ = p(w)q(w), (22^) 
其 中 p 和 4 为 内 函数 . Sw=ctiy Aw 的 实 、 虚 部 分 解 . 对 于 公式 (22) 的 两 边 ， 
先 取 绝对 值 , 再 取 对 数 , 得 
-y = In |p| + In |g]. (22") 
定义 
h(w) = —In|p(w)|. (23) 
我 们 断言 h(w) 满足 下 列 性 质 . 
(i) h(w) 为 上 半 平 面 内 : Im w > 0 的 调和 函数 . 
(ii) h(w) 在 上 半 平 面 内 为 正 函数 ; 此 外 , hw) 可 以 连续 到 边界 : Imw = 0 FL, 
E h(w) 在 该 边界 上 取 值 为 0. 
由 (22^, p 和 q 在 上 半 平 面 内 没有 零点 , 所 以 , 作为 解析 函数 In p. KWER, h E 
上 半 平 面 内 为 调和 函数 , BD (i) 成 立 . 
HF p 和 g 为 非 平 凡 的 内 函数 , 所 以 它们 的 绝对 值 [p| 和 [a] 在 上 半 平 面 内 都 
小 于 1, 从 而 In |p| < 0, In |g] < 0. 因此 , 由 这 两 个 不 等 式 和 (22”), 得 
0 < h(z,y) < y. 
故 (ii) 成 立 . 
由 调和 函数 理论 , 在 直线 边界 上 取 值 为 0 的 调和 函数 可 以 通过 反射 连续 穿 过 
边界 而 成 为 一 个 正则 的 调和 函数 . 因此 , 若 令 
h(z,-y)=-h(z,y), y>0, 
WW 六 可 以 被 延 拓 到 整个 复 平 面 上 , 延 拓 后 的 函数 仍 用 h 表示. 用 半径 为 R 的 圆 盘 
代替 单位 圆 盘 , 对 函数 A 应 用 Poisson 公式 (第 11 章 公式 (29)), 得 
R? — r? 
Ala,y) = 2n f R? — 2Rrcos(0 — à) + r? 
HH (z,y) = r(cos0,sin0) H 
k(ó, R) = h(Rcosd, Rsing). (24^) 


k(ó, R) d o, (24) 
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Wh fe y 的 奇 函数 , 所 以 klo + R) = klo, R). 因此 , (24) 又 可 重 写 为 
hy) mg. | QR. 6,6, R)d o. 
Q — P(R,r,0 BS 路) = P(R,r,@ 十 $), 

式 中 的 P 为 出 现在 积分 (24) 中 的 Poisson 核 . 用 关于 P 的 公式 , 将 Q 具体 地 表达 


出 来 : (R? — r?)4Rr sin sin ó 


Q= (R2 — 2Rr cos(0 — ¢) + r2)(R? — 2Rr cos(0 + ó) + r?) (26) 
WON 
Q = yQo(R, T, 0, $). (26^) 
此 时 , Qo Æ 0 <o<n ARIE, 并 且 极 限 
li Qo(R,ri,01,0).— 1 (27) 


R->o0 Qo(R, T2, 42, ) i 
关于 参数 0 一 致 成 立 . 对 于 上 半 平 面 内 的 任意 两 点 (01i) 和 (22,2), 应 用 公式 


25), 得 
er h(zı,Yı) _ yı J Qo(R,rı,01,6)k(&, R) do 


h(x2,y2) v2 f Qu(R,r2,82,6)k(d, R) do 
由 于 (28) 右边 的 分 子 和 分 母 中 的 被 积 函数 都 是 正 函数 , 并 且 由 (27), 这 两 个 正 函 数 
的 商 在 R oo 时 趋 于 1; 因此 以 这 两 个 函数 为 被 积 函数 的 积分 的 商 也 趋 于 1, 从 而 
(28) 的 右边 收敛 于 yi/y2. 又 (28) 左边 与 R ER, 所 以 
h(x) wi 
h(x2, ya) yo 
由 此 , 我 们 证 明了 A(x, y) = ay, a > 0. 再 由 (23), |p(w)| = e724. 因此 p(w) = e". 
用 类 似 的 方法 和 过 程 , 我 们 可 以 证 明 g(w) = ev, b > 0. 故 (22) 成 立 . 口 


对 于 任意 实数 c, 解析 映射 w 一 (c — w)-! 将 上 半 平 面 映 入 自身 内 . 因此 , (21) 
ARA I: 内 函数 


(28) 


p(w) = expfi(c - w)~"} (29) 
也 是 定理 9 FR SCF RR. 
接 下 来 , 我 们 证 明 形 如 (21) 和 (29) 的 函数 为 B 中 仅 有 的 两 种 形式 的 素 才 . 再 
回 到 单位 圆 盘 , 考虑 单位 圆 盘 内 的 任意 有 界 解析 函数 (2). 用 {uj} 表示 biz) 的 零 
点 集合 (TEREX), 并 假设 u, WEKA mj. 定义 


_ | uj—2 


pj(z) = (30) 


uj ujz = 1 
由 定理 8, pj(z) AA RIAA p;(0) = lu;| > 0. 用 类 似 于 9.2 节 中 的 讨论 方法 证 明 ， 
无 限 乘积 即 所 谓 的 Blaschke 乘积 
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p(2) = [Ins (31) 
在 单位 圆 盘 内 收敛 且 极 限 p(z) 是 b 的 一 个 内 函数 因子 : 
b=pc, ceB. (32) 


此 时 , 函数 c AF, |c| < |b], H. e 无 零点 . 假设 |b] < 1, 那么 — Inc 是 一 个 实 部 为 正 
函数 的 解析 函数 . 在 11.6 节 , 我 们 证 明了 , 这 样 的 解析 函数 存在 积分 表示 
eld +z 

elf — z’ 

其 中 m 为 非 负 有 限 测度 . 将 m 分 解 为 绝对 连续 部 分 和 奇异 部 分 的 和 : 


mM = Msing 十 Mac. 


=Ine(z) = [ C(z,6)dm, C= 


(33) 


相应 地 , c 有 分 解 


c(z) = exp- f Camas be - f Cama}. (33^) 


不 难 证 明 , (33^) 右边 的 第 一 个 因子 是 内 函数 , 第 二 个 因子 是 外 函数 . 将 (337) 代入 
(32), BUT b 的 内 -外 因子 分 解 : 


b= pexp{~ f Camas exp [- f Cama}, (34) 


其 中 分 解 中 的 内 因子 为 (34) 右边 前 两 个 因子 的 乘积 . 在 这 两 个 因子 中 , 第 一 个 因 
f pA (无 限 多 个 ) 素 元 的 乘积 , 第 二 个 因子 是 一 个 素 宪 的 离散 和 连续 乘积 的 混合 
ER. 

由 表示 (34), 正如 前 面 所 述 , 所 有 的 素 元 都 形 如 下 列 形式 : 


u-—z 


uz —1’ ul < 1; 


所 有 的 素 攻 都 形 如 形式 ; 


exp = |v| = 1. 
-z 

我 们 以 一 个 说 明 来 结束 本 节 内 容 . 本 节 中 的 部 分 理论 , 特别 是 Beurling 定理 ， 
可 以 被 推广 到 单位 圆 盘 或 上 半 平 面 内 的 平方 可 积 的 向 量 值 解析 函数 空间 或 有 界 函 
数 空 间 上 . 参见 文献 Halmos. 算 子 值 的 内 因子 是 指 在 边界 上 几乎 处 处 为 西 算 子 , 而 
在 上 半 平 面 内 , 范 数 不 大 于 1 的 解析 算 子 值 函数 . 用 37.7 节 的 语言 , 散射 矩阵 就 是 
一 个 算 子 值 的 内 函数 . 


38.3 Titchmarsh EHER 


本 节 将 给 出 定理 9 的 一 个 应 用 ; 参见 文献 Lax. 考虑 正 实 轴 :上 > 0 上 的 L 函 
数 F. 用 ep 表示 FF 的 支 集 的 下 端 , 即 
£p = max(n: F(£) 20, £< n). (35) 
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关于 fr, 有 Titchmarsh 卷 积 定理 . 
定理 10 KRAMBAR, LHL) 函数 ,4* 已 表示 它们 的 卷 积 : 


(Ae Bye) = f AMBE -ndn (36) 
0 
则 
LAB = la + £p. (37) 
WER 6 < Cy £p, WE (36) 右边 的 被 积 函 数 中 , 至 少 有 一 个 因子 为 0, 所 
以 该 积分 为 0, B (4* B)(£) = 0. 因此 , lanp > lat £p. 要 证 明 此 不 等 式 中 的 等 号 
RL, 我 们 借助 于 Paley 和 Wiener 利用 L! 函数 F 的 Fourier 变换 


f(w) = IM F(£)e*" dé (38) 
对 Lp 的 刻画 . BR, f(w) HEE PM ANA FHT BR. o 


定理 11 (Paley-Wiener) i F(£) 为 定义 在 R} 64 L' HH, £ » 0, 则 下 (E) 在 
区 间 [0,0 上 取 值 为 零 , 当 且 仅 当 |f(w)| 在 上 半 平 面 内 : Imw=y>0, 小 于 或 等 于 
常数 倍 的 ev, Bp 
If(w)|<Me®, Imw=y>0, 
其 中 flw) X F(E) 的 Fourier 变换 , M 为 常数 . 此 时 , 公式 (35) 可 以 表示 为 
£p = max{é: |f(w)e^?^v| < 常数 }. 
证 阴 # Fi) 在 [0,7] 上 取 值 为 零 , 则 在 Fourier 变换 (38) F, 作 变 量 蔡 换 
E=0 44 48 


f(w) = / i F(£)e*" dé = eit f > F(a + £)e'?^" do. 


因此 , f (w)e-i*v 在 上 半 平 面 内 有 界 . RZ, 假设 f(w)e ^" 在 上 半 平 面 内 有 界 , 我 们 
断言 , f 的 Fourier 3 F ÆK [0,4 上 取 值 为 零 . 要 证 明 此 断言 , 我 们 只 需 证 明 , 对 
于 支撑 在 任意 子 区 间 [0,2— d) (0 < d < £) 上 的 任意 光滑 函数 GE), 成 立 (F,G) = 0. 
& GIE) 为 支撑 在 [0, 一 d 上 的 光滑 函数 , 0 < d < ¢, & g(x) A G(£) 的 Fourier 
变换 


£—d 
g(z) = , G(£)e*** d£. (39) 
0 
由 Parseval 公式 , 得 
(F,G) = (f,9), (40) 
其 中 
(f,9) = J flzjg(z)dz (40’) 
由 (39), 得 


£—d 
g(z) = f G(£)e-*** d£. (39) 
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该 公式 表明 , 5(z) 可 以 延 拓 为 整个 复 平面 上 的 解析 函数 h(w): 
t-d 
= | G(ee-*v ae. 
h(w) | (fe dé 


因为 G 是 光滑 函数 , 所 以 hw) 在 上 半 平 面 内 : Imw=y>0 有 界 且 elf- /(1 十 
lwl) 为 它 的 一 个 界 . 又 f 在 上 半 平 面 内 解析 , 利用 Cauchy 定理 , 将 (40^) 中 的 积 
分 路 线 由 实 轴 变 为 直线 Imw = y > 0, 得 


ee J f(z)h(z)dz = f f(z +iy)h(z + iy) de. (41) 
由 alw) 的 构造 , 成 立 


é—d): 
hle + WI € Iss (42) 
由 f(w) 的 题 设 条 件 , 得 
|f (z+ iy) < Me~™, (43) 
其 中 M 为 常数 . 联合 (42) 和 (43), 4 y 一 oc 时 , (41) 的 右边 趋 于 0. 注意 (41) 的 
左边 与 y FER, 所 以 左边 (fg) 等 于 0. 因此 , (40) BAT (F,G) — 0. 口 


我 们 可 以 用 B 中 的 可 除 性 重 述 Paley-Wiener 定理 . 

每 个 L?(R.)- BRHF $$ X E89 F3 lr e" HA BP TH F $) Fourier € 
换 f(w) t93& S 38 A 

我 们 再 接着 证 明 Titchmarsh 卷 积 定理 10. 设 alw) 和 b(w) 分 别 表示 函数 A 
Al B 的 Fourier ER, 它们 都 是 上 半 平 面 内 的 有 界 解析 函数 . 此 时 , EM A*B 的 
Fourier 变换 为 a(w)b(w). 由 Paley-Wiener 定理 , 我 们 将 公式 (37) 重 述 如 下 . 

若 设 la 和 LB 分 别 表示 e" 的 在 B 中 可 除 alw) 和 blu) $53X 35 338 XX, i 
[4 十 LB 为 可 除 a(w)b(w) 的 ew $9 3x 85 3938 

要 证 明 该 重 述 , 将 a Al b 进行 分 解 : a = eave, b= sewda, 其 中 c Al d 属于 
B. 由 £4 的 定义 ,c 和 d 都 与 ew HK; 这 是 因为 , 定理 9 Zi I ev 的 非 平 凡 因子 
SIUE cv. k > 0 的 形式 . 再 由 定理 7, cd 和 el” HR. 因此 , ab = ei(t4+ts)wed 不 
能 再 被 ei” 的 高 于 la + lp BIA 2: D. L] 


注 记 Titchmarsh 卷 积 定理 是 一 个 关于 实 变 量 函 数 的 结果 , 而 Titchmarsh TE 1924 
年 的 原始 证 明 却 用 复 变 函数 理论 的 方法 给 出 , 这 是 一 个 不 同 寻常 的 事实 ， 该 卷 积 
定理 的 一 种 实 变量 证 明 方 法 直到 1952 年 才 由 Ryll Nardzewski £x tH, 参见 文献 
Mikusinski. 本 章 提供 的 证 明显 示 ，Titchmarsh 卷 积 定理 的 复 变 量 证 明 方 法 是 十 
分 目 然 的 . 


历史 注 记 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 英国 情报 部 门 破译 了 德国 军 方 的 “Enigma” 密码 
由 此 破获 的 重要 信息 在 许多 战役 中 起 到 了 决定 性 的 作用 . 但 是 , 很 少 有 人 知道 瑞典 
人 也 破译 了 “Enigma” 密 码 , 而 领导 此 项 破译 工作 的 正 是 数学 家 Arne Beurling. 
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带领 英国 密码 破译 人 员 的 数学 家 是 伟大 的 逻辑 学 家 Alan Turing. 战 后 被 指控 
为 同性 恋 , 被 迫 自 杀 . 
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附录 A Riesz-Kakutani 表示 定理 


在 数学 分 析 中 有 一 个 类 似 于 “ 先 有 鸡 还 是 先 有 蛋 ” 的 难题 : 是 先 有 Lesbegue 积 
分 还 是 先 有 Lesbegue WER? 我 的 答案 是 : 哪 一 个 都 不 对 ! 先 出 现 的 应 该 是 空间 
LD), 首先 , 我 们 用 传统 的 方法 扩大 连续 函数 类 ; 然后 , 证 明 该 函数 类 充分 大 , 即 在 L 
范 数 下 , 它 是 一 个 完备 的 度量 空间 ; 接 下 来 的 步骤 将 是 顺理成章 的 . 本 附录 的 研究 
对 象 L, 定义 为 连续 函数 空间 在 Li 范 数 下 的 完备 化 , 是 一 个 抽象 的 空间 . 因此 , L! 
中 的 每 个 向 量 实 际 上 都 是 几乎 处 处 有 定义 的 函数 . 

Riesz-Kakutani 表示 定理 是 说 , C(Q) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 4 都 可 以 表示 成 
积分 的 形式 : 

l(c) = eam, c € C(Q), 


其 中 Q 为 紧 的 Hausdorf 空间 , C(Q) 为 Q 上 的 所 有 连续 函数 c 组 成 的 空间 , m 为 
Q 的 Borel c 代数 上 的 有 限 符号 测度 . 本 附录 将 在 Q 为 紧 度 量 空间 的 条 件 下 , AZ 
函 分 析 的 方法 给 出 该 基本 命题 的 一 个 简单 而 又 自然 的 证 明 . 


A.l EREZA 


设 Q 为 紧 度 量 空间 ，Cf(Q) AQ 上 的 所 有 实 连续 函数 c 组 成 的 线性 空间 .本 
节 我 们 将 研究 C(Q) 上 的 有 界线 性 泛 函 L 有 界 性 是 指 , 存在 常数 M, 使 得 对 于 所 
有 连续 函数 c, 下 式 成 立 

£(c) < M|c|max- 
线性 泛 函 CERA ES, 如 果 对 所 有 非 负 连 续 函 数 c, O(c) > 0. 显然 , EREZA 是 
单调 的 : cl < co MAT (er) < Llc). 由 此 可 知 , 每 个 正 线性 泛 函 都 是 有 界 的 ; 这 是 
因为 , C(Q) 中 的 每 个 函数 c 都 满足 : 
CS |Clmax%, 
HF u XR Q 上 的 单位 函数 , BU u(q) = 1. 由 单调 性 , Lc) < lu)lcimax- 

AWER, C) 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 都 可 以 分 解 成 两 个 正 线性 泛 函 的 差 . 
因此 ,要 证 明 表 示 定 理 , 我 们 只 和 需 考虑 正 线性 泛 函 的 情形 ， 此 时 的 表示 测度 为 正 
WR. 

I FIER PE Be, 我 们 定义 C(Q) 上 的 £ 范 数 : 

Icle = £(lel), (1) 
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其 中 |c| 表示 c 的 绝对 值 函数 : |cl(q) = Ic(a)l. 

易 见 , 由 (1) 定义 的 量 |c 为 C(Q) 上 的 半 范 数 . 如 果 两 个 连续 函数 差 的 上 范 
数 为 0, 将 这 两 个 连续 函数 等 同 起 来 ; 这 样 我 们 可 以 得 到 商 空间 上 的 真 范 数 . 用 L 
表示 该 商 空间 在 4 范 数 下 的 完备 化 . 首先 回忆 一 下 , 完备 化 空间 中 的 每 个 向 量 都 是 
连续 函数 的 4 范 数 下 的 Cauchy 列 的 等 价 类 ; 两 个 Cauchy 列 称 为 等 价 , MRE 
的 差 在 e 范 数 下 是 一 个 零 序 列 . 为 方便 起 见 , 我 们 用 等 价 类 中 的 代表 元 表示 该 类 . 

由 范 数 的 定义 (1) 和 正 线 性 泛 函 的 单调 性 , 得 

I&(c)| < Jele. 
因此 , 泛 函 £ 可 以 连续 延 拓 到 整个 空间 L b. WE f 为 工 中 的 任意 向 量 , S {cn} 为 
£ 范 数 下 收敛 于 f 的 连续 函数 Cauchy Fl, 我 们 定义 £(f) = limZ(c,), WEA LE 
的 有 界线 性 泛 函 : 
UN «fle (2) 

下 面 我 们 证 明 , L 空间 中 的 向 量具 有 某 些 函数 属性 . 
定理 1 io: RR 为 Lipschitz 连续 函数 : 

|p(x) — é(y)| < k|z — yl. (3) 

SfAL PHE—AK, MO) THELA L PHA; 此 外 , HL 中 的 任 一 对 
Ak f 和 9, 有 

I) — é(g)le < Alf — gle. (4) 

WEBH ”对 工 中 的 任意 元 f, 令 {en} A £ 范 数 下 的 连续 函数 的 Cauchy 列 且 在 
L 内 收敛 于 f. 由 范 数 的 定义 、L 的 单调 性 和 不 等 式 (3), 得 

lé(cn) — é(cm)le < klen — Cmle- 
因此 {@(cn)} 是 £ 范 数 下 的 Cauchy 列 . 我 们 用 8(f) 表示 {9(cn)} 在 工 内 的 极限 . 
考虑 第 二 部 分 . 令 {dr} 79 £ 范 数 下 的 连续 函数 的 Cauchy 列 且 在 工 内 收敛 于 
g. 由 (3), 对 于 每 个 g € Q, 
Ip(cn(q)) — $ldn(q))| < klen(a) — dn(q)|. 
因为 《 是 单调 的 , 所 以 
(IG(cn) — O(dn)|) € killen — dnl); 
由 范 数 的 定义 , 该 不 等 式 列 含 了 
ld(es) — Ban)le < klen — dale 
4 n EF oo, 上 述 不 等 式 左右 两 边 分 别 收 和 敛 于 (4) 的 左右 两 边 . 口 


对 于 工 中 的 元 素 , 通常 意义 下 的 函数 演算 法 则 成 立 , 这 里 有 两 个 重要 的 例子 . 


例 1 + 


0, 42<08, 
sa-1 z， 当 0<z 时 . 
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我 们 用 fi 表示 ouf), 并 称 之 为 的 正 部 . 


定义 1 工 中 的 元 素 f 称 为 非 负 的 , 如 果 f+ = f. 用 f >0 表示 工 中 的 非 负 元 . 
注意 , L 中 的 元 素 f 非 负 , 当 且 仅 当 它 是 非 负 连 续 函 数列 的 4 范 数 极限 . 因此 ， 
车 f >0, WU fle = ef). 465 HF 20, 920, W fg 2 0. 
我 们 称 f < g, 如 果 g 一 f > 0. 显然 , 该 关系 在 L 内 有 传递 性 . 


例 2 对 任意 实数 a < b, 令 
a， 当 xz<a 时 ， 
d^(z)-4 z， 当 a 和 z 乏 8 时 ， 
b bsri}. 
对 于 工 中 的 元 素 f, 我 们 用 fo 表示 SP). 


定义 2 工 中 的 元 素 f 称 为 有 界 的 , 如 果 存 在 常数 a 和 b, 使 得 f = fi. 

注意 , L 中 的 元 素 f 有 界 , 当 且 仅 当 它 是 有 界 连 续 函 数列 的 4 范 数 极限 . 

E f WL 中 的 有 界 元 , $ AKI [a,b] 上 的 Lipschitz 连续 函数 , 则 ol) 可 被 
定义 为 工 中 的 元 . 

设 (x,y) 为 二 元 Lipschitz 连续 函数 , 则 对 于 L 中 的 任 一 对 元 素 f 和 g, RAI 
同样 可 以 定义 工 中 的 元 素 $(f,9). 考虑 一 种 特殊 的 情形 . 设 /和 9 为 上 中 的 两 个 
有 界 元 , 用 下 列 方法 我 们 可 以 定义 上 和 9 在 工 内 的 乘积 fg. 

设 {cn} 和 {dn} 为 上 范 数 下 分 别 收敛 于 /和 9 的 有 界 连续 函数 列 . 容易 证 明 ， 
{cndn} 也 是 £ 范 数 下 的 有 界 的 连续 函数 Cauchy 列 . 因此 {cndn} Æ L ARK £ 范 数 
WO, 我 们 用 fo 表示 它 在 工 内 的 极限 , 并 称 之 为 Mg 的 乘积 . 注意 , fo ALP 
的 有 界 元 , 并 且 若 f > 0，g > 0, 则 fg 2 0. 

下 面 的 结果 尽管 简单 但 十 分 有 用 . 
定理 2 (单调 收敛 定理 ) H (fa) AL 内 的 单调 列 , SRF) {Lf(fn)} AR, 则 {fr} 
J& L WA € AK A 

WEBB 不妨 设 { 户 } 单调 递增 , BD fa < fau HR 6 的 单调 性 及 题 设 条 件 ， 
U) 是 单调 递增 的 有 界 实数 列 , 从 而 收敛 . 我 们 断言 , { 户 } A LARI Cauchy Fi. 
事实 上 , 34 n > m 时 , fa 一 fm 3ER, 所 以 

[fn — fmle = &(fn — fm) = &(fn) — Lfm)- 
由 于 GU) 收敛 , 所 以 {fn} 为 工 内 的 Cauchy Fl. HORT, L 的 完备 性 蕴含 了 {fn} 
E L AIK e 范 数 收敛 . a 


定理 3 REAL PHA, nm 
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WEBB i (cu) 为 范 数 下 收敛 于 f 的 连续 函数 Cauchy 列 , 对 于 任意 € > 0, 

存在 N, 使 得 
|f — enle < &. (5) 
因为 cw WEI Q 上 的 连续 函数 , 所 以 cy AF. 因此 , 对 于 分 别 超过 了 cn 的 上 
下 界 的 任意 实数 上 和 a, 总 有 a <cn(q) < b a € Q. 同 例 2, 定义 ob. 由 不 等 式 (4), 
得 
[Be(f)— Pelcn)le < |f — enle < €. 

由 于 cy 的 取 值 位 于 区 间 [a,b] 内 , 所 以 (cn) = cw. 重 写 上 述 不 等 式 为 


lf? —enle < €. (6) 
用 三 角 不 等 式 及 估计 (5) 和 (6), 有 
If —fele=|f — en ten — file < |f — enle + len — fele < 2e. 口 
A.2 1k 只 


本 节 我 们 将 证 明 , 如 何 利用 正 线性 泛 函 LEN Q PRE G 的 体积 . 
定义 3 RGAQ 中 的 任 一 开 集 ,ce C(Q), 我 们 称 c 为 G 的 可 允许 函数 , WR 
(i) c 的 支 集 suppc 包含 在 G A; 
(ii) elg) € 1, q € Q. 
FR G 在 正 线 性 泛 函 2 下 的 体积 V(G) 定义 为 
V(G) = sup(Z(c) : cA G 的 可 允许 函数 }. (7) 
定理 4 
(i) 空 集 的 体积 为 0. 
(ii) V 是 一 个 单调 的 集 函 数 : X G CH, 则 V(G) C V(H). 
(ii) V 具有 可 数 次 可 加 性 : VUN, Gn) < EZ, V(Gn). 
(iv) V 具有 可 数 可 加 性 : X {Ga} RENNEN 则 


(Us) Bre 
WERA (i) 和 (ii) 是 显然 的 . 要 证 明 (iii), $: 为 开 集 Ur, Gn 的 任 一 可 允许 函 
JC. 由 于 c 的 支 集 是 紧 集 Q 的 一 个 闭 子 集 , 所 以 它 也 是 Q 的 紧 子 集 . 由 可 允许 函数 
的 定义 , c 的 支 集 被 开 集 列 {Gr} 覆盖 , 所 以 该 支 集 可 被 有 限 个 开 集 {Gi Gu} 
Tis. 现在 我 们 证 明 c 有 分 解 
c=) tn, (8) 


n=1 
其 中 cn AG, 的 可 允许 函数 , n=1,---,N. 
假设 分 解 (8) Rr, 我 们 用 2 作用 在 (8) 的 两 边 , 得 
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N 


l(c) = 》 (es). 
n=] 
由 体积 的 定义 ,Lf{cn) € V (Gn), 所 以 
(c) < $ (Gn). 
n=1 


对 所 有 的 可 允许 函数 c 取 上 确 界 , 即 得 到 (iii). 

因此 , 我 们 只 需 证 明 分 解 (8) 成 立 . 由 于 c 支 集中 的 每 个 元 g 必 属 于 某 个 开 集 
G,,n—1,2,--, N, 所 以 对 于 c 支 集中 的 任意 一 点 q, 都 存在 连续 函数 ba 满足 下 列 
性 质 : 

(i) b, 非 负 ; 

(ii) bg(q) > 0; 

(iii) bà, 的 支 集 包含 在 某 个 开 集 Gn 中 , n =1,2,---,N. 

AO, ={rEQ: b (x) > 0), WO, AQ HREH q € O,. 显然 , 所 有 开 集 
O, 的 并 包含 了 c 的 支 集 .又 因为 c 的 支 集 为 紧 集 , 所 以 它 可 以 被 有 限 多 个 这 样 的 
开 集 O, 覆盖 ; 此 时 , 相应 于 这 有 限 多 个 开 集 O, 的 函数 bs ZA E by 在 c 的 文集 
上 取 正 值 : 

在 c 的 支 集 上 ， > de > 0. 

H b, 的 定义 , 将 每 个 bu 对 应 于 开 集 Gni, HAG, BAT bu, 的 支 集 . 对 于 每 个 
n,n = 1,2,…, N, > b, 表示 对 应 于 G 的 所 有 函数 ba 的 和 , 则 $7 bn = Y; ba: 
定义 

ca XN 6 n zm1,2,-.-,N. 

显然 Yo cn =c B. cn 为 Gu 的 可 允许 函数 . 这 样 , 我 们 给 出 了 c 的 分 解 (8) 

(iv) 对 于 任意 自然 数 N, 选取 Gn (n < N) 的 可 允许 函数 cn, 使 得 


V(Gn) - x; < Len). 


因为 {Gn} 两 两 不 交 , 所 以 STN, ce HUNG, 的 可 允许 函数 . 因此 


N N 
(Xe) «V (U Gn) 
n=1 n=]1 
He 的 线性 性 及 上 述 不 等 式 , 得 
N N 
> V(Ga) — x «V (U e.) ; 
n-1 n=l 
4 N 一 oo, R 


Y V(Gosv (Ue.) ; 


n 
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再 由 可 数 次 可 加 性 , 我 们 得 到 另 一 个 方向 的 不 等 式 . 因此 (iv) 成 立 . 口 


下 面 的 简单 估计 是 一 个 有 用 的 结果 . 
定理 5 KhAQ 上 的 非 负 连续 函数 , a 为 正 实数 , 令 Ga = {gEQ: h(q) >a}, 
则 
V(Ga) < tEh). (9) 
WA ice 为 Go 的 任 一 可 允许 函数 , q 属于 Q. Bq 不 属于 Ga, 则 e(q) = 0, 
此 时 cla) < thla); Æ q 属于 Go, W A32 > 1, M cla) < 1, 所 以 亦 有 cla) < thlg). 
因此 , 对 于 Ga 的 任 一 可 人 允许 函数 cc FQ 中 的 每 个 点 q, 有 
ca(q) < zrla); 
由 的 单调 性 , 得 
(ca) < Zeh). 
对 .上 述 不 等 式 中 的 ca REMAR, 则 不 等 式 (9) 成 立 . 口 


定义 4 Q@ 中 的 子 集 5 EIOS EA, MR S 可 以 包含 在 体积 任意 小 的 开 集中 . 

由 体积 的 可 数 次 可 加 性 , 可 数 个 零 集 的 并 仍 是 一 个 零 集 . 

假设 一 个 关系 在 除去 一 个 零 集 外 的 每 个 点 9 上 都 成 立 , 则 称 此 关系 几乎 处 处 
成 立 , 用 ae. 简 记 之 . 


A.3 函数 空间 L 


本 节 我 们 将 证 明 如 何 将 工 中 的 每 个 元 素 f 与 定义 在 Q 上 的 某 一 函数 f(g), 在 
相差 一 个 零 集 的 情况 下 , 对 应 起 来 . 
定义 5 工 中 的 Cauchy Fi {cn} MARKS, 如 果 存 在 某 个 常数 k, 使 得 对 于 每 个 
n21, 有 

len — cn+lle € t (10) 

注意 , 每 个 Cauchy 列 都 有 一 个 快 收敛 的 子 列 ， 显 然 , 满足 不 等 式 (10) 的 列 是 
一 个 Cauchy Fij. 
定理 6 HAE GA CAS IK Cauchy 列 {cn} LPa AIK. 

证 明 ”对 每 个 n= 1,2,.…, OG, 表示 开 集 ， 


Gn = [aE Q: lonla) = ena >} (11) 
ATF PAK h= |en — cn+l| K a = u, 应 用 不 等 式 (9) 和 (10) 得 
V(G.) < nl(\on — eil) < 5 (12) 


由 (11), 35 q 不 属于 Gn, 则 |cn(gq) — cn+l(g)| < ds. 因此 , 由 
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cala) = X (cr(q) - ck-1(g)), cola) =0 


k=] 
可 知 , 车 q 仅 属 于 有 限 多 个 Gr, W {cn(q)} 收敛 ; 车 令 S 表示 使 得 {cn(9)} 不 收敛 
的 点 g 的 全 体 , 则 对 于 每 个 正 整 数 N, 5 包含 在 Ur Gn A. 由 体积 的 可 数 次 可 加 
性 和 不 等 式 (12), 可 知 


«(0 3 <> V(G;.) « SS 5 
n=N n=N n=N 


4 N — oo, W V(USy Gn) > 0. 因此 5 可 以 包含 在 体积 任意 小 的 开 集 内 , 即 5 
是 一 个 零 集 . 口 


对 于 任意 正 整数 N, 函数 列 {cn(g)} ERE Uy Gn 外 一 致 收敛 , 这 是 一 个 
十 分 重要 的 结论 . 

MEL 中 的 元 素 f, 取 连 续 函 数 的 Cauchy Fi {cn}, 使 得 {cn} f £ 范 数 收敛 
于 f, W {on} 存在 快 收敛 的 子 序列 . 我 们 称 {en} 的 快 收敛 子 列 的 点 点 极限 为 f 的 
一 个 实现 . 

我 们 断言 : 在 几乎 处 处 相等 的 意义 下 , S 的 实现 是 唯一 的 , 即 由 任意 两 个 快 收 
HF f 的 Cauchy 列 所 得 到 的 实现 几乎 处 处 相等 . 这 是 因为 , 对 于 任意 两 个 都 快 收 
AF f 的 Cauchy Fl, 我 们 可 以 重新 构造 一 个 快 收敛 的 Cauchy 列 , 使 得 该 列 包含 
了 所 给 定 的 两 个 Cauchy 列 中 的 无 限 项 . 

下 述 定理 刻画 了 工 中 的 元 素 f 与 其 实现 fl) 之 间 的 关系 . 
定理 7 

(i) 对 于 任意 Lipschitz 连续 函数 办 ó(f)(q) = ó(f(q)). 

(ii) (f x g)(a) = f(a) + g(a). 

(iii) 若 f 和 9g AL 中 的 有 界 元 , 则 (fg)(q) = f(a)a(a)- 

(iv) L 中 元 素 的 函数 实现 是 忠实 的 , 即 若 f(q) = g(9) ae, 则 在 工 内 ,f =g. 

(v) Æ L- lim, f, = f E. {fn(q)} 几乎 处 处 收敛 , MW {fn(9)} 的 点 点 极限 为 了 

极限 f 的 实现 . 

WEBB (i),(ii) 和 (iii) 都 是 显然 的 . 要 证 明 (iv), 我 们 只 要 证 明 : E 了 的 实现 是 
一 个 几乎 处 处 为 0 的 函数 , 则 FA LEN. 用 反 证 法 . 假设 f 40; 进一步 地 ， 
我 们 不 妨 假 设 f AL 中 的 非 负 元 . 由 定理 3, f^ TE e 范 数 下 收敛 于 f, HS 767 
AW, f^ 关 0, 因此 我 们 又 可 假设 /为 工 中 的 非 负 有 界 元 并 且 1 为 f 的 上 界 . 

BW {cn} 为 4 范 数 收敛 于 S 的 连续 函数 的 快 收 僵 Cauchy 列 , 0 € c, « 1, FA 
{en} 几乎 处 处 收敛 于 0. 由 定理 6 证 明之 后 的 注 记 , 对 于 任意 e > 0, 存在 体积 小 
于 e WIE Ga, 使 得 {cn(a)} 在 Ge 外 面 一 致 收敛 于 f(q). 由 于 f(g) 几乎 处 处 为 
0, 所 以 , 当 N 充分 大 时 , 有 
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en(g) 在 Ge 的 补 集 上 小 于 e， (13) 
If-enl<e. (13 ) 
将 cw 分 解 : 
CN = CN — 2eu + 2eu < (cn — 2eu)+ + 2eu, (14) 
RPH ug Q 上 的 单位 函数 . 4 EAS 
en) € Ll(cN — 2eu)4) + 2e£(u). (15) 


由 (13) 及 假设 条 件 0 < cn < 1 5l, (ew 一 2eu)+ 为 Ge 的 可 允许 函数 ， 所 以 
(ev — 2eu)+) < V(G.). 再 由 (15) 并 注意 事实 V(Ge) < e, W 
en) S V(Ge) + 2e£(u) < (1+ 2/(u))e. 
结合 (13 ) 及 (2), 得 
£(f) = «(f 一 cN) 十 (cx) € |f 一 cvle 二 (1+260u))E < 2(1 + Z(u))e. 

由 于 /为 工 中 的 非 负 元 , 所 以 e(f) = |fle. B e 的 任意 性 , |fle = 0, 这 与 假设 f £0 
Fa. 因此 , 性 质 (iv) 成 立 . 

要 证 明 (v), 不 妨 假设 {fr} 是 一 个 不 等 式 (10) 意义 下 的 快 收敛 列 , 否则 考虑 
它 的 快 收敛 子 序列 . 对 于 每 个 n, 选取 连续 函数 cn 满足 : 

(a) |f» — cnle € d 

(b) 在 一 个 体积 小 于 A, 的 开 集 外 , fala) -cn(q)| < de 

由 (a) 和 f 的 快 收敛 性 , {cn} 在 4 范 数 下 快 收敛 于 f. 因此 {en(q)} 几乎 处 处 
收敛 于 fla). 另 一 方面 , 条 件 (b) MAT limen(g) = lim fn{g), ae. 因此 , {fn(q)} 
的 点 点 极限 正 是 f 的 实现 f(a). 口 


定理 8 若 f 的 实现 f(g) 几乎 处 处 为 非 负 函数 , 则 f 为 工 中 的 非 负 元 . 

WEB] ”由 定理 7 中 的 (i), fi4(q) = f(g)+: 若 f(g) oae., M fila) = fla) ae. 
再 由 定理 7 中 的 (iv), f — f. BI f£ AL PASE. 口 
推论 RSA AF L, U fg, SAMS fla) € gla) ae. 


证 明 关系 f < g 意味 着 g = ftp, 其 中 p 为 工 中 的 非 负 元 . 将 p 应 用 定理 
8, 可 得 推论 . 口 


A.4 可 测 集 和 测度 
定义 6 Q 中 的 子 集 5 称 为 可 测 集 , 如 果 S 的 特征 函数 cs: 


4) 5 aeg, 
cs(9) =<. | 0， 其 他 (16) 
是 工 中 某 个 元 素 fs 的 实现 . 此 时 , 我 们 定义 可 测 集 S 的 测度 为 


m(S) = (fs). (17) 
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注意 , 可 测 和 测度 的 概念 仅仅 依赖 于 线性 泛 函 4. 
首先 证 明 这 些 概念 是 有 意义 的 , 而 不 是 空洞 的 . 
定理 9 ”每 个 开 集 都 是 可 测 集 , 其 测度 等 于 它 的 体积 . 
证 了 明 ”对 于 Q 中 的 开 集 G 和 ge Q, 用 adlg, G^) 表示 g 到 G 的 补 集 Co 的 距 
离 . 定义 
0, €s In’ 
1 
2n 


$n(x) TT 线性 ， 


X 


1 


1 
l, -se. 
n 


e 
en(q) = ón(d(qg,G.), n=1,2,---, 

Wc, € C(Q), A {en} 为 单调 递增 的 连续 函数 列 , Len) < lu). 由 定理 2, {cen} 在 
L 中 以 4 范 数 收敛 于 L 中 的 元 fo. 另 一 方面 , {cn(q)} 点 点 收敛 于 G 的 特征 函数 
colq). 因此 , 由 定理 7 的 (v), cela) 为 fa WER. KRG 为 可 测 集 . 

要 计算 G 的 测度 , 由 于 {cn} 在 2 范 数 下 收敛 于 fa, 所 以 (ln)? KAF Life). 
又 每 个 cn 都 是 G 的 可 允许 函数 , 所 以 Len) < V(G), 从 而 Z(fa) < V(G). 另 一 
方面 , 对 于 G 的 任意 可 允许 函数 c, 取 充 分 大 的 ”使 得 c < cn， 由 体积 的 定义 ， 
V(G) = sup£(c) € supZ(c); 从 而 L(fo) = lim (en) = sup (en) 2 V(G). 因此 ， 
t(fc) = V(G). 口 


定理 10 Q 的 所 有 可 测 子 集 构成 了 一 个 0 代数, HAW (17) 定义 的 集 函 数 mS) 
是 一 个 测度 . 即 

(i) 可 测 集 的 补 集 是 可 测 的 ; 

(ii) 两 个 可 测 集 的 交集 是 可 测 的 ; 

(iii) 可 数 个 可 测 集 的 并 集 是 可 测 的 ; 

(iv) m(S) 具有 可 数 可 加 性 . 

WR (i) W S 为 可 测 集 , M S 的 特征 函数 cs AL 中 某 个 元 fs 的 实现 . 此 
时 , 1 一 cs X LPR u— fs 的 实现 , 即 补 集 S^ 的 特征 函数 1 一 cs AL Pu fs 
的 实现 , FLOP 为 单位 函数 . 因此 S 的 补 集 可 测 . 

(ii) Wt S, 和 So 为 两 个 可 测 集 , > fs, 和 fs, 为 工 中 的 两 个 元 且 它 们 的 实现 
分 别 是 S, 和 So 的 特征 函数 cs, Fl cs,, MRE fs, fs, 的 实现 为 Sı nS。 上 的 特征 
函数 . 因此 SiN S: 可 测 . 

(iii) B {Sn} 为 一 列 可 测 集 , ST, = S1, Tr = Sa N (S1 U- U Sp-1)%, n > 2, 
则 对 于 任意 的 n, T1U---UT, = S1 U- U Sn, HM Un Tr =U, Sn 因此 , 我 们 可 
用 {Tn} 代替 {Sn}, 此 时 {Tn} 两 两 不 交 . 设 特征 函数 cr (g) AL 中 的 元 fr, 的 
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实现 . 考虑 级 数 六 se fn 因为 每 个 fr, WL 中 的 非 负 元 , 所 以 部 分 和 Daa fr. 
构成 了 工 中 的 递增 列 ， 又 因为 {Ta} 两 两 不 交 , 所 以 ON, fr, <u, RAAT 
ID, fr.) < Cu). 由 单调 收敛 定理 , 部 分 和 列 (ON, fr} 在 4 范 数 下 收敛 于 L 
中 的 某 个 元 fr: 


3 ft. = fr. (18) 
n=1 


另 一 方面 , TN, en(a) BD, fr, 的 实现 且 {LA cr,(q)} 点 点 收敛 于 cr(9), 其 
"Ts. T. 再 由 定理 7 的 (iv), cerla) 为 fr 的 实现 . 因此 了 = Un In = U, Sn 
可 测 . 

(iv) 因为 (18) 的 部 分 和 在 £ 范 数 下 收敛 于 fr, 将 & 作用 到 (18) E, RE 
EL fr) = (fr). 再 由 测度 的 定义 , 得 37 | m(Tr) = m(T). 口 


XEXB 11 ik f 为 卫 中 的 元 , f(g) AS HEM, N f(q) ATM DK, 即 对 于 任意 的 
实数 a, 集合 
Ka = {q: f(q) 2a} (19) 
Tal. 
证 明 ”首先 假设 a 0, 否则 , 考虑 f 加 上 一 个 常数 的 情形 . 进一步 地 , 我 们 还 
可 以 假设 a = 1, 否则 , 考虑 用 a ERS. Ak, 我 们 只 要 证 明 由 (19) 定义 的 集合 
Kı 可 测 即 可 . 为 此 , 我 们 先 来 回忆 一 下 工 中 的 元 fd. 它 表 示 下 界 为 0, 上 界 为 1 的 
f 的 截面 . 令 fn = (fo)^. 由 于 fa- fai = (A - fo) AL PAFAER NR 
PA, 所 以 {fn} 单调 递减 . 又 fn > 0, 所 以 (£(f5)) 有 下 界 0. 此 时 , SuSE ER 
BT {fa} TE 4 范 数 下 收敛 . 另 一 方面 , f 的 实现 
fala) = (fo (a))" 
在 Ki 上 点 点 收敛 于 1, 在 Ki 的 补 集 上 点 点 收敛 于 0. 因此 , 由 定理 7 的 (v), Ki 
的 特征 函数 正 是 {fn} Æ L 范 数 下 的 极限 的 实现 . 因此 , Ki 可 测 . 口 


用 -f 代替 f, 或 者 采用 取 补 集 的 方法 等 , 我 们 同样 可 以 证 明 , 所 有 形 如 
{q:f(q)<a}, {a:f(aq)<a}, {q:f(q)> a} 
的 集合 也 都 是 可 测 集 . 


FH, 我 们 准备 证 明 : 由 (17) 构造 的 测度 m 决定 了 线性 泛 函 4 即 对 于 每 个 连 
续 函 数 ce C(Q), 下 式 成 立 


&(c) = fe dm. (20) 
为 此 , 对 于 连续 函数 c 和 整数 j 以 及 e > 0, 我 们 构造 可 测 集合 Kje: 
Kje={geQ: je & ela) € (j - 1)e). (21) 
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用 kje(q) 表示 Kje 的 特征 函数 , 用 kje RL 中 的 元 , 其 实现 为 je(q). 由 (21), 
对 于 任意 ge Q, 得 

》 jek;elq) < c(q) < DOG + 1)ekje(g)， (22) 
由 于 c 有 界 , 所 以 上 述 不 等 式 中 的 (有 限 ) 和 有 界 . 根据 定理 8 的 推论 , 我 们 可 以 由 
(22) 导出 : TER | 


Y\jchje<e<y (i+1)ekj. (23) 

TE L 中 成 立 . 由 4 的 单调 性 , 得 
Y jellkje) < Lc) < 9 + Det(k;.e). 
用 测度 的 定义 (17), 我 们 将 上 式 重 写 为 
Djem( Kje) < te) < 9 /G + Dem(K;.). (24) 

ER, (24) 的 左边 与 右边 分 别 是 (20) 中 的 积分 f edm 的 下 和 与 上 和 . 4e 一 0 时 ， 
它们 的 差 

e) m(K;,) = em(UK,.) = em(Q), 


趋 于 0. 因此 , d (24), 我 们 得 到 表示 公式 (20). 
需要 说 明 一 点 , 表示 公式 (20) 对 于 工 中 的 所 有 元 素 f 都 是 成 立 的 . 但 是 , 在 
该 情形 下 , 出 现在 (23) 中 的 和 式 可 能 是 无 限 和 . 若 f 为 工 中 的 非 负 元 , 由 单调 收 
BEE, 我 们 可 以 证 明 出 现在 (23) 中 的 级 数 收敛 . 因此 , 对 于 这 样 的 f. 表示 公式 
(20) RE. X. L 中 的 每 个 元 都 可 以 表示 成 两 个 非 负 元 的 差 , 所 以 对 于 L 中 的 一 般 
元 , 表示 公式 (20) 同样 成 立 . 
我 们 以 定理 11 的 逆 来 结束 本 节 内 容 . 
定理 12 X g(q) 为 定义 在 @ ELH TM TRAK, N gla) 是 工 中 某 个 元 9 的 实现 . 
WR gla) 的 可 测 性 意味 着 , 对 任意 实数 a, RA H, = (4€ Q: g(q) < a} 是 
可 测 集 . 定义 函数 no: RARA 
ng(a) = m(Ha). 
# 
fi dn, < +00, 
则 称 函数 g 可 积 
定义 
ge = > jEkje, 
其 中 kje 同 (21) 后 面 的 定义 ， 则 ge 属于 L. Ye 趋 于 0 时 ， Ge 的 实现 ge(q) RT 
gla). 令 < =2-", 我 们 得 到 了 £ 范 数 下 的 一 个 Cauchy 列 , 使 得 g(q) 为 其 极限 g 的 
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实现 . 口 
表示 测度 的 唯一 性 是 测度 论 中 的 一 个 标准 事实 . 


A.5 Lebesgue 测度 和 积 


WRS Q X Euclidean FA, £ 为 Riemann 积分 ,那么 我 们 的 构造 给 出 了 
Lebesgue 测度 和 Lebesgue 积分 .我 认为 这 种 方法 比 传统 的 方法 更 自然 ， 因 为 在 
Lebesgue 理论 中 , 最 重要 的 研究 对 象 是 完备 空间 L! 和 L?. 在 传统 的 方法 中 , Li 的 
完备 性 直到 最 后 才 出 现 , 而 在 目前 的 方法 中 , L! 空间 一 开始 就 出 现 了 . 


附录 B 广义 函数 理论 


Dirac 在 他 的 量子 力学 公式 中 用 R 上 的 “函数 ”5 处 理 连续 谱 , 这 以 后 5 即 称 
X “Dirac delta MA”. 5 是 一 个 这 样 的 函数 , DEINER 上 且 在 每 个 z 40 AR 
值 为 0, 而 在 z = 0 点 取 值 充分 大 , 并 使 得 5 在 整个 R 上 的 积分 为 1. 当然 , RAR 
数 是 不 存在 的 . Von Neumann 在 他 的 量子 力学 著作 (1932) 中 , 不 太 赞成 建立 在 此 
虚构 函数 基础 之 上 的 理论 . 他 已 清楚 地 知道 如 何 严格 地 处 理 连续 谱 . 

6 函数 被 看 作 是 一 个 广义 函数 后 又 重新 获得 了 “生命 20 世纪 20 FRE 30 年 
代 间 , 人 们 对 这 种 广义 函数 的 需要 是 迫切 的 . Bochner 和 Sobolev 分 别 在 Fourier 变 
换 和 偏 微分 方程 的 背景 下 , 引入 了 此 概念 . 在 双 曲 方程 解 的 公式 中 , Hadamard 对 积 
分 的 “有 限 部 分 ”的 应 用 预示 了 入 们 对 广义 函数 的 需要 ; 同时 , Wiener 在 Hearyside 
演算 的 证 明 中 也 预示 到 了 这 一 点 . L.C.Young 的 “广义 曲线 ”概念 也 为 引入 “广义 
函数 ”迈进 了 一 步 . 但 是 , 正 是 Laurent Schwartz 在 40 年 代 提 出 了 广义 函数 的 概 
念 . 该 概念 既 广 泛 又 灵活 , 能 够 满足 偏 微分 方程 与 调和 分 析 两 种 理论 中 的 大 部 分 需 
要 . 著名 数学 家 Harald Bohr ( 即 Niels Bohr 的 兄弟 ) 首先 认识 到 了 Schwartz 广义 
函数 思想 的 价值 . 不 久 , 整个 数学 界 也 意识 到 了 这 些 ; 1950 年 的 ICM E, Laurent 
Schwartz RE f 3EZR 243€; 人 们 对 广义 函数 的 许多 抵制 也 就 最 终 消 失 了 . 

本 附录 主要 提供 了 广义 函数 理论 中 的 主干 部 分 , 许多 细节 被 省 略 掉 了 . 对 于 广 
义 函 数理 论 的 一 套 完整 讨论 , 可 参看 Robert Strichwartz 的 书 . 


B.1 定义 和 例子 


用 CF 表示 了 ”上 的 无 穷 次 连续 可 微 的 有 紧 支 集 的 复 值 函数 的 全 体 . 称 CH 
函数 列 (ux) MAF u, 用 符号 wk 一 u RA, 如 果 每 个 wk 的 支 集 都 含 在 同一 个 紧 
TE K A, 并 且 对 每 个 多 重 指标 a = (ai, a2, ,Qn), Drug = DP? --- D?^uy 一 致 
收敛 于 Deu, 其 中 Di 表示 对 变量 r: B 
EX RCS 的 对 偶 空间 中 的 向 量 上 为 一 个 广义 函数 , 即 广 义 函数 4 是 CH 上 的 
在 上 述 序列 收敛 意义 下 连续 的 复 值 线性 泛 函 : 

若 ur > u, Wl) ur) > llu). 

这 种 连续 性 等 价 于 下 面 的 条 件 . 
定理 1 设 L 为 一 个 广义 函数 ， 则 对 于 每 个 紧 子 集 K, 必 存 在 正 整 数 N = N(K) 
PERK c= (K), 使 得 对 于 支撑 在 K 内 的 每 个 Cz 函数 由 有 
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\0(u)| € clu, HP |u| = max |D%u(z)|, lal = 》 oj (1) 


la|  N 
证 明 ETR, 存在 紧 子 集 K, 使 得 对 于 所 有 正 整数 N, 都 存在 支 集 包 含 在 K 
内 的 CY 函数 un, 使 得 Llun) = 1 和 Jus] < di. 显然 , 在 序列 收敛 意义 下 , un 一 0. 


由 于 为 广义 函数 , 此 时 应 有 Llun) 一 £(0) = 0, 但 这 与 (us) = 1 FA. 口 
Fk (1) 中 定义 的 luly 为 CN WR. 对 于 每 个 CH 函数 v, 定义 
Ku) = [was = (u,v), (2) 


ARPHI u 属于 Co. 显然 , 由 (2) 定义 的 4 是 一 个 广义 函数 , 并 且 不 同 的 v EXT 
不 同 的 广义 函数 . 如 果 我 们 将 v 与 由 (2) 定义 的 广义 函数 4 对 应 起 来 , 那么 在 此 意 
SOF, 我 们 可 将 Coo 嵌入 到 广义 函数 空间 内 . 因此 每 个 Coo 函数 就 是 一 个 特殊 的 广 
义 函 数 . 

基于 同样 的 理由 , 每 个 广义 函数 也 可 以 看 作 是 一 个 广义 的 函数 . 在 接 下 来 的 部 
分 , 我 们 总 记 

Ku) = (u, 4). 

下 面 给 出 一 些 广义 函数 的 例子 . 在 所 有 这 些 例子 中 , 我 们 省 略 了 广义 函数 在 序 
列 收敛 意义 连续 的 证 明 . 
例 1 ZL(w) = f uvdz, v 为 任意 连续 函数 . 
例 2 65(u) = u(0), Dirac delta “ER”. 
例 3 Au) = f(D*u)vdz, v 是 任意 可 积 函 数 , a 为 任意 多 重 指标 . 
Bla 设 p 为 R! 上 的 Ce 函数 且 其 零点 是 单 的 : 即 若 p(y) = 0, W p(y) #0. 

定义 L(w) 为 主 值 积 分 

= a ee ulz) 4. 
£(u) = PV f sas mfo ES dz. 

以 后 , 我 们 将 证 明 更 一 般 的 广义 函数 都 是 由 形 如 例 3 A) AR RUT H EXT. 


EX EDAR 中 的 开 集 , HCH 表示 支 集 包 含 在 D 内 的 所 有 C^ 函数 组 成 
的 集合 . D 内 的 广义 函数 是 指 , CS 上 的 在 序列 收敛 意义 下 连续 的 线性 泛 函 . 


B.2 广义 函数 的 运算 


本 节 将 证 明 如 何 将 通常 意义 下 的 函数 运算 实现 到 广义 函数 上 . 这 些 运算 TR 
ST: 
(i) T EX Coo 上 映 入 到 自身 内 的 连续 线性 映射 ; 
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Gi) TARE T, HT 将 Cg 映 入 自身 内 ， 这 里 的 转 置 T 是 指 , 对 于 任意 

CS AM u M v, 有 

(T'u,v) = (u, Tv), (3) 
其 中 (, ) 表示 通过 (2) 将 Cge 嵌入 其 对 偶 内 的 对 称 双 线 性 泛 函 , 注意 , 转 置 了 由 
方程 (3) 唯一 决定 , 且 T 的 转 置 为 THE. 

下 面 两 个 关于 转 置 的 运算 法 则 是 显然 的 , 也 是 十 分 有 用 的 . 

i) 3; T4» SARE, 则 aT+bS 也 有 转 置 且 (aT+ bS) =aT+bS. 

(ii) TS 的 转 置 为 ST. 
定理 2 ( 延 拓 定理 ) ik To T ACS 到 其 自身 内 的 连续 线性 映射 且 它 们 互 为 转 
置 ， 则 对 于 任意 广义 函数 L, 公式 

( T'v,£) = (v, Te) (4) 
定义 了 广义 函数 TY. 

证 明 ”由 T 的 连续 性 , 容易 证 明 (4) 的 右边 关于 变量 v 是 线性 和 连续 的 ， 口 
习题 1 证 明 : X T 0 S, HER CF 到 其 自身 内 的 两 个 连续 线性 映射 是 可 换 的 , 则 
作为 广义 函数 间 的 线性 映射 , 它们 也 是 可 换 的 . 

说 明 一 点 , 若 e 恰好 属于 CH, 则 由 (4) 定义 的 广义 函数 TE 与 原来 的 一 样 . 现 
E, 我 们 给 出 几 个 有 趣 的 带 转 置 的 线性 算 子 的 例子 . 

例 5 EtA C” 函数 , TAC 上 的 由 t 所 作 的 乘法 算 子 . DA, T 的 转 置 正 是 
TAG. 


例 6 设 T-D, 即 对 变量 2, HREM. EA, TOS Ce 到 自身 内 的 连续 线性 映 
HAT =-T 
B7 4 (Tyu)(2) = ula —2), BB T, 为 由 a 所 定义 的 平移 BR, Ta 为 Cye 到 
自身 内 的 连续 线性 映射 且 T 为 -a 所 作 的 平移 
例 8 令 (Ru)(r) = u(—z); 显然 
R=R. 
例 9 设 t 是 一 个 有 紧 支 集 的 连续 函数 , 令 Tu 为 与 t RR: 
Tu(z) = (t«u)(z) = J t(y)u(z — y)dy. (5) 

显然 , TH CE 到 Cy 内 的 连续 线性 映射 . 转 置 T 是 由 Rt 所 作 的 卷 积 算 子 . 

由 延 拓 定 理 和 例 9, 我 们 同样 可 以 定义 广义 函数 A Cx 函数 之 间 的 卷 积 
Cau, 它 是 一 个 广义 函数 . 我 们 断言 , Cu 实际 上 是 一 个 Cee 函数 . 要 证 明 此 断言 
注意 到 , 假若 (5) 的 右边 像 (2) 那样 解释 , 那么 对 于 t 为 广义 函数 4 的 情形 , 经 典 的 
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卷 积 公式 (5) 也 是 有 意义 的 : 

(x u)(z) = (uz, £), (6) 
其 中 wz 表示 函数 u(y—z). BR, 作为 CF 中 的 函数 , u, 是 z 是 连续 可 微 函数 ， 
JE, (ur, £) 是 r 的 一 个 C™ 函数 . 


例 10 Ko: R^ —R? Jj C^ RHA o HR" 中 的 紧 集 映 为 紧 集 ; 假设 o 是 可 
WN, 并 且 o Hv 与 $$ 有 相同 的 性 质 , 则 映射 T: 
(Tu)(z) = u(ó(x)) 
A CS 到 其 自身 内 的 连续 线性 映射 , A THRE T 由 条 件 
(T’v)(y) = v($(y))J(y) 
给 出 , 其 中 J 为 的 Jacobian 行列 式 ; T 是 CS 到 其 自身 内 的 连续 线性 映射 . 


对 于 这 些 例子 , 我 们 应 用 延 拓 定 理 给 出 广义 函数 的 运算 : 

(i) Ce 函数 和 广义 函数 的 乘积 是 一 个 广义 函数 ; 

(ii) 广义 函数 的 任意 阶 导 数 是 一 个 广义 函数 ; 

(iii) 广义 函数 的 平移 是 一 个 广义 函数 ; 

(iv) 广义 函数 与 0° 函数 的 卷 积 是 一 个 Coo 函数 ; 

(v) 广义 函数 与 可 六 Coo 映射 的 复合 是 一 个 广义 函数 . 

男 一 方面 , 无 法 定义 两 个 广义 函数 的 乘积 , 也 无 法 定义 广义 函数 与 不 可 逆 Co 
映射 的 复合 . 特别 地 , 无 法 定义 , 诸如 562(z) 或 6(z2) 等 . 但 是 , 有 一 种 方式 可 以 定 
义 无 公 共 变 量 的 两 个 广义 函数 的 乘积 . 


习题 2 Wi, E 6 和 lo 分 别 是 两 组 不 交 变 量 zi ,Im Ay 的 广义 函 
数 , 则 它们 的 乘积 Clo 可 以 定义 为 RI 上 的 广义 函数 . 特别 地 ， 
ó(z1)ó(z2) ---ó(zn) = 0(z1,-- 24). 

习题 3 HR 上 的 广义 函数 的 一 阶 导数 : 

(a) tu) = [ul)lalda; 

(b) £(u) = PV f u(z)/zdz; 

(c) Z(u) = f^. u(x) dz; 

(d) Z(u) = ö(u) = u(0). 


B.3 广义 函数 的 局 部 性 质 


回忆 一 下 , 连续 函数 f 的 支 集 是 指 , 满足 f(z) #0 的 所 有 z 组 成 集合 的 闭 包 . 
对 于 广义 函数 , 同样 可 以 有 类 似 的 定义 . 首先 我 们 从 函数 支 集 的 一 个 等 价 刻 画 开始 . 
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函数 f 的 支 集 在 其 定义 域内 的 补 是 使 得 f 在 其 上 取 值 为 0 的 最 大 开 集 . 我 们 
先 给 出 开 集 上 为 0 的 广义 函数 的 概念 . 
EM 称 广义 函数 4 ERR G LAK, 如 果 对 于 支 集 包 含 在 G 内 的 所 有 Cy B 
Ru, u) = 0 成 立 . 
引 理 3 SP AAA LARE G 和 Go 上 为 零 , 则 ! 在 并 集 Cl UG. 上 也 为 零 . 

WEBB ”由 定义 , 对 于 支 集 含 在 G1 U G2 内 的 所 有 Co^ 函数 u, 要 证 明 Au) = 0. 
为 此 , 我 们 只 需 证 明 , 这 样 的 函数 u 存在 分 解 u = wi + uo, 其 中 us 的 支 集 含 在 Gi 
内 , us 的 支 集 含 在 Go 内 . 证 明 如 下 . BF u 的 支 集中 的 每 一 点 zx 属于 Gi B Go, 
所 以 我 们 可 以 构造 函数 he 满足 下 列 性 质 : 

(i) 对 于 所 有 的 y, hely) 2 0; 

(ii) hz 为 C” 函数 ; 

(ii) h(x) > 0; 

(iv) he 的 支 集 含 在 Gi 或 Go A. 

由 满足 hely) > 0 的 所 有 y 构成 的 集合 是 一 个 含有 r 的 开 集 . 因此 , 所 有 这 样 
的 开 集 形成 了 支 集 的 一 个 开 覆 盖 ; 由 紧 性 , 此 覆盖 存在 有 限 子 履 盖 . 

上 述 有 限 子 覆盖 对 应 了 有 限 个 函数 hr. 令 hi 表示 这 有 限 个 函数 中 文集 含 在 
Gi 内 的 所 有 函数 之 和 , > hs 表示 支 集 含 在 Go 内 的 所 有 函数 之 和 , W hi + hz 在 
u 的 支 集 上 取 正 值 . > 


u 


hı ha 
ara nee 
ER, ul 和 uo 的 支 集 分 别 含 在 Gi 和 RN us 和 ua 为 CF EN, E u= u +u. 
由 题 设 , 在 开 集 Gi M G LAS, 所 以 
(u, £) = (u1 + u2, £)(u1, £) + (ue, £) = 0. g 


借助 于 上 述 引 理 , 若 在 有 限 个 开 集 Gi,Go,---,Gn EX 0, 则 £ 在 他 们 的 并 
集 上 也 为 0. 我 们 断言 , 此 结论 对 于 一 族 开 集 IC} 仍然 成 立 . 为 此 , 我 们 须 证 , # u 
的 支 集 含 在 U Gj A, 则 &u) = 0. 此 事实 是 支 集 的 紧 性 和 已 知 结论 的 直接 推论 . 

设 4 是 一 个 广义 函数 , 由 上 述 结 论 , | e 在 其 上 为 0 的 所 有 开 集 的 并 集 是 一 个 
仍然 具有 此 性 质 的 最 大 开 集 . 此 开 集 的 补 定义 为 LM ER. 

由 支 集 的 定义 , 下 面 的 定理 是 显然 的 . 
定理 4 HLA-A LRH, u 是 一 个 CY BH, Bu 和 上 的 支 集 不 交 , N 
£(u) = 0. 


习题 4 EN: 若 《 是 一 个 有 紧 支 集 的 广义 函数 , w HCH BH. 则 lew 是 一 个 
Cy 函数 . 


习题 5 EN: 若 L fm 是 两 个 广义 函数 , 并 且 其 中 有 一 个 广义 函数 的 支 集 是 紧 
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的 , 则 它们 的 卷 积 Caw 有 意义 , 且 也 是 一 个 广义 函数 . 


习题 6 证 明 : 若 f 为 C8 函数 ,L 为 广义 函数 且 fl = 0, 则 2 在 开 集 (m: f(x) #0} 
上 为 0. 


习题 7 WR: 广义 函数 4 的 导数 的 支 集 包 含 在 上 的 支 集 内 


广义 函数 Dirac 6 的 支 集 为 单 点 集 {0}. Alt, 由 习题 7, 6 的 所 有 导数 的 文集 
也 是 单 点 集 {0}. 反之 , 有 下 列 定理 . 
定理 5 支 集 为 单 点 集 {0} 的 广义 函数 人 都 形 如 

t= M. caD“6 
lal<N 

的 形式 , HPN 为 正 整数 ,ca 为 复数 . 

证 了 明 ”我 们 需要 下 列 引 理 . 
引 理 6 设 & 是 一 个 支 集 仅 含 原 点 的 广义 函数 , WAREN, 使 得 对 所 有 CH dh 
数 ,只 要 以 及 其 所 有 p 阶 导 数 (1 & p € N) 在 原点 的 值 都 是 0, LA Au) = 0. 

WR 2 f(z) 为 具有 如 下 性 质 的 CO 函数: 

0, iz| <1, 
f(z) = | l; Zr]. 
对 任意 Ce 函数 u, $ v = (1 - fj)u， 因 为 当 |z| < 1 时 , fu = 0, 所 以 由 定理 4, 
é(fu) = 0. 因此 
£(v) = £(u) — f(fu) = lu). 

这 证 明了 我 们 只 需 考 虑 支 集 包含 在 球 |z| < 3 内 的 函数 u. 定理 1 蕴含 了 这 样 的 函 
Ru 在 某 个 CN 范 数 下 连续 . 

对 任意 正 实数 k, 定义 函数 fr: fk(z) = f(kz). 令 wk = fru. 我 们 断言 大 一 oo 
时 , ux 在 CN 范 数 下 趋向 于 u. 由 f ROPER, f(x) 在 |z| > 2/k 上 取 值 是 1, 所 以 
ur(z) = u(x). 我 们 要 估计 wx 及 其 导数 在 |z| < 2/k 内 的 值 . 由 于 u 及 其 p 阶 导 数 
(p< NN) 在 z=0 点 值 为 0, MUK |B) < N 时 ， 


IDPu(z)| = O(|z| HM). (7) 
因此 , 在 |r| < 2/k A, 
IDPu(z)| = O(KI91-N 1). (8) 
经 计算 , 得 
D?u, = D* fru = 2. (3) DP fy DP. (9) 


因为 fele) = f(kz), 所 以 |1DY 大 (zj| = O); 复合 该 方程 与 (8) 和 (9), 我 们 得 到 ， 
在 |x| < 2/k 内 , |Daewk(z)| = O(klel-N-1). 又 wr(z) 在 |z| > 2/ 上 恒 等 于 ulz) 所 
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以 (ux) 在 CN 范 数 下 收敛 于 u. 因此 , 定理 1 BAT Lur) 收敛 于 Lu). 注意 到 fr 
和 wx 在 原点 为 心 的 球 内 为 0. 因此 , 由 定理 4, Lur) = 0. 此 时 £(u) = lim (ux) = 0. 
O 


Ku 和 u 为 两 个 Cge 函数 且 u,u 及 其 所 有 p (p< N) 阶 导数 在 x — 0 点 
的 值 相等 , 则 由 引 理 6, L(wi) = (uz). 换 句 话说 , L(w) 的 值 仅 仅 依赖 于 u 以 及 ww 的 
所 有 p (p <N) 阶 导数 在 x = 0 的 取 值 . 因此 , £ 有 形式 : 

Ku)= 》 agD%(u) ls-o - 


la] <N 


定理 5 的 结论 仅仅 是 此 关系 的 一 种 重 述 . 口 
定理 7 具有 紧 支 集 的 广义 函数 上 有 如 下 形式 : 


(= 》 Degu， 
lal <b 
其 中 ga 为 连续 函数 , 工 为 某 一 个 整数 . 
证 明 令 h 是 一 个 CF 函数 , HAA 在 包含 4 的 支 集 的 某 个 开 集 上 恒 等 于 1. 
由 定理 4, 对 任意 u € CS, Llu) = Lhu). 
因为 对 任意 ve CS, hu Æ h 的 支 集 外 取 值 为 0, 所 以 由 定理 1, 存在 某 个 正常 
数 c 和 整数 N, 使 得 对 任意 u € CF, 成 立 
£(hu) € c|huln. 
ER, |hulv € klulm, 式 中 的 大 是 仅仅 依赖 于 h MER. 因此 , 存在 某 个 正常 数 g 
和 整数 N, 使 得 对 任意 u € CS, 
Ku) € qluln- (10) 


Iul = ( I f Duaa). (11) 


ja|<M 
用 Hu 表示 空间 C8 在 此 范 数 下 的 完备 化 . 显然 , 新 范 数 ulu 来 源 于 一 个 数值 
ABR, 我 们 用 (,)xw Er. 因此 Hm 是 一 个 Hilbert 空间 . 由 Riesz-Fréchet 定理 ， 
Hy 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 都 是 内 积 的 形式 : 
(u, g)m; ge Hy. (12) 

事实 上 , Hy 正 是 第 5 章 介绍 的 Sobolev 空间 WM. 

由 Sobolev 不 等 式 (参见 文献 Adam 的 书 第 5 章 ), 存在 仅仅 依赖 于 支 集 的 体 
积 的 常数 c, 使 得 


引入 新 范 数 


luly <cllullu, N<M- 7 (13) 
由 (13), 每 个 CY 函数 的 Hm 范 数 下 的 Cauchy Fi {ur} 也 是 一 个 CN 范 数 
下 的 Cauchy FU. 因此 , 这 样 的 列 (ux) 收敛 于 一 个 CN BR u 这 样 我 们 建立 了 
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一 个 从 Hilbert 空间 Hu 到 空间 CN 内 的 一 一 映射 ; 从 而 ， 我 们 可 以 将 Hu PRA BI 
CN Mm. 
由 (10) 和 (13), eu) < cq llullu. 因此 , £(u) 为 Hm 上 的 有 界线 性 泛 函 , 从 而 存 
fE g€ Hy, 使 得 对 于 任意 u € Hu, 有 
E(u) 一 (u.g)M 一 ME (D*u, D^ g). 


la| s M 


注意 右边 可 以 重 写 为 
&u) = DD D?*9) = (u, y (-D'*!D?^g), 
这 里 D2eg 表示 9 的 广义 函数 导数 . 因此 
e= > (-1)I°ID?°yg. (14) 
由 于 g 属于 Hm, MA g 是 一 个 CN 函数 . 这 样 , (14) 正 是 的 如 定理 7 所 述 的 一 
种 表示 , 其 中 工 = 2M -N. 口 


下 面 的 结果 显示 , 就 像 通常 的 函数 一 样 , 在 相差 一 个 常数 的 情况 下 广义 函数 由 
其 一 阶 导 数 决 定 . 
定理 8 设 G 为 民 * 中 的 连通 开 集 ,L AR” 上 的 广义 函数 . EL 的 所 有 一 阶 偏 导 
数 Djl% G 内 为 0, 则 人 在 G 内 为 常数 . 

证 明 “LEG 内 为 常数 ”是 指 , 存在 常数 c, 使 得 对 支 集 含 在 G 内 的 任意 函 
Hu, 下 式 成 立 

£(u) = cf ude. (15) 

我 们 将 用 到 下 列 引 理 . 
引 理 9 Abe) 为 任意 一 个 支 集 含 在 单位 球 |z| < 1 内 的 CH HH, A f oda — 1. 
令 天 为 任 一 正 数 , 定义 dy (x) = k"b(kz), MAME ES VBR L, Lk = bk el 在 下 列 意 
MF MAF EL 即 对 任意 CH Baku, 3$ k — oo 时, {Lk(4)} MAF Lu). 

证 了 明 ”不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 b 有 对 称 性 : 6( 一 x) = bz), 从 而 bk 也 有 对 
称 性 . 因此 , Coe 上 的 由 bi 作 的 卷 积 算 子 是 其 自身 的 转 置 . 由 建立 在 延 拓 定 理 基 础 
之 上 的 卷 积 ut 的 定义 , 对 每 个 CF 函数 u, 有 


br(u) = (by * £)(u) = (by * 2, u) = (by * u, £). (16) 
容易 证 明 (M 11.1 节 ), Coe 函数 列 {bru} KAF u, 从 而 {Lbr  u)) KAF Lu). 
因此 , 引 理 的 结论 由 (16) 得 到 . 口 


Cg? 函数 空间 上 的 卷 积 运算 和 微分 运算 交换 . 因此 , 由 习题 1, 作为 广义 函数 空 
间 上 的 运算 , 它们 也 是 交换 的 : 
Dj;(b* m) = (Djb) «m, 
Hh b A Cg? 函数 , m 为 广义 函数 . 
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习题 8 证 明 : 
Dj(b* m) = b* Djm, 
其 中 心 为 任意 CH BH, m 为 任意 广义 函数 . 


引 理 10 ik b X —^- CH 函数 且 支 集 含 在 以 原点 为 心 , 以 7 为 半径 的 球 内 , Am 
为 任意 广义 函数 , 则 对 于 b*m 的 支 集 内 的 任意 v, 存在 m 支 集 内 的 点 y, 使 得 了 
和 ?的 距离 <r. 


习题 9 证 明 引 理 10. 


Wt blr) 满足 引 理 9 的 题 设 条 件 , 令 bi AY 同 引 理 9 中 的 定义 . 由 习题 8, 得 
Dlx = Dj(bi * £) = br * Dj£. 

由 假设 , be 的 支 集 被 限制 在 以 原点 为 心 、 以 1/k 为 半径 的 球 内 . 再 根据 定理 8 的 题 
W, Dj 的 支 集 含 在 G 的 补 集 内 . 因此 , 由 引 理 10, De. 在 Gk 内 为 0, 其 中 Gi 是 
G 中 到 G 的 边界 的 距离 大 于 1/k 的 点 组 成 的 点 集 . 

Hu 是 支 集 S BEG 内 的 CY BÉ. 由 于 G 连通 , 不 难 证 明 , 存在 正 数 d, 使 
得 S 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 G 内 的 到 G 边界 距离 不 小 于 d 的 多 边 形 道路 PER 
起 来 . 令 上 为 充分 大 的 正 整数 , 使 得 上 > 1, 则 满足 条 件 的 多 边 形 道路 P 位 于 Gr 
内 . 这 样 4 的 所 有 偏 导 数 Di 在 P 上 为 0, Mitt, dE P. 上 为 常数 , 且 该 常数 与 
S 中 的 点 无 关 , 记 此 常数 为 cu. 因此 , 由 (2), 得 

£k(u) = f us = fuda. 


根据 引 理 9, *4 k — oo 时 , 左边 趋 于 Lu), 从 而 右边 的 极限 存在 . Mu EE fudr z 
0, WW {cx} 收敛. 令 c 为 其 极限 . 易 证 , c Fu HK, 从 而 得 到 (15). 口 


定理 11 设 9 为 连续 函数 , 并 且 g 在 广义 函数 意义 下 的 导数 Dig 为 连续 函数 , N 
Djg 不 仅 是 9 的 广义 函数 意义 下 的 导数 而 且 还 是 经 典 意义 下 的 导数 ， 

证 明 ”由 引 理 9, g 是 CHP 函数 列 {g} 在 广义 函数 意义 下 的 极限 , 其 中 gx = 
b. *g. 由 于 求 导 运算 与 卷 积 运算 可 换 , 所 以 Dj;gk = bh * Dig. 又 9 和 Dig 为 连续 函 
数 , 所 以 {ox} 和 (D;gx) 分 别 在 紧 集 上 一致 收敛 于 9 和 D;g; 参见 11.1 节 . 由 计算 


b 
lb 1 D;9 dz;. 
S k — oo, 得 
b 
g(b) — g(a) = f D;gdz;, 
因此 D;g 是 g 在 经 典 意义 下 的 导数 


定义 ” 称 广义 函数 e 为 正 的 , 如 果 对 每 个 非 负 Co^ 函数 us u) > 0. 
下 面 是 几 个 正 广义 函数 的 例子 . 
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Bj 11 非 负 连续 函数 4. 
例 12 /-ó(r-a). 
例 13 Lu) = f ud m, 其 中 mm AWE. 


引 理 12 i£ 为 正 广义 函数 , KAR 中 的 紧 子 集 , 则 存在 常数 c 使 得 对 支撑 在 
KAMEN CS BH u, |(u)| € clulmax- 
WA ” 设 p 是 一 个 在 K 上 取 值 为 1 的 非 负 CH 函数 . 令 :是 一 个 支 集 含 在 
K 内 的 CF 函数 , 则 对 于 每 个 c, 
u(z) < |u| max p(z). 
由 于 £ 为 正 广义 函数 , 所 以 eu) < lulssx£(p). 类 似 地 ，w(z) < Julmax plz), 从 而 
—£(u) € |ulmaxt(p). & c — Ep), 则 引 理 12 中 的 不 等 式 成 立 . 口 


借助 不 等 式 Lu) < clulmax, 由 连续 性 , 我 们 可 以 将 线性 泛 函 4 延 拓 到 有 紧 文 集 
的 连续 函数 空间 上 . 该 延 拓 后 的 泛 函 仍 是 正 的 . 
根据 Riesz-Kakutani 表示 定理 AR A), 具有 紧 支 集 的 连续 函数 空间 Co 上 
的 每 个 正 线 性 泛 函 都 可 以 表示 成 在 某 个 测度 下 的 积分 形式 . 因此 , 如 下 定理 成 立 . 
定理 13 每 个 正 广义 函数 都 是 一 个 测度 : 
£(u) = fram 


BA 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 


对 于 平面 内 的 光滑 有 界 域 D, 我 们 在 第 9 章 构造 了 Green 函数 的 正则 部 分 9. 
对 D 内 的 任意 一 点 q, 9 = g(n:q) 为 p 的 调和 函数 , 并 且 在 D 的 边界 上 , 9 的 取 值 
等 于 In [p — q|.  In|p — q] — g(p,q) 为 Green 函数 G(p,q). 我 们 要 证 明 , Green KH 
数 在 广义 函数 意义 下 满足 方程 
AG = 2nö(p — q), 
其 中 A JJ Laplace AF A = D? + D2, z My A p 的 Cartsian 坐标 . 由 于 Green 
函数 的 正则 部 分 满足 Ag = 0, 所 以 我 们 只 需 证 明 


A In Vr? + y? = 2nó(z, y), (17) 
这 里 我 们 已 令 g =0. 
证 明 由 广义 函数 导数 定义 , (17) 意味 着 : 对 任意 Cpe 函数 u, 下 式 成 立 
fa Ip|Au d zd y = 2nu(0). (17^) 


要 证 明 (17^), 我 们 将 其 左边 写成 积分 
J In |p|Au d zd y (18) 
Ipl2e 
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在 一 0 下 的 极限 形式 . 用 分 部 积分 , 将 (18) BEA 


‘| (Aln pludady+ f In plönuds- | (ðn In |p|)uds, (18^) 
Ip|2e Ipl=e Ipl=e 
这 里 8， 表示 在 区 域 jp| > e 的 边界 上 的 外 法 向 导数 , 即 在 |p| =e E, On = —O/Or, 
HP r= |p]. 

因为 Inip) 为 p #0 的 正则 调和 函数 , 所 以 对 每 个 p, |p| > e, A Alnlp| = 0. 
因此 (18) 中 的 二 重 积分 为 0， 对 于 (18) 中 的 第 一 个 曲线 积分 ， 其 绝对 值 小 于 
Qene| In e|, 这 里 的 常数 c 为 | Oru) HEH, 所 以 当 — 0 时 ， 该 曲线 积分 趋 于 0. 对 
于 第 二 个 曲线 积分 , 注意 到 


1 
ôn ln |p| = -<lnr = em 


在 圆周 |p| =e E, EXSET 1. Xu mm | p |= e 上 每 点 的 值 等 于 w(0) + o(c). 
此 , 当 e ÉF 0 时 , (18) 中 的 第 二 个 曲线 积分 趋 于 2nu(0). 综 上 所 述 , (17) RZ. O 


广义 函数 在 偏 微分 方程 理论 中 的 应 用 首先 是 证 明 广 义 函 数 解 的 存在 性 , 然后 再 
证 明 此 解 为 Coo 函数 . 下 面 给 出 一 个 例子 , 简单 地 看 一 看 第 二 步 是 如 何 进行 的 . 该 
例子 是 Weyl 经 典 结果 的 一 个 推广 . 
定理 14 KLAR" PHH FDAK LAR, LRA Laplace 方程 AL = 0, 则 
LAD 内 的 CT 调和 函数 . 

证 明 ”本 定理 的 证 明 建 立 在 下 面 引 理 的 基础 上 . 

引 理 15 ik f AR” 上 的 球 对 称 函 数 ,n > 2, 即 f(z) = g(|z|). 假设 f(x) Æ |z| 2 R 
上 为 0, 并 且 


f JG) =0, | |el?-"f(a)az = 0, (19) 
则 存在 球 对 称 COO KA h, 使 得 hie) A |z| > R ELPA 0, HA 
Ah= f. (20) 
证 明 ”将 要 确定 的 函数 h WW hie) = plir). HAREE r, 将 (20) SA 
Ah = p" + ny = g(r), (20) 


XX 8. ^ 表示 对 MT. 用 ro (20) 两 边 , 整理 后 得 
(rip = gr). 
两 边 积分 , 得 
rig (r) = I; n-lo(s)d s. (21) 
我 们 断言 , 当 > > R 时 ,右边 为 0. SLE, g(s) = f(z), 所 以 右边 可 重 写 为 


jus f(z)dz. 


462 HAB 广义 函数 理论 


由 (19), ERE r > R EX 0. 这 是 因为 , f 的 支 集 包含 在 以 原点 为 心 , 以 R 为 半径 
的 球 内 . 
用 r"-! 去 除 (21) A, 然后 积分 得 
p(r) = f dee s"Ig(s)dsdt. (22) 
0 0 
我 们 再 断言 , p(>) 在 7 > R 时 , 取 值 为 0. 要 证 明之 , 将 (22) 右边 用 分 部 积分 . 注意 
到 7 > R B}, p'(r) = 0, 所 以 我 们 有 
plr) =f tat 
重 写 此 积分 为 


Í ath ede 
因为 f 的 支 集 含 在 |r| < RA, 由 (19), 此 积分 为 0. 
FE, 我 们 证 明 h 是 Coo 函数 . 首先 , 由 (21), 我 们 不 难 证 明 , p 是 0° 函数 . 
f(r,0,---,0) = g(]r]). 
此 证 明了 g(r) 可 以 被 延 拓 为 整个 R 上 的 偶 C™ 函数 . 由 (20°), p(r) 也 可 以 延 拓 为 
整个 R LAMB Co RH. 因此 p XE c — 0 点 的 所 有 奇数 阶 导数 为 0. 由 此 不 难得 
到 , p(r) = q(r?). 其 中 4 为 C™ 函数 . 因此 h(x) = p(l) = alle?) 也 是 CT 函数 . 
口 
习题 10 MH n= 2, 令 述 并 证 明 引 理 15. 
现在 我 们 转向 证 明定 理 14. 像 引 理 9 一 样 , 用 C” RAFINDA f. 取 n > 2, $ 
b 为 支撑 在 |z| < 1 上 的 且 满 足 条 件 : 
/ b(z)de=1, f |z|? "b(z)de = 0 (23) 
的 球 对 称 Ce RU. 同 引 理 9 一 样 , 定义 函数 bp (x) = k"blke). ZN, 这 些 函 数 也 
满足 条 件 (23): 
] «cx = 1, f «eon zx [). (23°) 
由 假设 , b (c) 的 支 集 限 制 在 以 原点 为 心 , Ut 为 半径 的 球 内 . E lk = bi £ 可 以 
看 作 是 定义 在 D, 上 的 C^ 函数 , 其 中 D, 表示 D 中 到 D 边界 的 距离 > 2 的 所 
有 点 组 成 的 集合 . 由 公式 (6), 对 De 中 的 y, 
£x(y) = (bi, y, £), 
其 中 bk y (x) 一 bx(y -= n) 对 比 这 两 个 函数 : 
€x(y) — £m(y) = (bk,y bm,y, £). (24) 
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注意 到 , KE bry —Omy 关于 y 球 对 称 , 其 支 集 包含 在 以 y AL, 以 有 为 半径 的 球 内 ， 
这 里 R = max({, +). 因此 , 由 (23^), 每 个 bey — bm,y 都 满足 条 件 (19). 再 由 引 理 
15, 它们 都 是 C™ 函数 h 在 Laplace 算 子 下 的 象 : 

Ah = by — bmw: 
其 中 h 是 关于 wv 的 球 对 称 函 数 , 且 h 的 支 集 限制 在 以 y 为 心 , 以 R 为 半径 的 球 内 . 
重新 整理 (24), 得 

&(y) — Lm(y) = (Ah, £). 

由 定理 2, 将 上 式 右边 重 记 为 (h, Ae). AA Ae = 0, 所 以 (h, A£) = 0. 因此 ,对 DD 
内 的 每 点 y, 只 要 k,m > 1, BRA Lely) = 如 (四 ), 其 中 d 表示 y 到 D MIF NEE 
离 . 该 事实 蕴含 了 , 在 内 的 每 个 紧 子 集 上 , 4 k 充分 大 时 , L 并 不 依赖 于 k. 由 
引 理 9, Cx 函数 bl 依 广义 函数 收敛 于 6. 因此 t 为 万 内 的 Cee 函数 . 口 


对 于 Ce 系数 的 椭圆 偏 微分 方程 的 解 , 定理 14 仍 就 成 立 . 
就 可 微 性 而 言 , 双 曲 偏 微分 方程 的 解 是 十 分 不 同 的 . 再 举 一 个 简单 的 例子 , 如 
一 维 空间 上 的 波动 方程 
Ut 一 Uzz = 0. (25) 
每 个 形 如 
u(x,t) = f(x +t) + g(x — t) (26) 
的 函数 都 是 (25) 的 解 , 其 中 f 和 g 为 两 个 二 阶 可 微 函 数 . 反之 , 波动 方程 (25) 的 
所 有 二 阶 可 微 的 解 也 都 具有 这 种 形式 . 要 看 到 这 一 点 , 重 写 (25) 为 
(D, + D,)(uu— ur)=0, (D, — Dz)(ui + uz) = 0. 
由 这 两 个 方程 , 我 们 分 别 得 到 
Ut — Uz = a(x — t), uid ug, = bfz +t), 
其 中 a Alb 为 一 阶 可 微 函 数 . 将 这 两 式 相 加 , 再 积分 , 则 (26) 成 立 . 
广义 函数 解 的 情形 又 如 何 呢 ? 我 们 断言 , 对 任意 单 变量 广义 函数 e 和 m, 
u=¢(r+t)+m(r — t) (26^) 
为 广义 函数 意义 下 的 波动 方程 的 解 . 要 证 明 此 断言 ， 注 意 到 由 B.2 节 中 的 例 6, 
£(z +t) 和 mm(z 一 t) 可 被 定义 为 z,t 的 广义 函数 , 并 且 它 们 的 偏 导数 可 由 链 法 则 计 
算得 到 . 


习题 11 完成 上 述 证 明 . 
进一步 地 可 以 证 明 , (25) 的 每 个 广义 函数 解 都 形 如 (26 人). 
习题 12 ”证 明 这 一 步 . 


波动 方程 的 广义 函数 解 有 何 用 呢 ? 用 途 非 常 多 ! 举 一 个 由 波动 方程 控制 的 声音 
传播 的 例子 . 牛角 的 号 角 声 可 由 形 如 (26') 的 解 来 刻画 , 此 时 的 函数 4 和 m 在 一 个 
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区 间 7 上 取 值 为 常数 c, 在 了 工 外 取 值 为 0. 
广义 函数 的 其 他 应 用 可 在 7.2 节 和 文献 Lax(1955) 中 找到 . 


B.5 Fourier 变换 


WH, 我 们 已 经 看 到 了 Ce 函数 空间 是 许多 算 子 的 自然 定义 域 , 如 微分 算 子 . 
可 是 , 对 于 其 他 相当 重要 的 算 子 ,如 Fourier 变换 , 该 函数 空间 又 太 窗 了 ， 要 考虑 
Fourier 变换 , 我 们 用 S 表示 如 下 更 大 的 函数 类 . 

SER 上 的 满足 如 下 条 件 的 所 有 复 值 Cx 函数 u 组 成 的 空间 . 在 |x| 一 oo 
F, u, 连同 其 各 阶 偏 导数 , BF 0 的 速度 比 |z|-: 的 任何 正 寡 都 快 . 也 就 是 说 , 函数 
属于 S, 当 且 仅 当 对 任意 多 重 指数 标 a 及 任意 正 整数 b, 


jim |x°D°u(x)| = 0. (27) 
对 多 重 指标 a 及 正 数 b, 定义 范 数 
luls,a = max Iz|^| D^ u(z)]; (28) 


此 时 , 我 们 可 将 S 看 作 是 使 得 每 个 范 数 (28) 都 有 限 的 所 有 C 函数 u HEA. 
习题 13 RERA (28) MUR IR EXT (27). 
定义 ”我 们 称 S 中 的 函数 列 {un} 收敛 于 u, 如 果 对 任意 指标 a RIEZ b, 


定义 ”对 S 中 的 函数 u, v, 定义 它们 之 间 的 距离 
d(u,v) = Y 1 Ilu — vlla (29) 


2b+lal 1 + ||u — vlla 


这 里 的 和 取 遍 所 有 多 重 指标 a 和 所 有 正 整 数 b. 


习题 14 (a) 证明 {un} 收敛 于 u, 当 且 仅 当 d(un,u) 0. 

(b) 证 明 由 (29) 定义 的 d(u,v) 满足 三 角 不 等 式 . 

(c) 证 明 在 距离 (29) 下 , S 是 一 个 完备 的 距离 空间 . 

(d) 证 明 S 为 线性 空间 . 

(e) 证 明 在 距离 (29) F, Cg? 函数 空间 在 S 内 稠密 . 
EX S 的 对 偶 S 是 由 S 上 的 所 有 连续 线性 泛 函 组 成 的 (线性 ) 空间 ; £ 的 连续 
性 意 指 , 即 

# lim u, = u, 则 lim &(u,) = £(u). 

因为 Cee 是 S 的 子 空 间 , 所 以 S 上 的 线性 泛 函 4 在 Coe 上 的 限制 是 Coo 上 的 线 
EZA. 
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习题 15 (a) 设 人 属于 S 的 对 偶 S", 则 限制 在 C8e E, 在 B.1 节 定 义 的 收敛 意 
义 下 连续 . 

(b) 对 S PAE Cm £z m, 则 限制 在 CF?” be Am. 

因此 , 由 习题 (15), S" 中 的 每 个 元 都 是 广义 函数 , 称 为 温和 广义 函数 . 像 以 前 
一 样 , Ht Le S', u € S, 我 们 采用 符号 Llu) = (u, 2). 

下 面 是 几 个 温和 广义 函数 的 例子 . 


例 14 有 紧 支 集 的 广义 函数 . 
例 15 车 在 |z| 一 ee F,v(z) 的 增长 速度 比 jz| OSES ETS, W Au) = [vude 为 
温和 广义 函数 . 
现在 , 我 们 再 回 到 本 节 的 主题 上 来 . 
定义 ”对 S 中 的 函数 u, 其 Fourier 变换 , 用 F(u) Ma Rm, 定义 为 


We) = (Fu) = zs | wale de. (30) 
习题 16 W | Fulmax € (2m) "lulz. 


定理 16 FAS 到 自身 内 的 连续 映射 
证 明 由 (30) 中 的 积分 , Fu 关于 上 ASA 

D? Fu = F((iz)*u). (31) 
对 S 中 的 函数 u, 由 于 |z| 一 oo 时 , reu EF 0 的 速度 比 |z| HARRER, Fr 
以 ceu 属于 LI 因此 对 任意 指标 o, De Fu 连续 , 进而 Fu 是 C” 函数 . 要 证 Fu 
属于 S, 对 (30) 右边 用 分 部 积分 得 : 对 于 任意 多 重 指标 2, 

EP Fu = F((iD)Pu). (32) 
结合 (31) 和 (32), 得 

£? D? Fu = i**? F(D8zru), 

这 证 明了 EP DA Fu 是 形 如 z^ D^u 函数 的 Fourier 变换 的 线性 组 合 . 又 z^ D^u 属于 
L', 所 以 习题 16 蕴含 了 该 函数 的 Fourier 变换 在 IR" ABR. 故 Fw 属于 S. Ci 


习题 17 Riku Fu X SBS 内 的 连续 映射 . 


下 述 定理 总 结 了 Fourier 变换 与 R* 上 的 通常 运算 之 间 的 关系 . 
定理 17 
(i) 五 将 到 ”上 的 平移 变换 变 为 lO! Hei REM A, 即 若 令 (Tauj(z) = u(z — 
a), 则 
FT,u =e*tFu, T,Fu= Fe. 
(ii) (i) 的 无 穷 小 形式 成 立 : 
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RD;u=6&;Fu, DjFu- Firju. 
(ii) F 54/5 5 693€ ELA (Ru)(z) = u(r) 定义 的 反射 RRR. 
(iv) HAAR" 4) R^ 上 的 可 逆 映 射 ， uA(r) 表示 u(Ar), 则 


Fu, = jde aca P5. 


其 中 B= (4 小 
习题 18 证 明定 理 17. 
习题 19 TLRS 内 的 两 个 函数 以 和 w 的 卷 积 仍 在 S 内 , HH 
F(u * v) = (2x)? (Fu)(Fv). 
Fourier 变换 的 核 是 z ME 的 对 称 函 数 , 所 以 F 是 它 自身 的 转 置 F. 因此 , 由 
延 拓 定理 , 我 们 可 以 定义 温和 广义 函数 £ 的 Fourier 变换 Fe: 
(Fu, 2) = (v, Fe), ve S. (33) 
定理 17 对 温和 广义 函数 的 Fourier 变换 , 定理 17 AÈ. 
习题 20 证 明定 理 17/. 
假设 广义 函数 6 有 紧 子 集 , 借助 于 (30), 我 们 可 以 直接 由 公式 
LE) = (e(€), £), e(£) = 2x)7"2e7 (34) 
将 Fl 定义 为 C” ER t. 
习题 21 (a) 试 证 由 (34) 定义 的 有 紧 支 集 的 广义 函数 l 的 Fourier 变换 4 BCH 


函数 . 
(b) 试 证 , 由 (34) 定义 的 FL 满足 (33). 


下 面 我 们 给 出 几 个 温和 广义 函数 及 其 Fourier 变换 的 例子 , 其 中 前 5 个 例子 定 


义 在 R! E. 
例 16 
1, |z| «1, B 

x) = 

(x) | B. dest: KE) = = 
例 17 

_ 1-lz dz < 1 ~ -421-met 

(x) = | 0, lz| > 1, ig) = n €2 ` 

例 18 


e(z) = e-t, io = /2 E 
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例 19 
x) = a LE) = V3 ew ll, 
$i 20 
u(x) =e? /2, ü(£) = e-* /2. 
例 21 
£ — 6, &(£) 三 (2x)-"/?. 


习题 22 HARK (30) 或 (34), 验证 例 16 至 例 21 所 给 的 Fourier FR. 
定理 18 AR" Ł, €=1 的 Fourier 变换 为 


l = (2n)"/26. 
证 明 dor £ = 1 的 Fourier 变换 . 依 定理 17 的 (ii), 对 每 个 j= 1,2,---, 0, 
234 =2;F1 = F(iD;1) = 0. (35) 


由 习题 6, d$ f 为 Coo 函数 , 4 为 广义 函数 且 f£ = 0, We 的 支 集 包 含 在 f 的 零 集 
之 内 . 对 f = zj, j = 1,2,…,n, 用 习题 6, Wd 的 支 集 为 x = 0. 再 由 定理 5, d 有 
形式 
d= 》 c,D*6 — 0. (36) 
le]«N 
因此 , 由 (35), 对 任意 指标 8, |8| > 0, A z8pd = 0. 再 结合 (36) 得 , 对 任意 指标 0, 
18| > 0, FARI 


rêd = 3 c,z? D6 = 0. (37) 
lal<N 
要 从 (37) 导出 N = 0, 须 借助 于 下 列 引 理 ， 
引 理 19 
0, la| < ISl, 
x®D°5 = 4 0, la| = 18], e £ Ø, 


(-1)l*laló, a=. 
证 明 对 Ce PROC au, A 


(u, z? D*6) = (zu, Da6) = (—1)!*!(D% xu, 6). (38) 
4 lo| < |8|, 或 当 lal = |8|, fH a + 8 FT, 函数 Dezav XE x= 0 MAR 0, 此 时 (38) 
为 0. 5 a = 6 W,(D%2%u, ô) Æ z — 0 BUB otu(0). 故 引 理 19 成 立 . 口 


我 们 再 返回 定理 18 的 证 明 . 假设 N > 0, WFE o, 使 得 lal =N, cs #0. Al 
用 (37) 及 引 理 19 得 , ca = 0, 此 造成 了 矛盾 . 故 由 (36) 得 , d = co6. 下 面 我 们 再 确 
定 系数 co. 由 Fe 的 定义 (33), 
(Fv, £) = (v, Ft), 
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令 LE) =1 Muse? /?, Mi Ft = d = cod; 再 由 习题 5, Fo = e~ (6)"/2, 
(e- 5,1) = (er , coó). 
左边 等 于 积分 fon e-8 "d£ = (2n), 右边 等 于 co. 因此 d = (21)? 6, 定理 18 得 


uE. 口 
定理 20 
(i) 百 为 S 到 5 内 的 可 逆 映射 ， it Fg 
u(z) = Gy / ü(£)e rede (39) 
给 出 . 
(i) F X S' 到 S 内 的 可 逆 映 射 , BF — FR, 其 中 RARA 17(iii) 所 定义 
的 反射 . 


WEBB (i) 由 定理 17(i), Fei = T4 F; 由 定理 17, 此 蕴含 了 , 对 每 个 广义 函数 

6, 有 
Fe-iott = T, Fé. 
取 2=1, 用 定理 18 可 得 ， 
Fe-ioé = (2x)? ô(x — a). 
将 此 式 带 入 (33) 得 , 对 S 中 的 每 个 v R l= eet, 有 
(d,eriat) = (27)? (v, 6(z — a)). 

EAFF [f v(£)e-'^*d6, 右边 等 于 (2n)?v(a); 由 此 证 明了 (39). 

(ii) 在 (39) F, 用 -E 代替 作为 积分 变量 , 我 们 得 到 F^! = FR, BI FRF = I. 
因此 , 对 S 中 的 任意 函数 v, 令 e 为 任 一 温和 广义 函数 , 则 

(v, £) = (FRFv,£) = (RFv, Ft) = (Fv, RFE) = (v, FRF?). 

故 FRF! = 4, 即 FR 81 FR ZAA FE S HAWAN. X. PAIR AX, 
(ii) ARIZ. 0 


定理 21 (Parseval AR) #41? HH u 的 Fourier FHT MA L A, 并且 


| 加 za = ||ull za. 


WEAR AUE u 属于 S 的 情形 . 对 Fourier 变换 公式 (30) RAHA 


ran 1 : 
一 IUS fosas. 

由 于 右边 可 以 记 作 RFI, 所 以 将 上 式 重新 记 为 

Fu = RFü. (40) 
又 Fourier 变换 与 其 自身 的 转 置 相等 , 所 以 

(Fu,v) = (u, Fv). 
在 上 式 中 , $ v = Fu, 用 公式 (40) 及 FRF — I, £8 

(Fu, Fu) = (u, FFu) = (u, FRFu) = (u,u). 
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因此 作用 在 S 上 的 Fourier 变换 为 L? 等 距 . 
对 任意 L? 函数 u, 我 们 可 以 用 S 中 的 函数 列 逼 近 w, 从 而 借助 于 上 述 u 属于 
5 的 情形 得 到 定理 21 的 一 般 情形 . 口 


习题 23 REN L? RM ui HR (33). 


换 句 话说 , 定理 21 告诉 我 们 , Fourier 变换 为 LR”) 到 自身 上 的 西 算 子 . 
定理 22 ”对 任意 实数 a, 定义 
palz) = 》 5(z — am), (41) 


其 中 和 式 取 遍 所 有 整数 . 
(i) pa 是 一 个 温和 广义 函数 ， 
(ii) pa 的 Fourier * 4&X (V2n/lal)p,, HP b= 2n/a,aF 0. 
WEBB (i) 是 显然 的 . 要 证 明 (3), 首先 注意 到 , pe 为 周期 函数 , a 是 一 个 周期 : 
Tapa — Pa = 9. 
两 边 求 Fourier 变换 , 并 借助 Fourier 变换 与 平移 之 间 的 关系 (NER 17), 得 
(el 一 Po = 0. (42) 
由 于 函数 et: 在 每 个 r = am 点 取 值 为 1, HF b = 2n/a, m 为 整数 , 所 以 由 pa 
的 定义 (41), 得 
e p, = pa. 
上 式 两 边 取 Fourier 变换 , 再 用 定理 17, 得 
了 25Da = Da, (43) 
即 p, 是 以 5 为 周期 的 周期 函数 . 
W ull) 为 S 中 的 函数 并 假设 u(£) YE € = mb 点 取 值 为 0, 其 中 mm 为 任意 整 
数 : 
u(mb)=0, meZ. 
这 样 的 函数 u(£) TE S 内 可 以 被 et — 1 ER: 
u(£) = (e^* — 1)w(£), (44) 
其 中 v) 属于 S. 此 时 ， 
(u, Pa) = ((e'^* — 1)v, pa) = (v, (e'^* — 1)7,) = 0, (45) 
其 中 在 最 后 一 步 , 我 们 用 到 了 (42). 
由 (45), 者 u 属于 S, 并 且 对 任意 |n| > N, u(nb) = 0, 则 (u, Da) 的 值 仅 仅 依赖 
于 u(nb), |n| < N. 由 于 此 依赖 关系 是 线性 的 , 所 以 
(u, Da) = > Cnu(nb). (46) 
In|« N 


由 (43), b 是 pa 的 周期 , 故 所 有 的 cn 都 相等 , 用 c 表示 此 共同 值 : 
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(u, Pa) = c» u(nd), (47) 

这 里 c= c(a) 依赖 于 a. 
ER, S ANB u 都 可 以 用 形 如 ww 的 函数 列 依 S. 内 的 拓扑 逼近 , 其 中 un 
属于 S, 且 满 足 : 对 任意 jn| > N, un(nb) = 0. 在 (47) P, $ u = un, 然后 令 
N 一 oo, 则 可 以 证 明 , 对 S 内 的 所 有 函数 u, (47) 成 立 . 用 (41) 中 的 符号 , 重 述 上 


述 结果 为 
2x 


Pa = c(a)pp, b= "i (48) 
两 边 取 Fourier BR. 因为 pa 为 偶 函 数 , 所 以 Da 的 Fourier 变换 为 pa, W 
Pa = c(a)P»- (48^) 


交换 (48) 中 的 a RI NAHE, 得 py = c(b)pa. 结合 (48), 可 以 导出 : 当 ab = 2n 时 ， 
c(a)c(b) = 1. 特别 地 , 34 a = b = Van 时 , c(V2r)2 = 1. 因此 , c(V2r) = +1. 
由 温和 广义 函数 pa 的 Fourier 变换 的 定义 , 对 S 内 的 函数 u, 有 
(ù, Pa) = (u, Pa). 
用 pe 的 定义 (41) 及 (47), BS b = 2n/a, 则 
S ü(am) = c(a) >》 u(bn). (49) 


XL ERE u KE r, 命 u-(x) = u(rz), W u, 的 Fourier 变换 为 
1 


one _ ix = 1 if dy — a aes $ 
TO = gs | retta = tas [weet na (3). 
在 (49) 中 , 用 ww 代替 u, 并 结合 上 式 , 得 


Wi Y (2m) = (a) Y; utrbn). (49^) 
在 (49) P, FH a/r 和 rb 分 别 代 替 a RI b, 则 (49) 改写 为 
d (2m) F- (5) > u(rbn). 


对 比 上 式 与 (49'), 我 们 导出 helt) = cla). 令 = 4, W (AR). o( V2m) = c(a). 
由 于 c(V2r) = +1, 所 以 
Von 
la| 
我 们 断言 c(a) 只 能 取 正 值 . 设 v 为 S 内 的 任 一 正 的 偶 函 数 ， 定义 wu 为 卷 积 
v * v, Wu JERA. 由 于 偶 函 数 v 的 Fourier 变换 是 实 的 , 所 以 u = /2nv? 也 是 
正 的 . 因此 , (49) HAT cla) 须 是 正 数 . 这 样 , 我 们 完成 了 定理 22 的 证 明 . 口 


4 c(a) = V2x/|a| 代入 (49), Poisson 和 公式 成 立 . 
Poisson 和 公式 ”对 S 内 的 任意 函数 u 以 及 任意 实数 a, 成 立 


cla)=+ 
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2 Mon) = yz 2," (=r) 、 (50) 

EHE S 更 广 的 许多 函数 类 内 , Poisson 和 公式 仍旧 成 立 . 
注 记 ”在 30.6 节 , 作为 迹 公 式 在 卷 积 算 子 上 的 应 用 , 我 们 导出 了 Poisson MAR. 
那 时 , 我 们 用 到 了 Fourier 变换 的 另 一 种 正规 化 形式 . 

现在 , 我 们 再 来 考虑 如 何 将 定理 22 EIER" 上 去 . 当然 , 我 们 不 能 再 考虑 a 
的 整数 乘积 , 而 需要 考虑 格 L PHRA A. 
EX R 内 的 子 集 工 称 为 格 , 如 果 工 满足 如 下 性 质 : 

i) L 内 的 向 量 的 和 与 差 仍 属于 Li; 

(ii) RA L ZE R^ AERA; 

(iii) L 中 的 向 量 张 成 了 R”. 

下 面 我 们 给 出 几 个 格 的 例子 . 


例 22 R 中 的 分 量 为 整数 的 所 有 向 量 组 成 的 集合 E 是 一 个 格 . 
例 23 任 一 格 在 RT 到 R" 上 的 可 道 线性 映射 下 的 象 集 仍旧 是 一 个 格 . 


引 理 23 
(i) 每 个 格 工 都 可 以 表示 为 
L= AE, (51) 
AF A AR a) R LaTi Ah, E 为 例 22 所 给 出 的 格 . 
(ii) L 的 表示 (51) 不 是 唯一 的 , 但 是 在 工 的 所 有 这 些 表示 中 , det A| 有 相同 的 
值 . 

证 明 ”关于 (i) 的 证 明 , 我 们 建议 读者 参考 本 附录 的 有 关 线 性 代数 的 教材 . 

(ii) RD=A EM L = A&E 为 工 的 两 个 形 如 (51) 的 表示 , W ATA, 将 五 
RA BAS. 首先 证 明 , wR" 上 的 可 道 线性 映射 M, € M 将 格 五 映 到 自身 上 ， 
则 和 矩阵 M 的 每 个 赋值 都 是 整数 , 并 且 M 的 行列 式 det M 为 +. 事实 上 , HM 
存在 一 个 非 整数 赋值 mi;;, 则 Me; 的 第 i 个 分 量 正 是 m, 其 中 e; € E 表示 R7 
的 第 j 个 单位 同 量 , 这 与 M 将 整数 分 量 的 向 量 映 为 整数 分 量 的 向 量 的 假设 矛盾 . 
因此 , 矩阵 M. 的 每 个 赋值 都 是 整数 . 

X M^ 同样 将 BE 映 到 自身 EL, AAM 的 每 个 赋值 也 都 是 整数 ， 由 
T MM-! = I, & (det M)(det M^) = 1. 注意 到 M HM" 的 所 有 赋值 均 
ABR, 它们 的 行列 式 也 是 整数 ， 从 而 det M 只 能 是 +1. $ M = Az'A,, N 
det M = (det A3)! (det A1) = +1. " 


定义 ” 格 工 的 对 偶 L 是 由 R 中 的 满足 : 对 . 工 中 的 每 个 向 量 a, a.b 为 整数 的 
MAHE b 所 组 成 的 子 集 . 
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习题 24 (a) 试 证 格 的 对 偶 也 是 格 . 
(b) iX L =L. 
(c) 设 工 为 格 , A: R^ SR" 为 可 逆 线 性 映射 , 则 (AL) - BL', H+ B=(A'Y’. 
对 格 L, 用 pz 表示 温和 广义 函数 : 
pL =) (a — a). (52) 


acL 


定理 24 pr 的 Fourier 变换 为 
Pr = C(L)pont’, (53) 
这 里 c(L) = (2n)"/?/\detA|, A 为 出 现在 工 的 表示 (51) P HE. 
习题 25 ”仿照 定理 22 的 证 明 , 试 证 定理 A. 
习题 26 A R” 上 的 格 工 的 Poisson MAR. 


B.6 Fourier 变换 的 应 用 


本 节 将 给 出 Fourier 变换 的 几 个 应 用 . 
Liouville EH H f(z) 为 定义 在 整个 复 平 面 上 的 解析 函数 ,， 且 f(z) 有 多 项 式 增 
长 性 : 
If(z)| € c(1 + Iz", 
其 中 c 和 M 为 常数 , 则 f(z) 是 一 个 次 数 不 大 于 M 的 多 项 式 . 
证 了 明 ”首先 注意 到 解析 函数 f(z) 满足 Cauchy-Riemann 方程 
def = 5 (de — i8,)f = 0. (54) 
具有 多 项 式 增 长 性 的 函数 f 是 温和 广义 函数 , 所 以 f 的 导数 也 是 温和 广义 函数 . 故 
(54) 的 Fourier 变换 为 
GE +n) F(E,n) = 0. 
由 习题 6, 广 的 支 集 为 原点 , 从 而 定理 5 ME, 广义 函数 f 有 形式 : 
二 (55) 


lal£N 
由 定理 18, 6 的 Fourier HARM. 因此 , 根据 定理 17, (55) 右边 的 Fourier X. f Jj 
rA y HERR. 又 因为 f 解析 , 所 以 f 为 z = riy 的 多 项 式 . 口 


并 不 像 Liouvill 定理 的 其 他 通常 证 明 一 样 ， 此 处 的 证 明 仅 仅 用 到 了 Cauchy- 
Riemann 方程 . 事实 上 , 用 同样 的 方法 , 可 以 证 明 如 下 更 一 般 的 结果 . 
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定理 25 i4 P(E) = P&E En) 为 齐 次 椭圆 多 项 式 , 即 & —0 2 P(E) 的 唯一 
REE Ef AR 上 的 温和 广义 函数 , 并 且 了 为 偏 微分 方程 
P(D,, D2,:::, Dn)f =0 
在 整个 Rn 内 的 解 , 则 有 是 一 个 多 项 式 . 
满足 定理 25 中 性 质 的 微分 方程 的 例子 有 Af = 0, A?f = 0, 等 等 . 
下 面 我 们 再 给 出 Poisson 和 公式 的 一 些 应 用 . 将 u(x) = er* /2 代入 (50). A 
为 UE) = e-€ 2, 所 以 对 所 有 实数 a, 


am? 2 _ p22 
D alah Looe 
车 左边 的 函数 用 Zla) ER, 则 重 写 上 述 方程 为 
Vor (=) 
-一 一 2 , 


Z(a) = "ur | a 


这 是 一 个 十 分 有 趣 的 函数 方程 . 
习题 27 # u(x) = e-7 /2+zxt 代入 Poission HAR, 你 会 得 到 什么 样 的 结果 ? 


B.7 Fourier RA 


周期 广义 函数 的 Fourier 分 析 非 常 简明 . Ru 为 单位 圆周 S! 上 的 Cee 函数 ， 
WERI Fourier 系数 bn 为 


1 e in? 
b= 云 人 u(0) d 0. 


习题 28 (a) 试 证 对 任意 的 N, ex c, 使 得 lbn) < c]n]". 
(b) 试 证 u 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 ur = $n breil? 在 CN Sp FE SET. u. 
(c) 车 广义 函数 《的 Fourier 系数 an 定义 为 
Ga = (eo me Alan, 
试 证 对 任意 C 函数 vu, 成 立 


(u, £) = 》 ba... 


(d) 设 {an} 是 一 列 复数 且 满 足 : 存在 常数 c HN, 使 得 对 每 个 n= 1,2, 成 
立 


jan] < cni”, 


试 证 a, 是 S. 上 的 某 一 广义 函数 l 的 Fourier 系数 . 
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附录 C Zorn 引 理 


Zorn 引 理 是 集合 论 中 Zermelo-Fraenkel 系统 中 的 一 个 定理 . 在 逻辑 上 , 它 与 选 
择 公 理 等 价 . 因此 , Zorn 引 理 通常 用 在 高 度 非 构造 性 的 步骤 上 . 

Zorn 引 理 处 理 的 对 象 是 偏 序 集合 , 即 在 某 些 元 素 上 定义 了 序 关 系 “a c b" BS 
非 空 集合 , 这 里 的 序 关 系 < 满足 如 下 性 质 . 

(i) 传递 性 : 若 ac<b 且 5<c 则 ocx<c. 

(i) 自 反 性 : 对 该 集合 内 的 每 个 元 素 a, 成 立 a <a. 

偏 序 集中 的 子 集 称 为 全 序 集 ， 如 果 对 该 子 集中 的 任意 两 个 元 素 z A y, BA 
r£ BZ y & r. 

偏 序 集 内 的 元 素 u 称 为 是 一 个 子 集 的 上 界 , 如 果 对 该 子 集中 的 任意 元 素 x, 都 
^ r&v. 

偏 序 集 内 的 元 素 m 称 为 是 一 个 极 大 元 , 如 果 对 该 偏 序 集合 中 的 每 个 元 素 b, 都 
Al bam. 
Zorn 引 理 ”车 偏 序 集中 的 每 个 全 序 子 集 都 有 上 界 ， 则 该 偏 序 集 存在 极 大 元 . 
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